Mathematics. — Eine asympltotische Entwicklung fiir die grésste Null-
stelle der Hermiteschen Polynome. Von F. ZERNIKE. (Communicated
by Prof. J. G. vaAN DER CORPUT).

(Communicated at the meeting of May 30, 1931.)

1. Vor kurzem hat Herr S. C. vAN VEEN') eine neue Abschitzung
fir die grosste Nullstelle y. der Hermiteschen Polynome H, (y) abgeleitet
aus einer von ihm gefundenen asymptotischen Entwicklung fiir diese
Funktionen. Sein Ergebnis ist

2n+2—6,1(n+1)h<y2<2n+2—2,3(n+1)"h

Bei seiner Untersuchung besteht die Schwierigkeit darin, dass eine

Entwicklung, die fiir y =V"2n-+2 bedeutungslos wird, bis nahe an diesen
Wert benutzt werden muss. Selbstverstidndlich wird man bedeutend weiter
kommen, wenn man zuerst eine Entwicklung fiir die Umgebung dieses
Wertes aufstellt. Das fiihre ich in dieser Arbeit aus, teilweise nach dem
Beispiel von WATSON 2), vor allem aber von H. A. KRAMERS 3), dessen
Funktion  ich, mit unwesentlichen Anderungen, iibernommen habe.
Weiter mache ich von der altbekannten Sturmschen Methode Cebrauch,
die hier in einfachster Weise zum Ziele fiihrt.

Es ist interessant, dass in einer soeben erschienenen Arbeit von LANGER ¥)
in sehr allgemeinen analogen Féllen mittels derselben Sturmschen Methode
sogar die Konvergenz der Entwicklung bewiesen wird. Der hier betrachtete
Fall geniigt aber nicht allen Bedingungen von LANGER, ldsst wohl auch
keine konvergente Potenzreihenentwicklung zu.

2. Das Hermitesche Polynom H., (y) geniigt der Differentialgleichung

d’H, dH, _
e 2y-~d-l;- +2nH, =0.
Fir z—=H, (y) e ":¥" folgt daraus
2
%’é—}—(Zn—{—l—yz)z:O P
und es ist offenbar
z—=>0firy—> oo . . . . . . . . (2

1) Proceedings Amsterdam, 34, S. 257 (1931).

2) Theory of Bessel Punctions, Cambridge 1922, S. 518.

3) ,Wellenmechanik und halbzahlige Quantisierung” Z. f. Physik, 39, S. 828 (1926).
4) Trans. Am. math. Soc. 33, S. 23 (1931).
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Die Funktion z ist durch (1) und die Grenzbedingung (2) festgelegt
bis auf eine, zundchst belanglose, multiplikative Konstante. Zur
Untersuchung dieser Funktion in der Umgebung der kritischen Stelle

y:|/2n+1 fiihren wir als neue Variable ein

x=QV2nF ) (g—V2nF D) . . . . . (3)
wir erhalten dann
d’z
w—(x-{—yxz)zzo. P )
wo
y=2"Q2n+1)y" . . . . . . . . (9

ist. Es liegt nahe, die Funktion z fiir grosses n zu vergleichen mit einer
Funktion w (x), fiir welche die Differentialgleichung und Grenzbedingung
lauten

o —x0=0 . . . . . . . . . (6
w—=0 firx—>0 . . . . . .. . (7

wozu noch willkiirlich
w(0)=1sowie z(O)=1 . . . . . . . (8)

gesetzt sei. Bekanntlich kann die Lésung von (6) auf Zylinderfunktionen
der Ordnung 4 zuriickgefiihrt werden. Insbesondere wird der Bedingung
(7) geniigt durch die Funktion K, welche auch bei vielen physikalischen
Anwendungen auftritt, und man findet

w(x)=C, x" Ky, (§x") fir x>0 . . . . . (9
und daraus die fiir alle x konvergente Potenzreihe
wx)=l4+agx+ex*4+ . . . . . . (10

deren Koeffizienten man einfacher durch Einsetzen in (6) berechnen kann,
sobald man aus (9) den Wert von ¢; entnommen hat:

=o' 0==—3I'¢)/ '} . . . . . . (11)
Weiter folgt daraus fiir negatives Argument
o (—x)=Cox": [Jy, § ) + -, Gx")] . . . . (12)

Die Ausdriicke (9) und (12) geben sehr leicht die Zahlenwerte fiir »
mittels der ausfiihrlichen Tabellen von WATSON fiir die Zylinderfunktionen
der Ordnung 4. Die grosste Nullstelle von @ ist nach den Angaben
von WATSON, lc.:

w(a)=0 fir e——2,338107 . . -. . . . (13)
Fiir eine andere Methode, die Eigenschaften der ganzen Funktion

zu studieren ohne Heranziehen der Theorie der Zylinderfunktionen, sehe
man die oben zitierte Arbeit von KRAMERS.
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3. Nach der Sturmschen Methode lidsst sich nun leicht die gegenseitige
Lage der Nullstellen von z und o feststellen. Im folgenden wird fiir y
in (4) irgend ein fester positiver Wert angenommen, und dieser nur
wenn nétig durch die Schreibweise z(x,y) oder z(y) besonders hervor-
gehoben. Die grésste Nullstelle von 2z liege bei x = w(y). Durch die
Bedingung im Unendlichen ist eine Nullstelle bei positivem x ausge-
schlossen, wie unmittelbar einzusehen ist.

Man hat nach (4) und (6)
2" — xz —yx?z,
o"— xw =0.

Subtrahiert man diese Gleichungen nach Multiplikation resp. mit
und z, und integriert, so findet man

c
c
0wz —zo' |= yfxz zo dx.
b
b

Hier kann man, wie in allen folgenden Fillen, als obere Grenze oo
nehmen, da die Funktionen w und z dort exponentiell verschwinden, also

(20" — wz’)b:yfxzzwdx e e ... (19
b
Nimmt man b = w, so wird

w(w)z (w)=—— fx"zwdx P § 53]
Nun ist wegen (8) z >0 fiir x> w, daher auch Zz'(w)>0, und (15)
unerfiillbar fiir w>a, weil dann w(w) >0 und auch der Integrand

iiberall positiv wire. Die grosste Nullstelle von z liegt also unterhalb
der grossten Nullstelle von @ oder

w < a.
In genau derselben Weise findet man fiir zwei Werte », und »,>y,,

und die entsprechenden Funktionen z(y,) und z(y,) mit Nullstellen w,
resp. w,.

2 (w2 1) w2 7) =~ bra—r) [ 22 ()2 .
was in Widerspruch wire mit der Annahme w,> w,. Es ist daher
w,<w, dh. mit abnehmendem y nimmt w(y) zu, bis zum Grenzwert
w(0)=a.
Fiir die grésste Nullstelle y, des Polynoms H, (y) bedeutet das, nach
Transformation gemdss (3)

V2nt1 4+ 2V 2nF1) e, < yo <V 2n+14+2V 2nF 1) "bafiien>m (16)
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wo man die untere Grenze einfach aus einem direkt berechneten Wert
yn findet aus

V2m+1+ 2V 2nF+1)" ap = yn
Beispielsweise ist H, (y) =2y, y,—0, daraus a; =—2'% 3%s=—2.620741,
weiter aus den unten in 6. angefiihrten Zahlenwerten a;; — — 2.347789.

Zum Vergleich mit Herrn VAN VEEN's Abschétzung sei aus (16) noch
der asymptotische Wert fiir y? in derselben Niherung gegeben

g2 ~ 2n+1 + 2’62 n4-1)ha ~ 2n+{2an's

Die Zahl, welche Herr vAN VEEN zwischen 2.3 und 6.1 eingeschlossen
gefunden hat, nihert sich fiir n— o0 also dem Wert 2a = 4,676214.

4. Es liegt auf der Hand fiir die Losung von
2" —(x+yx)z=0
formal eine Potenzreihe nach y anzusetzen:
z2=w—yw, +y0;—... . . . . . . (17)
Einsetzen in die Differentialgleichung gibt fiir ®, die nichthomogene

Gleichung

o —xwo,=—x*w,y n=123..,0,=0 . . . (18)

mit den Bedingungen
0, (0)=0, w,(c0)=0 . . . . . . . (19
Ich beweise nun vorerst, dass w, >0 fiir x> 0. Der Sétz sei fiir
w,—1 bewiesen. Mit (6) kombinijert gibt (18) dann
(ww's — ww'), = fxz Wy wdx >0 b=0)
P
Setzt man hier fiir b eine Nullstelle von w, ein, so wird w (b) w', (b) >0.

daher
o, (b)>0 fir b=0 . . . . . . . (20

Diese Ungleichung schliesst die Maoglichkeit mehrerer nicht negativen
Nullstellen von w, aus, da w', fiir zwei nachfolgenden Nullstellen ver-
schiedenes Vorzeichen haben muss. Es existiert also nur die eine nicht-
negative Nullstelle x =0 nach (19), und wegen w', (0) >0 ist auch

W, () >0 fiir x>0 . . . . . . . (21)

Da (21) fiir die bekannte Funktion w (x) = wq(x) gilt, ist es dadurch
fiir jedes n bewiesen.
Ich betrachte jetzt die Teilsumme z, von (17)

zZn=w—yo;+...+ (=) r w,
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und setze diese in die Gleichung fiir z ein. Wegen (18) wird dann
2 — (e 9 20 = (1) 220,

und diese Gleichung gibt mit (4) kombiniert
(20 2" — 22/, )p = (—1)H1 pntl I x?zo,dx . . . . (22)

b

Setzt man fiir b eine nichtnegative Nullstelle des Restes R, =z — z,
ein, so wird

Led

(—1)12(b) R, (b) = 1 j X2z, dox > 0

b

und genau wie oben folgt daraus dass R'. fiir alle Nullstellen dasselbe
Vorzeichen hat, so dass nur die eine bei x =0 méglich ist, da nach
Definition z (0) =z, (0) =1 ist und dass

(—1)*' R, (x) > 0 fiir x> 0.

Das bedeutet aber, dass R, —=z—z, und R,;,=2z— z.4+1 verschiedenes
Vorzeichen haben, d.h. dass z zwischen z, und z,4 liegt. Damit ist
nicht nur bewiesen, dass die Entwicklung (17) fiir positives x asymptotisch
im Sinne POINCARE's ist, sondern auch, dass der Fehler absolut kleiner
als das erste vernachlissigte Glied ist.

5. Fiir negative Werte von x, welche man fiir die Untersuchung der
Nullstellen gerade braucht, gelingt ein #hnlich einfaches Einschliessen
zwischen Grenzen nicht. Ich beschrinke mich deshalb darauf, die asymp-
totische Entwicklung fiir w (y) anzugeben, um so mehr als offensichtlich
eine Fehlerabschitzung im Anschluss an die folgenden Rechnungen keine
prinzipiellen Schwierigkeiten bietet, sondern nur langwierige Rechnungen
erfordert.

Es sei w, die grosste Nullstelle von z,. Nimmt man in (22) b = w,,
so bekommt man

0o

z(w,.)z’,,(w,.):(—l)"y"“szzu)n dx. . . . . (23

Wn

Daraus folgt dass asymptotisch, fiir y =0
z2(w)= O (y**!) und w—w, = O (y**)
d.h. die Folge
Wo—0a, wy, Wy ...

gibt die gesuchte asymptotische Entwicklung fiir w, oder anders aus-
gedriickt: entwickelt man w, nach steigenden Potenzen von y, so stimmen
die ersten n + 1 Glieder mit der asymptotischen Entwicklung von w

cw=ataytayrt+... . . . . . . (29
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iiberein. So findet man aus z (w,) = w(w,) — yw,(w,) = 0 einfach
w (@ + ya;) ~ yw,(a) und
a; = wy(a)/w’ (a)

Um nun die Funktionen w,, w, u.s.w. zu berechnen, bemerken wir
dass sie in der Form

Wn = pa(x) 0(x) + qulx)0’(x) . . . . . . (25)

dargestellt werden kénnen, wo p, und g, Polynome in x sind. In der
Tat geniigt (25) der Bedingung (19) im Unendlichen. Einsetzen in (18)
gibt fiir die Polynome die Beziehungen

p,+2xqn+ qu=—x*pa1. 2pa+q,=—x"qu1. . (26)

wie man leicht nachrechnet, unter wiederholter Benutzung der Differential-
gleichung (6) fiir w. Eliminieren von p, gibt

" ! d
q, —4an—2q,.:2x2p,,_l—Ix(xzq,,_l) ... (27

und daraus ldsst sich das Polynom g. unzweideutig berechnen, anfangend
mit dem Glied héchsten Grades, aus den beiden vorangehenden Poly-
nomen p,—; und g.—i;. Man bestimme weiter p’, aus der zweiten Gleichung
(26) und schliesslich die Integrationskonstante fiir p, aus der Bedingung
wn(0) = 0.

Anfangend mit py=1, qo=0 finde ich

1 1 7 9 124 2957 . 9
Plzgx? pzZ%xS_%xZ 35C1- P3—— 6+ ‘- x3 1—7501-75'
_ Vv, 35 9 _ 1 7_87_1 ‘ 2_@
=" 5X¥ =" 35" T35 BT T 750% T +175 ax

Es sei die weitere Rechnung fiir a; und a, in (24) noch etwas niher
angefiihrt. Man hat nach dem friiheren dazu die Nullstelle w, von
z;—=w —yw,; +y?w, bis zur Ordnung »? zu berechnen. Dazu braucht
man folgende Niherungen

1 i 3 9\ .
z; (@) =0 -}—‘—J_azwy——(%(ﬁ—}—ﬁ)w y?

/ s 1,
23() = ' + 5o’y
z; (@) =0,

wo mit @' der Wert w’ (a) gemeint ist, der schliesslich wieder herausfallt.
Aus diesen Daten folgt, wieder bis auf hohere Glieder als y? genau

w,=a—2" (a) —1 a? —|—(175a +35) ... (28
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Nach etwas ldngerer Rechnung finde ich noch fiir das néchste Glied
a;— ., . . . . . B . . . (29)

Die Koeffizienten der Entwicklung (24) werden in dieser Weise als
Polynome in a bestimmt. Man kann offenbar in diese fiir a nicht nur
die grosste Nullstelle von w, sondern ebensogut die zweitgrosste, dritt-
grosste, u.s.w. einsetzen, und findet dann die asymptotische Entwicklung
fiir die entsprechenden Nullstellen von z (y) und von H, (y).

6. Fiir die grosste Nullstelle y, von H, (y) gilt nach (3)
Yo =V 2041+ 2= (2n41)"" w(y).
Mit y» nach (5), a nach (13) und w () nach (24), (28) und (29) finde

ich daraus

Yo ~ V201 — 1,8557571 (2 n+1)—"h — 0,3443834 (2 n+1)—"
—0,168715 (2n+41)~"%—0,151965 (2 n +1)—".

In Ermangelung einer Fehlerabschitzung fiir diese Entwicklung schien
es mir interessant fiir einzelne kleine und grossere n den direkt berech-
neten Wert von y, mit dem Ergebnis der Entwicklung zu vergleichen.
Untenstehende Tabelle enthilt die Resultate fiir n =1, 4, 12, 32 und 73.
Die 4. bis 7. Spalten geben die Reste, wenn man von y, die' Summe
der ersten zwei bis fiinf Glieder der Entwicklung abzieht, mit umge-
kehrtem Vorzeichen.

n 9, Vonfl—y, | 2GL.—y, | 3Gl.—y, | 4Gl.—y, | 5GlL—y,

1 0 1.732051 0.186693 0.048832 0.016363 |4 0.002303

4 1.650680 1.349320 0.062609 0.007421 0.001172 | —0.000129
12 3.889725 1.110275 0.025021 0.001465 0.000115 | — 0.000027
32 7.125815 0.936443 '0.010959 0 000335 0.000013 | — 0.000001
73 | 11.3110809 | 0.8132748 | 0.0054790 | 0.0000977 | 0.0000031 | — 0.0000000

Die Berechnung von y;, y3;; und y;; liess sich leicht mittels der
rekurrenten Beziehung

Ho1(y) =2y H, (y) — 2n H,1 (y)
ausfiihren. Ich benutzte die noch etwas einfachere Form
has1 (@) =y ha(y) —nha(y) . . . . . . (30)

welche man erhilt fiir die Polynome

h. (y) =2""12 H, (yy/2)
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Fiir ganzzahliges y lassen die h, sich sehr leicht nach einander berechnen,
ausgehend von hy =1, h; = y. Man erhilt zuerst eine schnell ansteigende
Zahlenreihe, bald kiirzt man die Zahlen auf die ersten 6 bis 9 Stellen,
bis auf einmal die Reihe steil abfillt und nach einigen Gliedern durch
Null geht. Fiir dasjenige n, das dem kleinsten absoluten Wert von h,
entspricht, berechnet man y, in einfachster Weise, da die Ableitungen
von h, wegen

ho(y) =nh.— (y)

direkt aus den vorangehenden Zahlen der Reihe gefunden werden. Ich
nahm y =10 zur weiteren Vereinfachung der Rechnungen und fand so
y3 und y—16, weil die asymptotische Entwicklung fiir n =73 einen
Wert sehr nahe an 16 voraussagen liess. Die Berechnung braucht man
iibrigens nicht mit n—=0 anzufangen, da es erstens nur auf die Ver-
hiltnisse der Zahlen ankommt, zweitens ein Fehler im Verhiltnis hpmi1/hm
durch die weitere Rechnung schnell abnimmt, solange m nicht zu gross
ist. Ich nahm daher ziemlich willkiirlich hys =1, hys =12, und rechnete
auf eine neunstellige Maschine bis h;;(16). Ebenso wurde h,,(5,5) ge-
funden und die Nullstelle von h;, die um weniger als 0.001 grosser ist.





