Mathematics. — Ueber die Bewegung mit zwei Freiheitsgraden einer
Ebene in sich. (Dritte Mitteilung.) Von W. VAN DER WOUDE.

(Communicated at the meeting of September 26, 1931.)

§ 1. Es seiin einer Ebene IT; — der festen Ebene — eine Kurvenschar
(C), abhédngig von einem Parameter, gegeben. Ein Achsenkreuz OXY,
verbunden an eine zweite Ebene IT,, bewegt sich so, dass O mit jedem
Punkte von IT zusammenfallen kann; dabei soll OX die Kurve der Schar
(C) beriihren, welche durch diesen Punkt geht. Die Ebene IT,, hat dann
in Bezug auf II; eine Bewegung, welche von zwei Parametern abhingt ;
umgekehrt: hat [II, in Bezug auf II; eine holonome Bewegung, welche
von zwei Parametern abhingt, dann kann diese erzeugt werden, indem
man in II, ein Achsenkreuz und in II; eine geeignete Kurvenschar wahlt,
und [T, sich in der oben erwihnten Weise in Bezug auf II; bewegen
lasst. Die Kurven (C) will ich im Folgenden , Leitkurven” nennen1).

In der in der Fussnote 1) zuerst genannten Abhandlung — und auch schon
im ersten Artikel von FARID BOULAD — wurde noch auf das Folgende
hingewiesen. Offenbar bestimmt die Schar der Leitkurven die méglichen
Bewegungen eindeutig; das umgekehrte ist aber nicht der Fall. Ersetzt
man (C) durch eine der Scharen isogonalen Trajektorien von (C), dann
andern sich dadurch die méglichen Bewegungen nicht. (Man kénnte (C)
noch durch eine andere Schar Leitkurven — namlich durch Parallelkurven
der Kurven (C) — ersetzen ohne die méglichen Bewegungen zu &ndern;
fiir das Folgende ist dieses aber belanglos).

§ 2. In den fritheren Artikeln wurde wiederholt darauf hingewiesen,
dass in jeder Lage unter den méglichen infinitesimalen Bewegungen eine
Translation vorkommt; in einer folgenden Lage ist dann wieder eine
infinitesimale Translation méglich, aber in einer anderen Richtung.

Dagegen ist eine endliche gradlinige Translation im Allgemeinen nicht
mdglich ; man kann aber leicht die Bewegung von II, in Bezug auf IIf
so bestimmen, dass aus einigen oder auch aus allen Lagen eine endliche

) Vgl. W. vAN DER WOUDE: Over de beweging van een vast vlak stelsel. Versl.
K. Ak. v. Wet., 35, p. 99—110. Man findet ausserdem eine vorldufige Litteraturliste,
wozu man noch hinzufiigen kénnte

E. CESARO : Vorlesungen iiber Natiirliche Geometrie, 1901, § 116a; und welche jetzt
erginzt werden soll durch :

H. ]J. E. BETH: Over de beweging ..., Nieuw Archief voor Wiskunde, 2de Reeks, XV,
p. 346377 ; !

W. VAN DER WOUDE: Over de beweging ..., Versl. K. Ak. v. Wet., 37, p. 260—270.
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geradlinige Translation méglich ist. Um z.B. zu erreichen, dass von allen
Lagen aus eine endliche gradlinige Translation méglich ist, braucht man
nur eine Geradenschar als Leitkurven zu wiéhlen.

Ebenso leicht ist es die Frage zu beantworten ob man die Bewegung
von II, in Bezug auf II; so bestimmen kann, dass von jeder Lage aus
eine endliche Drehung méglich ist. Es mége unter den Leitkurven ein
Kreis C; vorhanden sein und man betrachte eine Lage, wobei O mit einem
Punkte von C; zusammenfallt und C, folglich von OX beriihrt wird. Wir
wollen nun O sich langs C bewegen lassen, wobei OX fortwahrend C,
beriihren soll, dann ist hierdurch die Bewegung von II,, in Bezug auf 11,
vollstandig bestimmt; sie ist eine endliche Drehung mit dem Mittelpunkt
von C, als festes Drehzentrum. Wihlt man als Leitkurven eine beliebige
Kreisschar, dann ist folglich von jeder Lage aus eine endliche Drehung
moglich.

Nimmt man die Kreise eines Biischels als Leitkurven, dann sind von
jeder Lage aus sogar 2 endliche Drehungen moglich. Man kan namlich,
wie aus dem Vorhergehenden folgt, diese Schar Leitkurven durch ihre ortho-
gonalen Trajektorien ersetzen ohne die mdglichen Bewegungen zu dndern;
die orthogonalen Trajektorien bilden hier einen neuen Kreisbiischel und
von jeder Lage aus gibt es also eine zweite endliche Drehung.

§ 3. Das Vorhergehende gibt nun Anlass zu der Frage: Kann man
die Bewegung von II, in Bezug auf Il; so bestimmen, dass von jeder
Lage aus unendlich viele endliche Drehungen mdglich sind?1)

In Anschluss an die zweite Mitteilung unter demselben Titel stelle ich
die Frage noch anders. Es ist bekannt, dass in jeder Lage von II, in
Bezug auf /T die méglichen momentanen Drehzentren auf einer Geraden
d liegen. Die gestellte Frage kann nun auch so formuliert werden: ,Ist es
moglich, dass fortwahrend jeder Punkt der Geraden d ein stationéres
Drehzentrum ist?”

Die Leitkurven miissen jetzt eine Kreisschar bilden, von denen alle
isogonalen Trajektorien wieder Kreise sind ; es wird also gefragt zu unter-
suchen ob es solche Kreisscharen gibt und sie woméglich alle zu bestimmen.

Nehmen wir an, dass C; und C, zwei Kreise einer solchen Schar (C)
sind. Unter den isogonalen Trajektorien sind auch die orthogonalen ent-
halten; diese miissen also auch C; und C, rechtwinklig schneiden,
ausserdem sollen es nach Voraussetzung Kreise sein. Diese orthogonalen
Trajektorien sind hierdurch schon bestimmt, sie bilden einen Kreisbiischel
(C’); aber dann ist (C) auch ein Kreisbiischel. Es bleibt jetzt noch die
Frage, ob es einen Kreisbiischel gibt, von denen alle isogonalen Trajek-
torien wieder Kreise sind.

Es sei P ein Grundpunkt des Biischels (C); durch eine Inversion,

1) Auf die Moglichkeit die Bewegung von 11, in Bezug auf ¢ so zu bestimmen wurde
in der zweiten Mitteilung unter demselben Titel, s. 268 hingewiesen.
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deren Zentrum P ist, konnen wir alle Kreise von (C) in Geraden ()
iiberfithren; diese Geraden bilden einen Strahlenbiischel, dessen Scheitel
der Bildpunkt des anderen Grundpunktes des Biischels (C) ist; dieser
Strahlenbiischel kann aber unter Umstdnden auch aus parallelen Geraden
bestehen, némlich in Falle, dass alle Kreise von (C) in P die gleiche
Tangente besitzen. Die isogonalen Trajektorien von (C), die nach Vor-
aussetzung Kreise sind, gehen bei der Inversion gleichfalls in Kreise oder
Geraden iiber; z.B. die ¢-Trajektorien in Kreise oder Geraden, welche
die Gerade (/) unter dem konstanten Winkel ¢ schneiden. Die isogonalen
Trajektorien eines Strahlenbiischels, dessen Scheitel im Endlichem liegt,
sind aber keine Kreise oder Geraden (mit Ausnahme der orthogonalen
Trajektorien), sondern Spiralen.

Die Kreise von (C) miissen folglich bei der Inversion in eine Schar
paralleler Geraden iibergehen (deren isogonale Trajektorien tatsachlich
Geraden sind) sodass der Biischel (C) nur einen Grundpunkt P und dort
eine feste Tangente hat.

Die Antwort auf die gestellte Frage lautet also: ist die Bewegung von
IT,, in Bezug auf Il; so bestimmt, dass von jeder Lage aus unendlich
viele endliche Drehungen mdglich sind, dann bilden die Leitkurven (C)
einen Kreisbiischel mit einem einzigen Grundpunkte und einer festen
T angente.




