Mathematics. — Ueber den kleinsten Wert einiger quadratischer Formen.
III. Von J. G. vaN DER CORPUT und J. POPKEN!).

(Communicated at the meeting of September 26, 1931.)

Bekanntlich hat CAUCHY bewiesen 2

| 1 1 |
g—xi i — xa ) H‘ (ye —y) (xs — x,)
_ 1= s<rn (79)
= I y—x)
1 1 | £zt
yn_xl....yn—xn 1 s n
unter der Voraussetzung natiirlich, dass keine der Zahlen x,, x,, ..., x,
im System y,y, ..., y, vorkommt. J. G. VAN DER CORPUT hat dieses

Ergebnis verallgemeinert ). Das Ziel dieser Mitteilung ist das Cauchysche
Resultat und die genannten Verallgemeinerungen anzuwenden zur Be-
stimmung des Minimumwertes einiger quadratischer Formen.

In dieser Mitteilung bezeichnen y,, y,, ..., yn stets reelle Zahlen.

Hilfssatz 9. Sind die Zahlen 2y. -t-a(r=1,2,....m) alle positiv

oder alle negativ, sind y,,...,yn1 untereinander verschieden und wird
I L
ity e Tyt ta
D=1 , D= |. . . . . . . .. .|(h=12...,m)
1 1

wFnTe m e Te
gesetzt, dann ist

Dn 1 a4 yn - yr z
L S § { a__Jr =1,2,...m),. . (80
D,,fl 2y,. + a -1 (yn _{' Y + (1) (n m) ( )

und ausserdem
D,>0 oder (—1)"D,>0(n=1,2,...m—1), . . (81)
je nachdem die Zahlen 2y. 4+ a(r—1, 2, ..., m) positiv oder negativ sind.

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt sofort, dass keine der Zahlen
—y,—a,...,—y,—a(n=1,2,...,m) im System y;,y,, ..., y, vor-

1) These Proceedings 34, S. 615 und S. 767.
2) Vergl. etwa O.e.d. S. 23.
3) O.e.d. § 4, S. 23-38.
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kommt, sodass nach der Cauchyschen Behauptung, mit x;, —=—y, —a
(s=1,2,...,n) angewendet,

(n=1,2,...,m)

ist. Mit Riicksicht auf Dy =1 folgt hieraus

I (ya—y.)?
D, 1=s<n

g P n=1.2 ...m)
" 2y 4 a) {7] (Yn + y- + a)?

womit (80) bewiesen ist.

Aus (80) folgt, dass

D,
Dn—-l

> oder <0 (n=12,....,m—1)

ist, je nachdem die Zahlen 2y, +a (n=1, 2, ..., m) positiv oder negativ
sind. Wegen Dy =1 >0 gelten folglich die Ungleichungen (81).
Hilfssatz 9 ist hiermit bewiesen.

Satz 19. Sind die Zahlen 2y. +a(r=1,2,..., m) alle positiv oder
alle negativ, dann ist
2

m m u, u, um m—1 Ym — Yo )2
Z > — s oder — n ( ;
r=1 :Iyr+y| +a 2ym+al’:l ym+yr+a

je nachdem die Zahlen 2y, + a(r=1, 2, ..., m) positiv oder negativ sind.

Bemerkung. Setzt man y, —=r(r=1,2,..., m), so findet man

®om o, {(m—1)1}2u2 =0 fallsa>—2,

z
r=1s=1 I'+S+a (2 m+a) H (a+m+r)2< 0 fa"s a < —2 m,

also insbesondere

v g Ul — g _1 ,‘4
rfl 551 r+s_1 (Zm—l) ;(Zm 2)!}2 u

Beweis. Dieser Satz folgt sofort aus dem vorangehenden Hilfssatz, Satz
1 und Satz 2).

Hilfssatz 10. Sind die Zahlen fp und 2y, +a(r=1,2,...,m) alle

1) Sind y;,..., ym—1 nicht untereinander verschieden, so wende man Stetigkeitsbetrach-
tungen an.
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positiv oder alle negativ, sind y,,...,yn—1 untereinander verschieden
und wird
1 1
A e
Dy=1 , D.=|. . . . . . . . . .. (n=12,. m)
1 1
yn+yl+a+ﬁ U yn+yn+a+ﬂ
gesetzt, dann ist
1 1

" yityita T gityata
Dn:—“{l—i—/‘iZ‘_I(Zy,—f—a)}. .o o .l (n=1,2,....,m), (82

1 1

Yyotyita T gatyatoa
14832y +a)
Dn . =1 e Yn — Y- 2 = 1
= 11 (y" — +a) (n=1,2,....m)"), (83)

n—I1
@yn+a)(14+42 2y +a) ™

und ausserdem -
D,>0 oder (—1"D,>0 (n=1.2,....,m—1), . . (84)

je nachdem die Zahlen f und 2y.+a(r=1,2,...,m) positiv oder
negativ sind.

Beweis. Nach den Voraussetzungen verschwinden die Zahlen
y-+ys+alr=12,....,m s=1,2,...,m) nichtt. Wendet man deshalb
O.e.d., Satz 14, Anwendung II, Seite 32, zweite Zeile mitn—1,2,...,m,
x,=—y,—a(s=12,...,n, A=p und B=0 an, so folgt

D,=(1+ fo) 2w

wo

ist; folglich gilt
D.=$1+p % 2+ )|

Y. +y, +a
Hiermit ist (82) bewiesen.
Aus (82) und Formel (80) des vorigen Hilfssatzes folgt

Dn __1+ﬁr£l(2yr+a) 1 "_1(

Yn — Y- 2 o
Dn—l .Zy"+ar£11 ) ('1—1,2.....m),

1A o gn e o

sodass (83) hiermit bewiesen ist.

!) Eine leere Summe wird stets gleich Null gesetzt.
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Nach den Voraussetzungen sind die Zahlen
14435 Qy+a) (n=12....m)
=1

positiv. Aus (82) und Formel (81) des vorigen Hilfssatzes folgt deshalb,
dass die Ungleichungen (84) erfiillt sind.
Hiermit ist Hilfssatz 10 bewiesen.

Satz 20. Sind die Zahlen f# und 2y, +a(r=1,2,..., m) alle positiv
oder alle negativ, dann gilt

.g‘ g‘ (1 +ﬁ) u. u, ~oder
=1

147 2 2y, + a) - 5
- _— Y ul H _Ymn—Yr )
(2yn + ¢ )31+ﬁz 2y, + )f Ymt+ye +a

je nachdem die Zahlen B und 2y. +a(r=1,2,...,m) positiv oder
negativ sind.
Vorbemerkung. Man beachiwe, dass, falls die Zahlen f# und 2y, + a

positiv sind, der Minimumwert von.

m m l

z 2 r Us

r=]1 §=1 (yr + y\ + a +ﬂ) e
bei gegebenen m(m=2),u.,y, ys.... Yym.,a fiir grosses f nicht die
Grossenordnung von f hat, sondern beschrinkt ist. Die Erkldrung dieser

Tatsache ist diese, dass fiir grosses f# die beschrinkten Zahlen u,, u,, . .., un_;
m m 2

i a S % . 5 u

so gewdhlt werden konnen, dass 3 3 u, u, die Gréssenordnung von _™ hat.

r=1 s=I

Beweis. Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem vorigen Hilfssatz, Satz
1 und Satz 21).

Hilfssatz 11. Sind die Zahlen a,, y,, y,, ..., y. alle positiv oder alle
negativ, und wird
1 1
- + a i
gt Iy by,
Dy=1,D,=|. . . . . . . . . . . .. . |[(n=12..,m)

+ ay, ya

+(lynyl.... + A Yn Yn

gty Yn +Yn
gesetzt, dann ist

1) Vergl. die Fussnote bei Satz 19.
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n 3 n
3—}—8a(2 yr) —2a 2y}
#=4 r—1 n—1 Yn — Yo
D= —Z 5 = H + (n.—l 2,...,m) (85)
n— 2y, (3+80( X yr) —2a X yz) Yn Yr
re—] r=1
und ausserdem

D,>0 oder (—1)"D, >0 (n=1,2,...,m—1). . (86)
je nachdem die Zahlen a,y,, ..., y. positiv oder negativ sind.

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt, dass keine einzige der Zahlen
ye +y (r=1,2,...,m s=1,2,...,m) Null ist.

Nach O.e.d., Seite 37, erstes Beispiel mit n=1,2,...,m; x,—= —ys
(s=12,..., n, A=C=E=0, B=1 und D= —a folgt deshalb
1]
D, = 1l —a T (x, =11,2; s 0 ),
yty Moo m)
wo

T(x,y)=1}0,—} )
ist, mit
0=3(y—x)=22y
und ) B
n=2@—x)=23y.

Folglich ist

o= 5 (20) S

Da die Zahlen a,y,,y;...,yn alle positiv oder alle negativ sind,
hat man

ye + s

1—{—8—(1(3'51)3—&% >0 (n=1,2,...,m).
3\.=7F 3.2/
Aus (87) und Formel (81) von Hilfssatz 9 mit a =0 folgt deshalb,
dass die Ungleichungen (86) erfiillt sind.
Nach (87) und Formel (80) von Hilfssatz 9 mit a=0 folgt, mit
Riicksicht auf Dy =1,

(Zyr) —‘*z y: o 2
Dn ﬁr_ r=1 1 H'(yn_yr) (n:1,2,....m).

n—1 3 n—-1 ¢
Dn—] 1+ (2 yr) 23 Z 2yn r=1\Yn +yr

womit (85), also Hilfssatz 11 bewiesen ist.

) Man vergl. in O.e.d. die Formeln (41), Seite 36.
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Satz 21. Sind die Zahlen a,y,. y, ... yn alle positiv oder alle nega-
tiv, dann ist

m m 1
2 2| — +ay. y, |u- u, = oder
r:ls:l(yr+ys yy)
m 3 m
3+8a(2‘y,> —2a 3y}
— =i r=1 zmﬁl ym-— yr 2
" m—1 3 m—1 ) um r=1\Ym + Y- ’
2ym33+8a(2y,)—2a2y38 B
r=1 r=1
je nachdem die Zahlen a,y,,....y. positiv oder negativ sind.
Vorbemerkungen. 1. Warum der Minimumwert dieser Form, falls die
Zahlen a,y,..., Ym positiv sind, bei gegebenem m =2, und bei vorge-
schriebenen y,,..., y. fiir grosses a nicht die Grdssenordnung von a zu

haben braucht, sondern beschrinkt sein kann, geht aus der Vorbemerkung

von Satz 20 (mit X 3 y. y, u. u, statt 3 3 u, u,) hervor.

=1 s=i r s=1

1s=
2. Setzt man in Satz 21 y,—=r(r=1,2,...,m), so findet man fiir

jede natiirliche Zahl n
é‘y,:-&n(n%—l) und Zn‘yf:;‘fnz(n—{—l)z,
r=1 r=1

also fiir jedes positive «

momos] __6mtam}(m+-122m?+2m—1) ((m—1)})*
2 <2 (74;5+“’5) e s e 1) m? @ —2m—1) (@m—1) ]2 *n"

r=1s=1

Beweis. Der obige Satz folgt unmittelbar aus dem vorigen Hilfssatz,
Satz 1 und Satz 21).

Hilfssatz 12. Sind die Zahlen —f und 2y, +a(r=1,2,....m —1)
alle positiv oder alle negativ, sind y,,.... . Ym—1 untereinander ver-
schieden und wird

1 1
yity +a U y1+yn¥5
D=1 , D,={. . . . . . . . J(n=12,...,m—1),
l e e l
Yo ty1ta Yntynta
und
1 B S
y1+y1+a U yl-l-ym-x-l-a
Dm: 1 .. . l
!h-——l+y|+a ' Ym—tTtYm—_1+a
f i 5aih B i

1) Vergl. die Fussnote bei Satz 19.
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gesetzt, dann ist

Ii"'_IZﬂ—ﬂZEI(Zy,ﬁ—a) . (88

und ausserdem .
D,>0 oder (—1)"D,>0 n=1.2,:0:, m—1), (89)

je nachdem die Zahlen — 8,2y, +a(r=1,2,...,m — 1) positiv oder
negativ sind.

Beweis. Im Spezialfall mit m =1 ist der Hilfssatz evident. Falls m = 2
ist, sind die Voraussetzungen von Hilfssatz 9 mit m — 1 statt m erfiillt,
folgt also (89) sofort aus (81).

Weiter ist offenbar

1 1
o soms st S L e s ol
D.=8|. . . . e e e e e
1 1
gt P e P

Da die Bedingungen von Hilfssatz 10 mit m—1 statt m und — 8
statt S erfiillt sind, folgt also aus (82)

1 1
o ' ntmtae T gty ta
D,=pl1—p8 é’l(Zy,—{-a)g . e w B o w wm e e ;
1 1

i ym—l+yl+a'... Ym—1 +ym—l+a
hieraus folgt (88), sodass Hilfssatz 12 bewiesen ist.

Satz 22. Sind die Zahlen —f und 2y, +a(r=1,2,...,m—1) alle

positiv oder alle negativ, dann gilt

m—1 m—1
il .{1 ﬁﬁ+2ﬂum (wy +u, + ...+ tn) = oder

m—1
=_—pu’S 2 +a),
=1

je nachdem die Zahlen —f und 2y, +a(r=1,2,...,m— 1) positiv
oder negativ sind.

Beweis'). Nach den Voraussetzungen sind die Bedingungen des vorigen
Hilfssatzes erfiillt, falls y,, ..., yn—1 verschieden sind. Hieraus und aus
Satz 1 und Satz 2 folgt, dass die Ungleichung

m—1 m—1 u, u, -
r2=I 52:1 yr+y,—l—a+‘3u'"(2u‘+2u2+"'+2um—l+um)£ oder

1) Vergl. die Fussnote bei Satz 19.
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oder negativ sind.
Hieraus geht der zu beweisende Satz hervor.

, m — 1) positiv

Hilfssatz 13. Kommt keine der Zahlen x,, x;, ..., Xn—1 im System
Y1, Yz, - . .» Ym vor, dann ist

1 T
yi—x Y — Xm
1 —
1y"'—'x1 Ym — Xm—1 |
L
y = Xm—1
. (ym —11) (ym —y2) (Ym — Ym—1)
i (g 21) (g — 5) (Ym — Xm—1)
o ym—l—?m: i

(90)

Beweis. Die in der linken Seite von (90) auftretende Determinante

hat den Wert!)

\ | (e —y. ) ) n (2 — %) {
(1l=s<r=m \(l‘szrlm—l
Ry (ye —xJ)
l=r=m
1=—=—s=m—1
17 (y" _y’) (%% — &)

Yn—91) - Y — Y1) 1=s<r=m—1

g x) (g — X)) | (ye —
l=r=m—1
l=s=m—1

| 1 I
X — Xm—1
=) lgn—yny) | o gk
Ymn— %)« -« (Ym — Xm—1)
' 1 1
| ym—l — X3 T ym—l — Xm—1
wegen (79), sodass Hilfssatz 13 bewiesen ist.
Hilfssatz 14. Ist e,, —=e.. (r=1, ..., m,s=—1,....m), so hat man

) Vergl. O.e.d., Satz 18, S. 39.
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; LYooz @« » e €1, m—1 €1, m + /5, ! |
€l1. -+ . €1.m
€m—1.1 « + + +€m—1, m—1 €m—1.m + ﬁ -
€n1 . - « €mm
emt1+pB....mma+ P emmt+ 20+ 2
91)
] ‘ €1, 1% s % i w €1, m—1 1 -‘
€1 . .. €1, m—1 1 i ;
2 8" ®m & @ N 2
T ﬁ! [ +ﬁ €m—1. 1 en—t.m—1 1
1 €m1 « « « « €y om—1
1 | (R 1 1

Beweis. Die in der linken Seite der Behauptung vorkommende Deter-
minante hat den Wert

‘ €1,1 + v v v €1, m—1 €1.m I 1 €10 ws e e s €], m—1 ﬁ
! 1
e
‘ €m—1.1. c€m—1,m—1 €m—1.m | €m—i, 1o €m—1.m—1 ﬁ
}em,l'+ P « Cm.om— l_{_/‘)) emm‘l’#‘ em]+ﬂ . €m, m—1 +ﬂ /j+ﬂ2
€1 1. €l.m 'el,, .......... €1. m—1 l
€Ly ... €lm ; ‘. . . . . . . .
= + +
| ﬁ €m—1.1 €mn—1.m [ ﬂ €m 1. 1eeeens €m—1, m—1 1
'e,,,,l....e,,,,,,, '
| | 1 em1+pB o lmm+p 148
| | €1, Lussvens €l.m ]
€11 ... €1,m ‘
ﬁ €m—1,1+¢. €m—1.m
€m, 10+ €m m
| P 1
‘ | €11 +000n €1, m—1 1 |
€11 el m 1
4 Ty
ﬁ ﬂ €m—1. 1 clm_tma 1
€m.1.+4+€mm—1 1
1...... 1 1
sodass wegen e, —e,(r=1,..., m, s=1,..., m) die Behauptung be-

wiesen ist.

Hilfssatz 15. Sind die Zahlen —f und 2y. + a(r=1,2,...,m) alle
positiv oder alle negativ, sind y,,...,Yyn untereinander verschieden
und wird

1 1
ptyta Ty ty.ta
Dy=1 , D,=|. . . . . . . . . .l (h=12...,m—1)
1 1
Yty ta T yaty.ta
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und
s FuTa Wt nFeFat?

I R

T letute g Taita g Tgatall
Tt e Tt e T

gesetzt, dann ist

Dm . l mI_Il ( ym —_‘_yr

2 m—1 =
Vr2pl G

D~--l_—2ym+ar:l ym+yr+a =1 ym+yr+a
oy ' (92)
+HE =2 @y +a)}
und ausserdem
D,>0 oder (—1)"D,>0 (n=1,2,....m—1),. . (93)

je nachdem die Zahlen —f und 2y. +a(r=1,2,...,m — 1) positiv
oder negativ sind.

Beweis. Da (93) unmittelbar aus (89) folgt, brauchen wir nur (92) zu

beweisen.
Im Spezialfall mit m =1 ist (92) evident, sodass m = 2 angenommen

werden darf.
Wir wenden nun Hilfssatz 14 mit

1
gt

e (r=1,2,...ms=12,...,.m)

an, sodass in der Tat e, —e, ist. Dann ist D, gleich der linken Seite
der Behauptung von Hilfssatz 14, sodass

e|,|....e1,,,.} €11 «++.€1, m—1 1
Biy=|. S+ 28

€m, 1 ....em,,,.‘

+ p? (94)

emn_1.1+++€m—1,m—1 1

1 11

@i s v v @iy m=i 1

ist. Da die Zahlen 2 y.+a (r=1,2,..., m) alle positiv oder alle negativ
sind, gilt nach Formel (80) von Hilfssatz 9

€i.1...€1,m

1 1 m—l Ym — Ys
S . . | = H == % .
Dm—l 2ym + a — <ym_|_ Y. _|_ a) ’ (95)

€m1:+:€mm
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Aus Formel (90) von Hilfssatz 13, mit x,——y, —a(s=1,2,..., m—1)
angewendet, ergibt sich
le1...emal

m-—1
- ... .. o=q YTy . 96
D,,.-] r= lym+yr+a ( )

€m. 1+ +€m m—1 1

und schliesslich geht aus (88) von Hilfssatz 12 (mit 1 statt 8) hervor, dass

?el’l...el,m—l 1‘
1 s ] . 3 5
1 _1—2(2 ! S
Dm——l | €m—1,1++.€m—1,m—1 1 / ) (

S URUPRES B

ist.
Aus (94), (95), (96) und (97) folgt die Behauptung.

Satz 23. Sind die Zahlen —f und 2y, +a(r=1,2,....m) aile
positiv oder alle negativ, und wird

'"f, L
r=1 ym+yr +a
gesetzt, dann ist
Fy- % og .. . dn]
r:ls:lyr+ys+a A o "
2 )
= oder = S a +2pD— ﬂ2 (2y,+ )iui1

{2yn+ta 2

je nachdem die Zahlen —f und 2y, + a(r=1,2, ..., m) positiv oder
negativ sind.

Beweis'). Bezeichnet K die rechte Seite in (92), so folgt aus dem
vorigen Hilfssatz mit Riicksicht auf Satz 1 und 2, dass

f, szm, g :r’yl:sr +2B tm (uy+...Fum) + 2u2 = oder =Ku?,

ist, je nachdem die Zahlen ——ﬂ und 2y, +a (r=1,2,..., m) positiv
oder negativ sind; hieraus folgt Satz 23.

Hilfssatz 16. Man hat

1 1
y,+y.+a+ﬂ+yy’y’ _lyr+y5—|—a 31+ﬂ0'—2_02
: Br o P B (%
_%03—703‘1’ 47 “'_7‘71034‘_‘034‘ 7

1} Vergl. die Fussnote bei Satz 19.
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wo links und rechts Determinanten n'" Ordnung gemeint werden, und wo

n= 3=y —arf (=123 . . . ()

gesetzt ist.

Beweis. Setzt man in O.e.d., Satz 15, (Seite 33) k—=2,u, (x) =1,

u, (x) = x, v, (y) =p — ayy und v, (y) = —yy, so erhilt man
1
—— tA—ayye —yxoye | = 2
.. . (100)
_ 1 i T (uy, v))+1 T (uy, vy) s
Yp ==X | | T (uz,v)) T A(uy UzH‘l

Hierin ist der Definition gemdss

T(uy,v)=pT (1 1)—ayT(ly),

(ay, v)) = — 7y T (1, y),
T (up v)) =BT (x 1) —ay T(x, y),
T (u v))=—y T (x. y).

also

Tleo)+1 Tlae) _[14+8T(L1)—aT(lLy) —yT(l,y)‘

T(upv) Tlpe)tl | fTxD)—ayT(xny 1—7T(xny
14+pT(,1) —yT(l,y)‘.
—a+pT(x1) 1—7yT(xy)
Nach den Formeln (41) aus O.e.d. (Seite 36) ist diese Determinante
gleich

L+ fo, Loyt
—at b 1L (oot
= 1+4p0, a702_7_’0 (ly 2+ﬂ7 ﬂyo,o3—f——o3+ Py ai,
2 3 12%
wo
n=3@—x (h=1,23) . . . . . (101
r=1
gesetzt ist.
Nach (100) gilt also
1 . 1 ' ay y
5 — % +B—ayye —yxy | = P 5(14’/901—702—'3‘03(
(102)

—%Zaf +%o§ 'Bya, 03—’—‘63—!-‘?;6:5. S
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Setzt man jetzt x, ——y, —u(s=1,2,..., n), so geht (101) in (99)
iiber, und dann verwandelt (102) sich in (98).
Hilfssatz 16 ist somit bewiesen.

Hilfssatz 17. Sind die Zahlen $ und 2y, + a(r=1,2,...,m—1)

alle positiv oder alle negativ, sind y,,..., Ym—1 untereinander verschieden
und wird

———3 L4l

‘y|+y1+“ yl_*-yn +G
Dy,=1, D, —|. Ce e Jn=12,..., m—1),

S BT

gty ta " gatyata

1 ! | |

ot g g e T T

Dm: 1 }_ 1 ) +ﬁ )
yn 1 + yl + a / ym—~1 +ym“] ‘f—u 7 Ymo |
7 A }'ym—l Y ’
und
h——Z%y —(—y.—af}  (h=1,2,3) . . . (103)
gesetzt, dann ist
Dn _ ;60014054 6a0i—3j0i4 40, 0,— 40l —fof
Dea I - 121 4+ p o)) . (104)

und ausserdem
D, >0 oder (—1)"D, >0 (n=1,2,...,m—1), . (105)

je nachdem die Zahlen ff und 2y, + a(r—1,2,..., m—1) positiv oder
negativ sind.

Beweis. Im Spezialfall mit m — 1 sind die Behauptungen klar. Falls
m =2 ist, sind die Bedingungen von Hilfssatz 10 mit m — 1 statt m
erfiillt, sodass wegen (84) die Beziehungen (105) gelten. Nach der Defi-
nition von D, ist

1 1 |
g pba AT e T AT e

D,=y :
‘-—L —+ B —YYnary, ... ——— L“ +B—7 Ym—1Ym—: 1
Ymo1+y, +a Yma FYm1 + @ - |

Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXIV, 1931.
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also nach dem vorigen Hilfssatz, mit n—=m — 1 und mit — y statt y
angewendet,

1
D.=y 5 T tu (1 + fo, + *02‘1‘*"3 +azy
P P 5 ., (106)
—‘*47'}0.3. %0103 7‘6?__1_% )
wo s !lls __I_:—— ‘ eine Determinante (m—1)** Ordnung bezeichnet, und

6y, 65, 03 durch (103) definiert sind.
Nach Formel (82) von Hilfssatz 10, mit n=m — 1 angewendet, ist
aber

L _\ ! 1
Dy == yr+y‘+a+ﬁ’— 1+ﬁ2(2yr+ )Syr-i—ys—i-a
1
(l'f/‘d]) yr+ys+a

Mit Riicksicht auf (106) folgt hieraus (104), womit der zu beweisende
Hilfssatz bewiesen ist.

Satz 24. Sind die Zahlen f und 2y, +a(r=1,2,...,m—1) alle
positiv oder alle negativ, und wird

o :Egyf_(_ y.—af{ (h=1,23)

gesetzt, dann ist

m—I1 m—1 1
r:zl sfl (yr ‘f‘iyq +(l+ /3) e s + zyu’"(yl u|+y2u2+ e +ym—l um—l)

6 a0, + 405 -+ 6as? — 3 B2 4 4o, 05 — 406> — ot 2
12(1 + poy) ™

je nachdem die Zahlen f und 2y, + a(r=1,2,...,m — 1) positiv oder
negativ sind.

= oder = y?.

Beweis'). Nach dem vorigen Hilfssatz, Satz 1 und Satz 2 gilt die
Ungleichung

m—1 m—1 1
rf .E’vl (yr+y5+a+ﬁ)ur us+yum(2yl u1+"'+2ym—lum—l+um)

6a02—|—4a3+6aof—3ﬂo§,+4ﬂalo;———‘lo?—ﬂo: .2
12 (1 + Boy) L

je nachdem die Zahlen  und 2y, + a(r—=1, 2,..., m—1) positiv oder
negativ sind. Hieraus geht der zu beweisende Satz unmittelbar hervor.

= oder= 3;'—{—;/2.

l) Vergl. die Fussnote bei Satz 19.



