Mathematics. — Ueber eine algebraische Aufgabe bei der Reduktion
von algebraischen Integralen auftretend. Von W. VAN DER WOUDE.

(Communicated at the meeting of November 28, 1931).

§ 1. Die Frage nach der Reduzierbarkeit gewisser ABELschen Inte-
grale hat KLUYVER!) auf das folgende algebraische Problem zuriickgefiihrt.
Gegeben sind drei linear unabhingige quadratische Formen

» —aox’+ 2a; xy + a, y? ?
= by x? + 2 b, xy -+ b, y? - (1)
Z:Cox2+2C1xy+Czy S

Angenommen wird noch, dass die sechs Nullstellen dieser Formen
alle verschieden sind; der entgegengesetzte Fall hat fiir die Reduktion
kein Interesse.

Gefragt wird:

1°. welche Beziehung muss zwischen ihren Koeffizienten bestehen, damit
es moglich sei, jede von ihnen mit dem Quadrat einer Linearform, also
resp. mit (af x—a y)% (BF x—p; y)% (y7 x—y} y)? zu multiplizieren, sodass
die entstehenden biquadratischen Formen einer und derselben Involution
angehoren, welche auch ein vollstindiges Quadrat

2= (tyx?+ 2 ¢, xy + t; y?)?

enthalt;

20, die genannten Linearformen und 7 zu bestimmen.

Die gefragte Beziehung ist in ihrer einfachsten Form von KLUYVER?)
gegeben; er zeigt weiter, dass die Bedingungen, die BOLZA3) und IGEL*)
fir die Reduzierbarkeit aufgestellt haben, mit der seinigen iibereinstimmen.

In der hier vorliegenden Note werden auf direktem Wege die projektiv
verschiedenen Formen von ¢, » und y angegeben und ,konstruiert;
die gefragte Beziehung bekommt dann eine geometrische Form und man
beweist leicht die Aequivalenz dieser Form mit der KLUYVERschen. Zum
Schluss wird, um zu zeigen, wie man die Linearformen und t finden
kann, ein Beispiel durchgerechnet. Auf den Fall, dass die (nicht gegebene)
Form v zwei zusammenfallende Nullpunkte bekommt, hoffe ich spater
zuriickzukommen.

) KLuYyvVER: Over hyperelliptische integralen...; Versl. Koninkl. Ak. v. Wetensch.,
26, p. 463.

2) KLUYVER, l.c.

3) Math. Ann., Bd. 28, p. 447.

4) Monatshefte fiir Math. und Physik, II, p. 157.
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§ 2. Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein. Die Nullpunkte von
@, w und y seien resp. (A, A,); (B, B,); (C,, C,); die Linearformen
haben resp. den Nullpunkt A*, B*, C*. Ich nehme hier an, dass t zwei
verschiedene Nullpunkte T, und T, hat; durch eine projektive Trans-
formation kénnen wir erreichen, dass diese die Koordinaten (1,0) und (0,1)
bekommen.

Die oben erwihnte Involution i; wird dann dargestellt durch

Apost+4p, s>t +4pss®+pyt)+us?e2=0. . . (2

Ausser den beiden Punkten T, und T, hat diese Involution noch vier
Doppelpunkte, deren Koordinaten die Wurzeln der Gleichung

post+2p $t—2pys—p,tt=0 . . . . . (3)
sind.
Die Wurzeln (a;, a,), (81, 5,), (1, 72), (81, 8,) sind die Koordinaten der
+ o+
Punkte A*, B*, C* — in dem (x, y) System durch (o}, af), (8. f3). (r1. 72)
dargestellt — und noch eines vierten Punktes D*; es ist also in der
Involution i, ausser
@ (uy s — ap t)?, v (B2s — pi o) x(r2s—7y 1)?

noch ein viertes Element der nimlichen Form

w ((’2 S — 61 t)z
vorhanden.

Es ist klar, dass keiner der Punkte A*,...,D* mit T, oder T,
zusammenfallen kann. Fiele z.B. D* mit T, zusammen und wiren A+, B+, C*

von T, verschieden, dan hitte i, die Form
AMpos*--4p, st + 4ps st®) + us*2=0 (p; F0)

alle Elemente von i, hitten dann den Nullpunkt T,; solch ein Element
wird gebildet durch das Produkt ¢(a,s—a,t)?(a; 7 0); ¢ hatte dann auch
den Nullpunkt T'; aber auch yw und y héitten denselben Nullpunkt, was
gegen die Vereinbarung ist.

Ebenso leicht zeigt man, dass nicht p; und p; beide gleich Null sein
kénnen, ohne dass gegen die Voraussetzungen (lineare Unabhéingigkeit,
verschiedene Nullpunkte) gesiindigt wird.

Ich kann also

S—a D=p =y S =070

setzen, was eine kleine Vereinfachung in der Schreibweise gibt.

§ 3. Es sind also (a, 1),...,(d, 1) die Wurzeln von (3); und man kann
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die Verhiltnisse von po, p;, p3, ps in bekannter Weise ausdriicken durch
die symmetrischen Funktionen von q,...,d, gemiss

2pp=—po2a; 2p3=poTafy.ps=—afydp
wobei noch
Saf=0. . . . . . . ... @
Fiihrt man diese Werte fiir py, p;, ps. ps in (2) ein und werden dann
2 und p so gewdhlt, dass das erste Glied von (2) durch (s—at)? teilbar
ist, dann ist der Quotient nur durch eine multiplikative Konstante von
@ verschieden.
Die 3 Formen (1) sind folglich projektiv-dquivalent mit den folgenden

¢:52_2(ﬁ+7+6)st-—ﬂ—z—ét22
y,,:sz_2(>,+,g+,l)st_2’,;fstz L (5)
x:sz—Z<a+ﬁ+«S>sr-—“f”-tz\

§ 4. Wir wollen also annehmen, dass ¢, y und y schon die Gestalt
(5) haben. Das Problem lautet nun, die Formen (5) zu charakterisieren,
d.h. die Beziehung zwischen ihren Invarianten oder eine geometrische
Interpretation dieser Beziehung anzugeben. Man findet leicht beides, wenn
man noch die Formen ¢’, 3’ und x’ aufstellt, von denen die erste, stets
abgesehen von einem konstanten Faktor, die JACOBIsche Kovariante von
w und y ist und die beiden anderen auf analoge Weise bestimmt werden.
Ihre Nullpunkte nenne ich resp. (A, A%), (B, B,), (C, C%).

Berechnet man ¢’, dann findet man mit Hilfe von (4)

o =FB—y(ys+adt)(fs+adt). . . . . . (6)

Der Faktor (f—p) ist von Null verschieden, denn sonst wire ¢’
identisch Null und die Formen y und y wiirden sich nur in einem kon-
stanten Faktor von einander unterscheiden; das haben wir aber ausge-
schlossen.

Die Koordinaten der Nullpunkte von ¢’, v’ und x’ sind also

A(—ad.y), Aj(—ad,f);
B (—pd.,a),  B,(—B3.7);
Ci(—=ys.p.  Cy(—7d. a);

Woas hierbei sofort auffilt, ist, dass die Paare

(B,,C). (C,. A), (AsB): « + + « = « @)
einer und derselben quadratischen Involution
sS=O2fE . . . . . . . . . (8

angeh6ren mit D*(d, 1) als einem der Doppelpunkte; auch das Paar
T,, T, gehort dazu.
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Sind also @, v und y drei Formen, die der in § 1 gestellten Forde-
rung geniigen, dann kann man die 6 Nullpunkte ihrer JACOBIschen
Kovarianten ¢', v, y so in drei Paare ordnen (ein Nullpunkt von ¢’
mit einem der Nullpunkte von v/, der andere von v mit einem der
Nullpunkte von y), dass diese Paare einer und derselben quadratischen
Involution angehdren.

Man beweist auch leicht das Umgekehrte: haben die Nullpunkte von
@', v und x’ die hier genannte Eigenschaft, dann geniigen ¢, v und y
der in § 1 gestellten Forderung.

Man kann in der folgenden Weise die Nullpunkte von solchen
Formen ¢, y, ¥ konstruieren. Man ziehe durch einen Punkt drei Geraden,
die einen Kegelschnitt in drei Punktepaare (P,, P,), (Q;, Q.), (R,, R,)
einer quadratischen Involution schneiden. Man bestimme die Pole der
Geraden Q, R, R, P, P, Q, (oder z.B. der Geraden Q, R,, R, P,, P, Q,);
die Verbindungsgeraden schneiden den Kegelschnitt in drei Punktpaaren
(A, Ay, (By, By), (C,. C;) welche die Nullpunkte dreier quadratischer
Formen ¢, vy, x bilden, die der in § 1 gestellten Forderung geniigen ?).

§ 5. Driickt man die gefundene Eigenschaft der Nullpunkte von ¢’, v’
und y’ formelmissig aus, dann bekommt man sogleich die KLuYVERsche
Formel.

Weil die Punktpaare (7) einer quadratischen Involution angehéren,
kann man ihren Koordinaten durch eine neue projektive Transformation
die folgenden Werte

A(—ql). A1), B(—rl). Byp1)., C(—p 1. C,g1). (9

erteilen.
Die Formen ¢’, ' und x’ sehen dann so aus:

o' =s*+(q—r)st—qrt?;
w =524 (r—p)st —rpt?;
7 =5+ {p—q)st—pqt’;

von einer multiplikativen Konstante ist stets abgesehen.
Wir wollen ihre Invarianten durch

angeben; dabei ist

D,=—1#(@+r% D,=lu{r’+pq—3clp+aql
Dy, = —(p+q)?

1) Diese Konstruktion als Antwort auf eine Bemerkung von Prof. J. WOLFF
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Es sollen 2, u, 7, p, g, r hieraus eliminiert werden.

V'D,, D,,
Man kann 4, «, v eliminieren, indem man - —° bestimmt; das Re-

DlZ

sultat bekommt eine einfachere Gestalt, wenn man schreibt

D, +V'D,D;,, _ 2r(p+q)

D, VD, D, (40 (—p)

wobei man
VD, Dyy=—u(p+q)(q+7)

nimmt.
Man findet dann sogleich

1

D, +V'D,D,, Dj+V'D,D, D, +VD,Dy,
Dyzs_l/DlzzD;z D;l-%l/D'BD'” D,12+|/D;1D;2

=2 . (10

Umgekehrt ist (8) hinreichend, damit die Koordinaten der Nullpunkte
von drei quadratischen Formen ¢’, y’, ¥’ die Werte aus (8) erhalten kénnen,
wenn man nur V' D5, D5, V' D'ys Dy, V' D'y, D5, so bestimmt hat, dass
ihr Produkt gleich D'\, D',, D'5; ist.

Kehren wir nun zu den Formen ¢, v und y zuriick. Ihre Invarianten
werden durch
Dll D12 Dl3
DZl D22 D23
D;, Dy, Ds;

dargestellt; d, sei die algebraische Unterdeterminante von D,y in dieser
Matrix. Sind wieder D', die analogen Invarianten von ¢/, ¥’ und ¥,
dann sind diese bekanntlich proportional mit d;.

Wir kommen also zu dem Resultat:

Wenn die Formen ¢, w und y der in § 1 gestellten Bedingung ge-
niigen, dann besteht zwischen ihren Invarianten die Beziehung

%j__ '///@,,d33 d}l j'— ‘,/,d33,(,ill (1,12 —}:KEI_IE_ZZ =2 (KLUYVER) (1 1)

dy — ch; ds _l/‘};dlrl dip— '/a:dzz

Diese Bedingung ist auch geniigend, wenn man V' dyydss, V dssd,;,
V'd,\dy, so bestimmt hat, dass

Vidpg s « Vil  Vidpdge=dy dpdes . . .« {12

Diese letzte Bedingung erwdhnt KLUYVER nicht.
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§ 6. Es seien nun ¢, v, y wieder in der Form (1) gegeben; gefragt
wird die quadratischen Formen 7 und @ und die Linearformen

¢t =af x —afy.yt =7 x—fly. 1 =7 x—yfy. 0T =07 x—dfy

so zu bestimmen, dass

@ P L w2t 0 0,2
in einer biquadratischen Involution i; vorhanden sind; diese Aufgabe
soll selbstverstindlich gelost werden, ohne die in den §§ 2 und 5
angegebenen Transformationen wirklich auszufiihren. Das geschieht
vielleicht am iibersichtlichsten an der Hand eines Beispiels; ich nehme
ein von KLUYVER gegebenes Beispiel.

Es seien gegeben

@ =5x2 — 12xy + 4y? , w =5x2 — 2xy + 2y*, y = 7x? — 6xy + 242
Ihre JacoBische Kovarianten sind
@ =2x*+ xy —y?, 9 ==3x? — 2xy , y’ = 25x? — 10xy — 8y
mit den Nullpunkten

A (—11),A,(1,2): B;(0,1),B,(23) : C,(—25),C,4.5)
Bildet man die Paare
(By. C).(CA).(4;. B)
dann kommen diese vor in der quadratischen Involution

Txx—8(xy+xy)+4yy=0 . . . . . (13)

mit den Doppelpunkten (2.7) und (2.1).

Die Formen ¢, w und x geniigen also der gestellten Forderung und
einer der beiden Doppelpunkte ist der Punkt D* (§ 4), der Nullpunkt
von w?*; wir werden also zwei mégliche Involutionen i,, und zwei
mogliche Formen t finden. Wir wihlen zuerst: D+ (2,7).

Dann bestimmen wir die Form 1, wozu wir auf § 4 zuriickgreifen
miissen. lhre Nullpunkte 7T, und T, hatten in dem (s, £)-System resp.
die Koordinaten (1,0) und (0,1); man findet dort auch die Koordinaten
der Punkte

D*(3.1),B,(— 8. 7) . A (—ad.y) , A} (—ad, p)
Es zeigt sich, dass
(T; T3 B, D*) (T, T; A, A)=0;

ausserdem gehoért das Paar (T, T,), wie in § 4 bemerkt wurde, zu der
Involution (13).
Weil beide Forderungen invariante Gestalt haben, kann man durch

81
Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXIV, 1931.
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sie das Paar (T,, T,) sogleich im (x, y)-System bestimmen; man findet
dann, wenn man (p, 1) und (g, 1) fiir die Koordinaten von T und T3 setzt,

q(fp—2)  Gp+2(5q—9_,
p(7q—2)  (5¢+2)(5p —4)

und
Tpq —8(p+q +4=0
also
ptqa=%.pq=4%.1=t(5x—6xy + 1y’
wo t eine Konstante ist.
Man kann dann die Involution i, darstellen durch

A(5x* — 12xy + 4y?) (of x — af, y)* + 1 (5x2 — 6xy + 4y?)?

und die Gleichung, die die Doppelpunkte bestimmt, niederschreiben.
Von diesen Doppelpunkten ist (2,7) bekannt; man kann also das

Verhiltnis von ¢} und a} bestimmen. Man findet hier af = 0. Also ist

die erste Linearform c¢, x (c; eine Konstante). Ebenso — oder durch
Losung der letzten Gleichung zur Bestimmung der Doppelpunkte, wo
jetzt at—=0 — bestimmt man die anderen Linearformen und findet

pt=cx,yt=c—x+y) .1 =cy. ot =c¢(Tx—2y);
fiir die letzte quadratische Form wird gefunden
w=15x?—64xy — 162

Mit der zweiten Losung, wobei D* die Koordinaten (2,1) gegeben
wird, kann in ganz derselben Weise gehandelt werden.



