
Mathematics. - Ueber eine algebraische Aufgabe bei der Reduktion 
von algebraischen Integralen auftretend. Von W. VAN DER WOUDE. 

(Communicated at the meeting of November 28. 1931). 

§ I. Die Frage nach der Reduzierbarkeit gewisser ABELschen Inte­
grale hat KL UYVER I) auf das folgende algebraische Problem zurückgeführt. 

Gegeben sind drei linear unabhängige quadratische Formen 

cp = ao x 2 + 2 al xy + a2 y2 

lIJ = bo x 2 + 2 bI xy + b2 y2 

X = Co x 2 + 2 c 1 xy + C2 y2 

(I) 

Angenommen wird noch. dass die sechs Nullstellen dieser Formen 
alle verschieden sind; der entgegengesetzte Fall hat für die Reduktion 
kein Interesse. 

Gefragt wird: 
1°. welche Beziehung muss zwischen ihren Koeffizienten bestehen. damit 

es möglich sei. jede von ihnen mit dem Quadrat einer Linearform. also 
resp. mit (a i x-at y)2. (fii x-f3t y)2. (yi x-yt y)2 zu multiplizieren. sodass 

die entstehenden biquadratischen Formen einer und derselben Involution 
angehören. welche auch ein vollständiges Quadrat 

T
2 = (to x 2 + 2 tI xy + t2 y2)2 

enthält; 
2°. die genannten Linearformen und l' zu bestimmen. 
Die gefragte Beziehung ist in ihrer einfachsten Form von KLUYVER 2) 

gegeben; er zeigt weiter. dass die Bedingungen. die BOLZA 3) und IOEL 1) 
für die Reduzierbarkeit aufgestellt haben. mit der seinigen übereinstimmen. 

In der hier vorliegenden Note werden auf direktem Wege die projektiv 
verschiedenen Formen von cp. lp und X angegeben und .. konstruiert"; 
die gefragte Beziehung bekommt dann eine geometrische Form und man 
beweist leicht die Aequivalenz dieser Form mit der KLUYVERschen. Zum 
Schluss wird. urn zu zeigen. wie man die Linearformen und l' Anden 
kann. ein Beispiel durchgerechnet. Auf den Fal!. dass die (nicht gegebene) 
Form l' zwei zusammenfallende Nullpunkte bekommt. hoffe ich später 
zurückzukommen. 

') KLUYVER: Over hyperelliptische integralen .. . : Verst. Koninkl. Ak. v. Wetenseh .. 
26. p . 463. 

2) KLUYVER. I.c. 
3) Math. Ann .• Bd. 28. p. 447 . 
4) Monatshefte für Math . und Physik. 11. p. 157. 
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§ 2. Wir führen die folgenden Bezeichnungen ein. Die Nullpunkte von 
rp. lp und 1. seien resp. (AI. A 2); (BI . B 2); (Cl ' C 2 ) ; die Linearformen 
haben resp. den Nullpunkt A + . B +. C +. /ch nehme hier an. dass T zwei 
verschiedene Nulfpunkte TI und T 2 hat ; durch eine projektive Trans­
formation können wir erreichen. dass diese die Koordinaten (1.0) und (0.1) 
bekommen. 

Die ob en erwähnte Involution i" wird dann dargestellt durch 

À (Po s" + -4 PI s3t + -4 P3 s t 3 + p" t") + ,u S 2 t 2 = 0 . (2) 

Ausser den beiden Punkten TI und T 2 hat diese Involution noch vier 
Doppelpunkte. deren Koordina ten die Wurzeln der Gleichung 

(3) 

sind. 
Die Wurzeln (ti ). (2)' ((l l ' Pl )' (r l' 1' 2). (J I • ä2) sind die Koordinaten der 

+ + 
Punk te A +. B +. C+ ~ in dem (x. y) System durch (a i . ai) . (fg. (fi ). (1' 1, 1'2 ) 

dargestellt ~ und noch eines vierten Punktes 0 +; es ist also in der 
Involution i" ausser 

noch ein viertes Element der nämlichen Form 

vorhanden . 
Es ist klar, dass keiner der Punkte A + , .. . , D + mit TI oder T 2 

zusammenfallen kann. Fiele z.B. D + mit T 2 zusammen und wären A +, B +, C+ 

von T 2 verschieden, dan hätte i" die Form 

alle Elemente von i" hätten dann den Nullpunkt T 2 ; solch ein Element 
wird gebildet durch das Produkt rp(a2s-u l t)2 (a l '1 0) ; rp hätte dann auch 
den Nullpunkt T; aber auch !j1 und X hä tten denselben Nullpunkt, was 
gegen die Vereinbarung ist. 

Ebenso leicht zeigt man, dass nicht Pi und P3 beide gleich Null sein 
können, ohne dass gegen die Voraussetzungen (Iineare Unabhängigkeit, 
verschiedene Nullpunkte) gesündigt wird. 

Ich kann al50 

al PI 1'1 dl - = a, Ii = (J , - = l' ~ = d (a, {J, 1' , (J '1 0) 
a 2 1-' 2 1'2 U2 

setzen. was ei ne kleine Vereinfachung in der Schreibweise gibt . 

§ 3. Es sind also (a, 1), ... • (J, 1) die Wurzeln von (3) ; und man kann 
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die Verhältnisse von po. PI' P3' Pi in bekannter Weise ausdrücken durch 
die symmetrischen Funktionen von a . . . .. d. gemäss 

2pI = - Po Za; 2P3 = Po Z a fJ y • Pi = - a fJ y d Po 

wobei noch 
Z a fJ = O. (4) 

Führt man diese Werte für Po. PI' P3' Pi in (2) ein und werden dann 
}. und p. 50 gewählt. dass das erste Glied von (2) durch (s-at)2 teil bar 
ist. dann ist der Quotient nur durch eine multiplikative Konstante von 
cp verschieden. 

Die 3 Formen (1) sind folglich projektjp-äquivalent mit den folgenden 

fJyIJ I cp = S2 - 2 (fJ + y + e}) st - - a- t2 

y ae} 
lp = S2 - 2 (y + ~ + a) st - ~fJ- t2 

X = S2 - 2 (a + fJ + (~) st -- a_ fJ_
IJ 

t 2 ~ 
Y 

(5) 

§ 4. Wir wollen also annehmen . dass ({J . 1/-' und X schon die Gestalt 
(5) haben. Das Problem lautet nun. die Formen (5) zu charakterisieren. 
d .h. die Beziehung zwischen ihren Invarianten oder eine geometrische 
Interpretation dieser Beziehung anzugeben . Man findet leicht beides. wenn 
man noch die Formen cp' . 1/-" und x' aufstellt. von denen die erste. stets 
abgesehen von einem konstanten Faktor. die JACoBlsche Kovariante von 
1/-' und X ist und die beiden anderen auf analoge Weise bestimmt werden. 
Ihre Nullpunkte nenne ich resp. (A'I' A '2 )' (B'I' B'2) . (C'I' C'2)' 

Berechnet man cp'. dann findet man mit Hilfe von (4) 

cp' = (fJ - y) (ys + aM) (fJs + adt) . (6) 

Der Faktor (fJ - y) ist von Null verschieden. denn sonst wäre cp' 
identisch N ull und die Formen 1/-' und X würden sich nur in einem kon­
stanten Faktor von einander unterscheiden; das haben wir aber ausge­
schlossen . 

Die Koordinaten der Nullpunkte 

A; (- ad. y). 

B; (- fJd • a). 

e; (- yd • fJ). 

von cp'.1/-" und X' sind also 

A~ (- ad. fJ ) ; 

B; (- fJe}. y); 

e; (- yd • a); 

Was hierbei sofort auffält. ist. dass die Paare 

(B;. e;). 
einer und derselben quadratischen Involution 

s s=éF t t. 

(7) 

(8) 
angehören mit D+ (15. 1) als einem der Doppelpunkte; auch das Paar 
TI' T 2 gehört dazu. 
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Sind also qJ . 11' und X drei Formen . die der in § 1 gestellten Forde~ 
rung genügen. dann kann man die 6 Nullpunkte ihrer JACOBlschen 
Kovarianten CP'. lP'. x' so in drei Paare ordnen (ein Nullpunkt von cp' 
mit einem der Nullpunkte von 1jJ'. der andere von 1jJ' mit einem der 
Nullpullkte von x'J. dass diese Paare einer und derselben quadratischen 
Involution angehören . 

Man beweist auch leicht das Umgekehrte: haben die Nullpunkte von 
cp' . lP' und x' die hier genannte Eigenschaft. dann genügen cp. 1jJ und X 
der in § 1 gestellten Forderung. 

Man kann in der folgenden Weise die Nullpunkte von solchen 
Formen cp.1jJ. X konstruieren. Man ziehe durch einen Punkt drei Geraden. 
die einen Kegelschnitt in drei Punktepaare (PI' P 2) . (QI' Q2) ' (RI' R2) 

einer quadratischen Involution schneiden . Man bestimme die Pole der 
Geraden Q2 RI. R2 PI' P 2 QI (oder z.B . der Geraden QI R2• RI PI' P 2 Q2); 
die Verbindungsgeraden schneiden den Kegelschnitt in drei Punktpaaren 
(AI . A 2). (BI' B 2). (Cl ' C2) welche die Nullpunkte dreier quadratischer 
Formen cp , 11'. X bilden. die der in § I ges teIl ten Forderung genügen I). 

§ 5. Drückt man die gefundene Eigenschaft der Nullpunkte von CP'. lP' 
und x' formelmässig aus. dann bekommt man sogleich die KLUYVERsche 
Formel. 

Weil die Punktpaare (7) einer quadratischen Involution angehören. 
kann man ihren Koordinaten durch eine neue projektive Transformation 
die folgenden Werte 

A; (- q. 1). A~ (r. 1). B; (- r. 1). B; (p. I). C; (- p. 1). C; (q. 1). (9) 

erteilen. 
Die Formen cp'. 1jJ' und X' sehen dann so aus: 

cp' = S2 + (q - r) s t - q r t2 
; 

1jJ' = S2 + (r - p) st - r p t2
; 

x' = S2 + (p - q) st - pq t2
; 

von einer multiplikativen Konstante ist stets abgesehen. 
Wir wollen ihre Invarianten durch 

11 D;I D '12 D 'l3 

11 

D ;I D;2 D;3 
D~ I D~2 D~3 

angeben; dabei ist 

D;I = - ,p (q + r)2. D;2 = Ap' I r2 + pq - 3r(p + q) I. 

I) Diese Konstruktion als Antwort auf eine Bemerkung von Prof. J. WOLPP 
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Es sollen 2, iU , J' , p, q , r hieraus eliminiert werden . 

V U D ' 
M k ' I" . . d 11 22 b . t d R an ann 11., ,1 1, J ' e lmlnleren , In em man -- ---D'- -- estimm; as e~ 

12 

sultat bekommt eine einfachere Gestalt, wenn man schreibt 

wobei man 

nimmt. 

D;2 + 1/ 1);1 D~2 2 r (p + q) 
D ' - V 1)' D ' - (q - -r) (r-p) 

12 11 22 

V[)~~2= - À.~ (p + q) (q + r) 

Man 6ndet dann sogleich 

Umgekehrt ist (8) hinreichend, da mit die Koordinaten der Nullpunkte 
von drei quadratischen Formen f(", tp ' , x' die Werte aus (8) erhalten können, 

wenn man nur V D'nD~ , I/ D '33 D':;, t/b 'lI D'n so bestimmt hat, dass 
ihr Produkt gleich D'II D'n D '3J ist. 

Kehren wir nun zu den Formen cp, lp und X zurück. Ihre Invarianten 
werden durch 

Dil DI2 DI3 

D 21 D n D2J 
D31 D 32 DH 

dargestellt; dik sei die algebraische Unterdeterminante von Dil, in dieser 
Matrix. Sind wieder D 'j k die analogen Invarianten von g/, '!p' und i, 
dann sind diese bekanntlich proportional mit dj k. 

Wir kommen also zu dem Resultat : 
Wenn die Formen cp, lp und X der in § 1 gestellten Bedingung ge~ 

nügen. dann besteht zwischen ihren Invarianten die Beziehung 

Diese Bedingung ist auch genügend, wenn man V dndH , V d33d ll , 

V dlld22 so bestimmt hat, dass 

(12) 

Diese letzte Bedingung erwähnt KLUYVER nicht. 
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§ 6. Es seien nun cp . 11' . X wieder in der Farm (1) gegeben; gefragt 
wird die quadratischen Formen T und w und die Linearformen 

cp+ = at X - ai y . ",, + = (3t x-(3iy . x+ = yi x-yiy • w+ = bi x-bi y 

sa zu bestimmen. dass 

in einer biquadratischen Involution i~ vorhanden sind; diese Aufgabe 
solI selbstverständlich geIöst werden. ohne die in den §§ 2 und 5 
angegebenen Transformationen wirklich auszuführen. Das geschieht 
vielleicht am übersichtlichsten an der Hand eines Beispiels ; ich nehme 
ein van KLUYVER gegebenes Beispiel. 

Es seien gegeben 

cp = 5x2 - 12xy + 4y2 . "" = 5x2 - 2xy + 2y2 . X = 7 x 2 - 6xy + 2y2 

Ihre JACoBlsche Kovarianten sind 

cp ' = 2X2 + xy - y2 . ",,' == 3x2 - 2xy . X' = 25x2 - 10xy - 8y2 

mit den Nullpunkten 

A 'I(-1.1) . A;(1.2) B;(0.1).B;(2.3) C;(-2.5).C;(4.5) 

Bildet man die Paare 

(B; . C;) . (C; A;) • (A~ • B;) 

dann kommen diese var in der quadratisch en Involution 

7 x ~ - 8 (x Y + ~ y) + 4 y ij = 0 

mit den Doppelpunkten (2.7) und (2.1). 

(13) 

Die Formen cp. "" und X genügen also der gestellten Forderung und 
einer der beiden Doppelpunkte ist der Punkt D+ (§ 4). der Nullpunkt 
van w+; wir werden also zwei mögliche Involutionen i 1• und zwei 
mögliche Formen r finden. Wir wählen zuerst: D + (2.7) . 

Dann bestimmen wir die Farm r. wozu wir auf § 4 zurückgreifen 
müssen. Ihre Nullpunkte TI und T2 hatten in dem (s. t)~System resp. 
die Koordinaten (1.0) und (0.1); man findet dort auch die Koordinaten 
der Punkte 

D + (Il. 1) . B; (- (3(~ . y) • A; (- ab. y) • A; (- aJ. (3). 

Es zeigt sich. dass 

ausserdem gehört das Paar (TI. T2). wie in § 4 bemerkt wurde. zu der 
Involution (13). 

Weil beide Farderungen invariante Gestalt haben. kann man durch 
81 

Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXIV, 1931. 



1270 

sie das Paar (TI ' T7 ) sogleich im (x. y)-System bestimmen ; man findet 
dann. wenn man (p. 1) und (q. 1) für die Koordinaten von TI und T2 setzt. 

q (7p - 2) + (Sp + 2) (Sq - 4) = 0 
p (7 q - 2) (Sq + 2) (Sp - 4) 

und 

7pq - 8 (p + q) + 4 = 0 

also 

p + q = * . pq = t . I = t (Sr - 6xy + 4 y2) 

wo t eine Konstante ist . 
Man kann dann die Involution i4 darstellen durch 

;. (Sx2 
- 12xy + 4y2) (ai x - ai- y)2 + fl (Sr - 6xy + 4y2)2 

und die Gleichung. die die Doppelpunkte bestimmt. niederschreiben. 
Von diesen Doppelpunkten ist (2 .7) bekannt; man kann also das 

Verhältnis von ai und ai bestimmen. Man findet hier ai = O. Also ist 

die erste Linearform Cl x (cl ei ne Konstante). Ebenso - oder durch 
Lösung der letzten Gleichung zur Bestimmung der Doppelpunkte. wo 
jetzt ai = 0 - bestimmt man die anderen Linearformen und findet 

rp+ = Cl X . 1jJ+ = C2 (- X + y) . x+ = C3 Y • w+ = Ci (7 x - 2y) ; 

für die letzte quadratische Form wird gefunden 

w = 1S_x 2 - 64 xy - 16y2. 

Mit der zweiten Lösung. wobei D + die Koordinaten (2.1) gegeben 
wird. kann in ganz derselben Weise gehandelt werden. 


