Mathematics. — Uber die Elemente der Funktionentheorie und die
PiCARDschen Sétze in der intuitionistischen Mathematik. By
M. J. BELINFANTE. (Communicated by Prof. L. E. J. BROUWER).

(Communicated at the meeting of December 19, 1931.)

Der vorliegende Artikel gibt in sehr verkiirzter Form einige Resultate
einer intuitionistischen Betrachtung der Elemente der Funktionen-
theorie und der PiCARDschen Sétze. Eine ausfiihrliche Darstellung wird
gelegentlich folgen.

Unter Beschrinkung auf in den beziiglichen Gebieten gleichmissig
differenzierbare Funktionen, kann man in der intuitionistischen Mathematik
auf die iibliche Weise die Richtigkeit der CAUCHYschen Integralsitze
und Formeln feststellen, und unter den bekannten Bedingungen die
TAYLORsche und die LAURENTsche Reihenentwicklung herleiten. Ganze
transzendente Funktionen und singuldre Stellen von in gewissen Gebieten
reguliren Funktionen koénnen im positiven und im negativen Sinne
definiert werden, wobei ohne nihere Erklirung immer der positive Sinn
gemeint ist. Dem weiteren Aufbau wird folgender Satz vorausgeschickt:

1. Ist f(z) eine fiir |z ~R-+0(0<o; 0<R) regulire und fiir
z "< R variable Funktion, so kann man eine natiirliche Zahl N und
eine positive Zahl p wéhlen mit der Eigenschaft, dass zu jedem |z] <R
eine natiirliche Zahl p < N so bestimmt werden kann, dass |f?(z)| > f ist.

Der Beweis gelingt unter Verwendung des TAYLORschen Satzes, indem
man passende Zahlen N, <N, < ... < N,=N, g, > >...> =
und z,, 2z ...,2, =z (h <») derart wihlt, dass die Aussage: *Falls
fiic ein bestimmtes n; < Ni |f"i(z;)| > p; ist, so kann man n; < Nii
derart bestimmen, dass | f"it1(zi41)| > piyr ist” fiir jedes 1-—i< h—1
richtig ist. Mit Hilfe eines derartigen Induktionsverfahrens beweist man:

2. Ist f(z) eine fir z ~R-+0(0<p; 0<R) regulire und fiir
z| 7~ R variable Funktion, so existiert eine natiirliche Zahl N mit der
Eigenschaft, dass man zu jedem ¢ >02N Zahlen 0 <r; <r,<...<r,<¢

und eine positive Zahl K derart bestimmen kann, dass fiir jedes

zo| = R ein bestimmtes 1 p — 2N existiert, so dass fiir jedes
’5-: h “r, flzo+h)| > K ist.

Nicht jeder Nullstelle einer rationalen, ganzen Funktion kann eine
bestimmte Multiplizitdt zugeordnet werden: laut Definition werden deshalb
einer Funktion F(z) innerhalb eines Gebietes n Nullstellen beigelegt, falls
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ein System von n Werten w,, w,, ...w, innerhalb des Gebietes und
zwei positive Zahlen m; <m, derart bestimmt sind, dass, wenn
@(2):=F(2): 11 (z — w;) fiir z+# w, gesetzt wird, ¢ (w;) = *lim ¢ (2) fiir
z—w;

jedes i vorhanden und m, < | ¢ (z) <_m, fiir jedes z innerhalb des
Gebietes ist.

Man kann, wenn f(z) eine variable Funktion ist, durch passende Wahl
(2)
f(2)

von Polygonen P,, ein Integral von der Form j dz zerlegen in eine
P

Summe solcher Integrale X ‘ £e) dz und beweist so den Satz:

J [

Pn

3. Eine fir |z| - R+4p0(0<o; 0<R) reguldre Funktion f(2), fiir

die in jedem Punkt des Randes eines bestimmten Polygons L innerhalb
A4

des Kreises |z| =R | f(z)| >« >0 ist, und fiir die 2%_;;, ;—((j)) dz einen

positiven Wert p annimmt, wenn ldngs L im positiven Sinne integriert

wird, hat p Nullstellen innerhalb L.

Der Fundamentalsatz der Algebra folgt unmittelbar aus Satz 3;
ebenso, unter Anwendung eines Induktionsverfahrens, die von BROUWER
bewiesene intuitionistische Ergénzung. ')

Der an sich nicht ganz richtige 2) Satz, dass der absolute Betrag einer
fir |z| =R+ 0(0<R;0 < p) reguliren Funktion innerhalb des Kreises
|z| =R nicht grésser ist als das Maximum auf der Peripherie, kann
fiir viele Anwendungen ersetzt werden durch:

4. Ist f(2) reguldr fir |z <R+ 0(0 <o ; 0<<R) und variabel fiir

| z| =~ R, so kann man die positiven Zahlen K und 1 derart bestimmen,

dass zu jedem z,' << R— g ein |z;| - R existiert mit der Eigenschaft

dass | f(z)) | > f(z0)  + K ist, wdhrend |f{z)| < f(zo)|+ K ist fiir jedes
|z —2zo | <.
und den hieraus folgenden Satz:

5. Ist f(z) regular fir [z] - R+ 00 <g¢; 0<R) und gilt
| f(2) | —~ u fiir jedes z|—=R, so gilt | f(z)| =< u fiir jedes |z| < R.

Als Hilfssatz fiir den Beweis des WEIERSTRASSschen Satzes 7 beweist
man:

6. Ist f(z) eine ganze transzendente Funktion, so kann man zu jedem

!) Proceedings Amsterdam 27, S. 635.
2) Die Existenz eines Maximums fiir den absoluten Betrag von f(z) auf der Peripherie
ist ndmlich im allgemeinen nicht gesichert.
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komplexen w und jedem positiven ¢, fiir die die Ungleichung |f(z) —w >¢
innerhalb des Kreises |z —= R erfiillt ist, ' z,| > R derart bestimmen,

dass | f(z;) —w | <& ist.

7. Istz, eine wesentlich singulére Stelle fiir die im Gebiete 0 <|z—z,|<R
eindeutig-regulére Funktion f(z), und sind die positiven Zahlen ¢ und ¢
und die komplexe Zahl w beliebig vorgelegt, so kann man |z, —z,| < 8
derart bestimmen, dass | f(z;) —w | < ¢ ist.

Zu den Siétzen 1,2, 3,4 und 5 bestehen Korollare, wobei das Regula-
ritdtsgebiet ein Ringgebiet ist. Zum Satz 7 gibt es in der intuitionistischen
Mathematik eine gewisse Umkehrung:

7a. Ist f(z) eindeutig-regulir fiir 0 <|z—z, < R und sind die reellen
Zahlen 9 =R und ¢ >0 und eine komplexe Zahl w derart vorgelegt,
dass | f(z) — w]| > eist fiir jedes 0 < |z—zy| < 0, so kann man eine ganze
Zahl m derart bestimmen, dass +£i_;n (z—zo)" f(2) =0 ist.

Fiir die Beweise der PiCARDschen Sétze kann nun der LANDAUschen
Darstellung auf Schritt und Tritt gefolgt werden, wobei allerdings kleine
Abinderungen von prinzipieller Wichtigkeit angebracht werden sollen,
und jeder Satz in zwei einander ergénzende Theoreme zerfillt:

8. Ist F(z) eine ganze variable Funktion, so kann man zu zwei will-
kiirlich vorgelegten, positiv von einander verschiedenen, komplexen Zahlen
a und b die Zahl z, derart bestimmen, dass entweder F(z;) —a—0

oder F(zy) — b =0 ist.

8a. Ist F(z) ganz und sind zwei positiv von einander verschiedene,
komplexe Zahlen a und b derart vorgelegt, dass iiberall F(z) —a 7 0
und F(z) — b0 ist, so ist F(z) konstant.

9. Ist F(z) eindeutig-regulir fiir 0<|z—zy|<<R und ist z, eine
wesentlich singuldre Stelle von F(z), so kann man zu zwei willkiirlich
vorgelegten, positiv von einander verschiedenen, komplexen Zahlen a und
b fiir jedes positive r< R einen Wert 0 <|z, —z,| <r derart be-
stimmen, dass entweder F(z;) —a =0 oder F(z;)— b=0 ist.

9a. Ist F(z) eindeutig-regulér fiir 0 <|z—zy| <R und ist z, eine singuldre
Stelle dieser Funktion, wédhrend zwei positiv von einander verschiedene,
komplexe Zahlen a und b derart vorgelegt sind, dass fiir jedes
0<|z—zy|<R F(z)—a+0 und F(z)—b+0 ist, so kann man m

derart bestimmen, dass *lim (z— zo)" F(z) = 0 ist.
T2,



