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PICARDschen Sätze in der intuitionistischen Mathematik. By 
M. J. BELINFANTE. (Communicateu by Prof. L. E. J. BROUWER). 

(Colllmunicated at the mecting of Deccmber 19. 1931 .) 

Der vorliegende Artikel gibt in sehr verkürzter Form einige Resultate 
einer intuitionistischen Betrachtung der Elemente der Funktionen­
theorie und der PICARDschen Sätze. Eine ausführliche Darstellung wird 
gelegentlich folgen . 

Unter Beschränkung auf in den bezüglichen Gebieten gleichmässig 
differenzierbare Funktionen. kann man in der intuitionistischen Mathematik 
auf die übliche Weise die Richtigkeit der CAUCHYSchen Integralsätze 
und Formeln feststellen. und unter den bekannten Bedingungen die 
TAYLORsche und die LAUR ENTsche Reihenentwicklung herleiten. Ganze 
transzendente Funktionen und sinquläre Stellen von in gewissen Gebieten 
regulären Funktionen können im positiven und im negativen Sinne 
definiert werden. wobei ohne nähere Erklärung immer der positive Sinn 
gemeint ist . Dem weiteren Aufbau wird folgender Satz vorausgeschickt: 

1. Ist f(z) eine fiir I z I . -:: R + (! (0 < (!; 0 < R) reguläre und für 
z : ---:: Rvarlable Funktion . sa kann man eine natiirliche Zahl N und 

eine positive Zahl P wählen mit der Eigenschaft, dass zu jedem 1 Z I :::::; R 
eine natürliche Zahl p < N sa bestimmt werden kann. dass I fp (z) 1 > iJ ist. 

Der Beweis gelingt unter Verwendung des TAYLORschen Satzes. indem 
man passende Zahlen NI < N 2 < ... < N ,= N. PI > /12 > ... > (1, = /I 
und Z I. Z2 • •• •• z" = z (h < j') derart wählt. dass die Aussage: .. F aUs 

für ein bestimmtes ni < NI If"'(zd l > fJi ist. sa kann man ni+I < N i+1 

derart bestimmen. dass 1 f"i +1 (Zi +I) ! > fÎi +1 ist" für jedes 1 ::Ç i ~ h - l 
richtig ist . Mit Hilfe eines derartigen Induktionsverfahrens beweist man : 

2. Ist f(z) eine für i z I --::; R + (! (0 < (!; 0 < R) reguläre und füt 
I z I ~ Rvariable Funktion. so existiert eine natürliche Zahl N mit der 
Eigenschaft. dass man Z Il jedem f: > 0 2N Zahlen 0 < rl < r2 < ... < r 2N < f 
und eine positive Zahl K derart bestimmen kann, dass [ür jede:J 
I Zo I :::; Rein bestimmtes I -- P :::; 2 N existiert. so dass [ür jedes 

1 '~ h 1-::; rp I [(zo + h) I > Kist. 

Nicht jeder Nullstelle einer rationalen. ganzen Funktion kann ei ne 
bestimmte Multiplizität zugeordnet werden: laut Definition werden deshalb 
einer Funktion F(z) innerhalb eines Gebietes n Nullstellen beigelegt. falls 
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ein System von n Werten W I' W2 • . .. W n innerhalb des Gebietes und 
zwei positive Zahlen mI < m 2 derart bestimmt sind. dass. wenn 
f{I (z) . = F (z) : 11 (z - w;) für z -:f. W ; gesetzt wird. f{I (w;) = +lim f{I (z ) für 

':'~Wi 

jedes i vorhanden und mI < i rp (z) I < m2 für jedes z innerhalb des 
Gebietes ist . 

Man kann. wenn {( z) eine variabIe Funktion ist. durch passende Wahl 

von Polygonen Pn. ein Integral von der Form .fr(~: dz zerlegen in eine 

p 

Summe solcher Integrale I J'r(~; dz und beweist so den Satz: 

Pn 

3. Eine {ür I z I ::: R + e (0 < (!; 0 < R) reguläre Funktion {(z). (ür 
die in jedem Punkt des Randes eines bestimmten Polygons L innerhalb 

des Kreises I z I = R I f( z) I> (l > 0 ist. und {ür aie 2~iJ'~1~} dz einen 

positiven Wert p annimmt. wenn längs L im positiven Sinne integriert 
wird. hat p Nul/stel/en innerhalb L. 

Der Fundamentalsatz der Algebra folgt unmittelbar aus Satz 3 ; 
ebenso. unter Anwendung eines Induktionsverfahrens. die von BROUWER 
bewiesene intuitionistische Ergänzung. I) 

Der a n sich nicht ga nz richtige 2) Satz. dass der absolute Betrag einer 
für I z I ::s; R + e (0 < R ; 0 < e) regulären Funktion innerhalb des Kreises 
I z I = R nicht grösser ist als das Maximum auf der Peripherie. kann 
für viele Anwendungen ersetzt werden dureh : 

4. Ist {(z ) regulär für I z I :::; R + (l (0 < (l ; 0 < R) und variabel {ür 
I z I ::;:: R. so kann man die positiven Z ahlen K und 1/ derart bestimmen. 

dass zu jedem . Zo I < R - ~ ein I Zl 1:::-::: R existiert mit der Eigenscha{t 

dass I {(Zl) I> I {(zo) 1+ K ist. während I { (z ) I < {(zo) 1+ Kist {ür jedes 

I z - Zo I < 1/. 

und den hieraus folgenden Satz: 

5. Ist {(z) regulär {ür I z I ::; R + (l (0 < e ; 0 < R) und gilt 
I {(z) I :::; ,U {ür jedes I z I = R. so gilt I {(z ) I :::; ft {ür jedes I z I < R. 

Als Hilfssatz für den Beweis des WEIERSTRASSschen Satzes 7 beweist 
man : 

6. Ist (( z) eine gan ze transzendente Funktion. 50 kann man zujedem 

I) Proceedings Amsterda m 27. S . 635. 

2) Die Existenz ei nes Max imums für den absoluten Betrag von f (z ) auf der Peripherie 
ist nä mlich im allgemeinen nicht gesichert . 
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komplexen w und jedem positiven f. {ür die die Ungleichung I {(z) - w : > ë 

innerhalb des Kreises I z ! = R er{üUt ist. i z. I > R derart bestimmen. 
dass I {(z.) - w 1< E ist. 

7. Istzo eine wesentlich singufäre Stelle {ür die im GebieteO < lz-zol < R 
eindeutig-reguläre Funktion {(z). und sind die positiven Zahlen b und E 
und die komplexe Zahl w beliebig vorgelegt. so kann man I z. - Zo I < d 
derart bestimmen. dass I {(z.) - w 1< f ' ist. 

Zu den Sätzen 1. 2. 3. 4 und 5 beste hen Korollare. wobei das Regula­
ritätsgebiet ein Ringgebiet ist . Zum Satz 7 gibt es in der intuitionistischen 
Mathematik eine gewisse Umkehrung: 

7 a. Ist {(z) eindeutig-regulär {ür 0 < I z-zo : < Rund sind die reellen 
Zahlen (! :S:; Rund é > 0 und eine komplexe Zahl w derart vorgelegt. 
dass I {(z) - w I > Eist {ür iedes 0 < I z - Zo I < (J. so kann man eine ganze 
Zahl m derart bestimmen. dass +lim (z - zo)m ((z) = 0 ist. 

z ~= .. 
Für die Beweise der PICARDschen Sätze kann nun der LANDAuschen 

Darstellung auf Schritt und Tritt gefolgt werden. wobei allerdings kleine 
Abänderungen von prinzipieller Wichtigkeit angebracht werden sollen. 
und jeder Satz in zwei einander ergänzende Theoreme zerfällt: 

8. Ist F(z) eine ganze variable Funktion. so kann man zu zwei will­
kürlich t'orgelegten. positiv von einander verschiedenen. komplexen Zahlen 
a und b die Zahl Zo derart bestimmen. dass entweder F(zo) - a = 0 
oder F (zo) - b = 0 ist. 

8a. Ist F(z) ganz und sind zwei positiv von einander verschiedene. 
komplexe Zahlen a und b derart vorgelegt. dass überall F(z) - a :r!: 0 
und F(z) - b ei 0 ist. so ist F(z) konstant. 

9. Ist F(z) eindeutig-regulär (ür 0 < I z - Zo I < Rund ist Zo eine 
wesentlich singuläre Stelle von F(z). so kann man zu zwei willkürlich 
vorgelegten. positiv von einander verschiedenen. komplexen Zahlen a und 
b (ür jedes positive r < R einen Wert 0 < I z. - Zo 1< r derart be­
stimmen. dass entweder F(z.) - a = 0 oder F(z.) - b = 0 ist. 

9a. Ist F(z) eindeutig-regulär {ür 0 < I Z-Zo 1< Rund ist Zo eine singuläre 
Stelle dieser Funktion. während zwei positiv von einander verschiedene. 
komplexe Zahlen a und b derart vorgelegt sind. dass {ür jedes 
O< lz-zo l < R F(z)-aeiO und F(z)-beiO ist. so kann man m 
derart bestimmen. dass + fim (z - zo)m F(z) = 0 ist. 

'-' .. 


