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mit gemeinsamem Brennpunkt, indes die Scheitel eine gerade Punktreihe
bilden.

Bilden die Scheitel und die Brennpunkte eines Systems von Parabeln
zwei projektive Punktreihen, so hat man das Bild einer paraboloidischen
Regelschar mit einer in w liegenden Leitgeraden.

4. Eine weniger einfache Abbildung ergibt sich, wenn man die Parabel
7 durch die Figur ihres Brennpunktes F und ihrer Leitlinie d ersetzt.
Es sei £? eine quadratische Fliache, O ein Punkt ausserhalb w. Die
Polarebene von F in Bezug auf ? trifft die Ebene Od in der Geraden
g, welche in y wird abgebildet. Umgekehrt trifft die Polare einer Geraden
g die Bildebene in F, indes d ihre Projektion aus O ist.

Mathematics. — Uber die Matrixgleichung X? = A.
Von R. WEITZENBOCK.

(Communicated at the meeting of February 27, 1932).

§ 1.

FROBENIUS hat gezeigt, wie man aus einer nicht-singuldren Matrix
A = a*| die Quadratwurzel ziehen, d.h. die Matrixgleichung X?=2A
auflésen kann'). Sind a, b,...(# 0) die verschiedenen Eigenwerte von

A und ist
wA)=@A—a)»(A—bd...=0. . . . . . . ()

die zu A gehérige Minimalgleichung (d.h. die Gleichung niedrigsten
Grades, der A geniigt), sind ferner F (4), G (1), ... gegebene Polynome
in 4, so verschafft man sich leicht ein Polynom

=40 2% 180 2%+

mit der Eigenschaft:

1@=F) . 7 @=F@... 1 "@=F"@)
zw:Gm.zm=G%LHWﬂ@=GH%N..<m

Die Entwicklungen von (1) und F (1) nach Potenzen von 1—a
stimmen also in den ersten a Gliedern iiberein; ebenso die von y(4)
und G (1) nach Potenzen von 1 — b in den ersten f Gliedern u.s.f. Die

1) G. FROBENIUS, Berliner Ber. (1896), p. 7—16. Vgl. z.B. auch M. BG6CHER, Einfiithrung
in die hohere Algebra, Teubner (1910), p. 322.
11
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in (2) mit A(4), B(4),... bezeichneten Polynome von 4 erhilt man so:
Wir entwickeln f:—g{; nach Potenzen von 41— a und fassen alle Glieder

A7)

(A —a)P mit negativem p zusammen durch den Bruch (7455*; analog bei

B(%),... Man zeigt weiters leicht, dass x (1) durch die Bedingungen (3)

eindeutig bestimmt ist.
' T\i—a  (¥)(1—a)’ l
()5 G| e

Gehen wir jetzt von
und den analogen Entwicklungen von V1 an den Stellen 2=1b,c, ...
aus. Nimmt man fiir F(1), G(1),... die Summe der ersten a,p,...
Glieder in diesen Potenzreihen und konstruiert nach (2) das zugehérige
Polynom x(4), dann ist [x(4)]?— 4 durch w (%) teilbar. Hieraus folgt
dann, dass die Matrix

VieVa. (1 #gé)f:m;.

X=3A). . . . . . ... .0

die Gleichung
X=A . . . . . . . .. .0

befriedigt.

Es ist leicht zu sehen, in welcher Weise dies auf Matrixgleichungen
von allgemeinerer Form als (6) verallgemeinert werden kann, worauf auch
bereits FROBENIUS hingewiesen hat. Sei z.B.

[X)=X"+f[X""+. . . +faa X+HLE=A. . . (]

eine Matrixgleichung m-ten Grades mit skalaren Koeffizienten f;. Vom
Polynom f=— f(x) sei vorausgesetzt, dass die Eigenwerte a, b,... von A
keine zwei oder mehrfache Wurzeln der Gleichung f(x) =0 seien. Die
Matrix A kann jetzt auch singuldr sein (Det. A =0). Allgemeiner kénnte
man voraussetzen, dass f(x) in (7) eine analytische Funktion von x ist,
deren Inverse x—= x(f) sich in den Punkten f—a, b, ... reguldr verhalt.
An die Stelle von (4) tritt dann die Entwicklung von x(f) in den
Punkten a, b, ...

§ 2.

Die durch (5) dargestellten Matrices x (A) (bei bestimmter Wahl der
Vorzeichen von Va,V'b,... in (4)) stellen im allgemeinen nicht die
allgemeinste Lésung von X2=A dar. Uberdies wird die Methode bei
verschwindenden Eigenwerten, also bei singuldren Matrices A unbrauchbar.

Wir denken uns A in die JORDAN'sche Normalform B transformiert:

B=RAR™' . . . . . . . . . (8
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B hat dann eine Reihe von “Feldern” lings der Hauptdiagonale anein-
ander gereiht, was wir durch

B =B, +B,,_,+..‘+B,‘,,+Bgl+B§’2+...+Bg]+Bg. . (9
andeuten. Hierbei ist B, eine r;-dimensionale Matrix der Gestalt

b; 1
b, 1
\ .o (die leeren Stellen

’ - bedeuten Nullen); e

b 1
I b.‘

b;#0 ist ein Eigenwert von A (und von B); B? bedeutet eine s;-
dimensionale, zum Eigenwerte Null gehorige Matrix

‘01
I 0 1
. (si =2); . . . . . (1}
0 1

0

schliesslich ist B? die o-dimensionale Nullmatrix.
Die Summe r; +r;+ ...+ r, gibt dann den Rang von A und Null
ist ein (s, + s, + ...+ s, + o)-facher Eigenwert.
Wenn wir eine Losung X von X?—= A in die JORDAN'sche Normal-
form Y transformieren
Y=8XS-'.. . . . . . . . . (12
dann folgt

Y?=T'BT mit T=RS. . . . . . (13

Achten wir vorerst auf die Felder von Y mit nicht-verschwindenden
Eigenwerten 1/,.21/5,.; Y? weist dieselben Felder auf:

i, 1 ’ o 2y, 1

i 1 o 2, 1

— |, _

Y.-_'1 0, 1 | Y?__ :]f 2y, 1 .. (19
i
N

|

!

und es kann leicht eine nicht-singulire, r;-dimensionale Matrix T, ge-
funden werden (selbst in halb-reduzierter Gestalt Q) mit

TY:T*=B, ., TYT-'=B.,. . . . . (15
11*
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Daraus folgt, dass in Y zu jedem Felde (10) von B ein ebenso grosses
Feld Y, von (14) gehért und dass Y, durch B, zweideutig bestimmt ist:

i
+V'b, 1 | —V'b, 1
Y, = +Vh 1 undY = —V'b, 1 (16)
- ¥ @
|
Al

Man rechnet leicht nach, dass die im § 1 erklirte Methode von
FROBENIUS genau diese zwei Ldsungen fiir

I/B—ri: Ti Yi Tl—l

liefert. Der erste Schritt bei der Ermittlung aller Matrices VB fiihct
somit auf die Bestimmung von V B:‘ fir jedes der Felder B,, von (9).

§ 3.

Ein wesentlich anderes Verhalten zeigen die zum Eigenwerte Null
gehorigen Felder B] und B}. Gehen wir anolog (14) von

0 1 | iOOI
| ‘
vo=| O | Lovp=| 001 (17)
] ‘ 0
: ‘ |

aus, dann fiihrt die Transformation von (Y?)? in die Normalform N? zu
folgendem Resultat:
1. Ist s5;,—2, dann ist N? die zweidimensionale Nullmatrix ;
2. Ist s,=3, dann czerfillt N? in die eindimensionale Nullmatrix
0 1
und ‘

‘01

3. Bei s,=4 zerfdllt N? in zwei Felder der Gestalt

Vy—p VOnQ, bzw.

s;—e Dimensionen, beide von der Gestalt (11); fiir o kann dabei einer

der Werte
S — 1
23 [25]
vorgeschrieben werden.

Alle Felder N? mit der Nullmatrix Y? zusammen miissen dann mit

B°=B + B +...+ B + B

4. Bei s,>4 zerfillt N? in zwei Felder NSF und N?
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(vgl. (9)) iibereinstimmen. Soll also ein Y° existieren, wofiir (Y°)? mit

B® &hnlich ist, dann miissen sich die » Felder B?, BS‘, ..., B und die
1 2 v

o Nullen von B? so zu Paaren ng' Nfs__P zusammenfassen lassen, dass

nach den eben genannten Zerféllungsregeln Normalformen N? aufgebaut
werden konnen. Geht dies, dann existiert zu jedem

N°=N°_ + N°

i, s5;i—7
eine s-dimensionale Normalmatrix Y? mit
TO(Y)2(TO—'=N° , TOYO(TO)—'=V'NO. . . (18)

Mit diesen T° und den T; von (l5) ergibt sich dann eine nicht-
singuldre Matrix
T=T+T,+.. +T.+2T7?
wofiir TY?T—' =B gilt. Nach (13) folgt S—= T-'R und
X=R'TYT'R. . . . . . . . (19

ist dann die allgemeinste Lésung von X?=A.
Wir filhren noch zwei Beispiele an.

aZ
1. X?=A mit A= a? 1 ||. Hier haben wir vier Lésungen X:
aZ
+a —a [ + a f —a
1 1 1 1
te 2 T g % 2l Nzl
+a +a —a| —a

Die Methode von FROBENIUS liefert nur die erste und vierte dieser
Waurzeln.

01
2. X?=A mit A=| 0 hat keine Losung.

1
0

Schliesslich sei bemerkt, dass die obige Methode leicht alle von + A
verschiedene Wurzeln der Gleichung X? — A? liefert und dass analoge
Uberlegungen auch zur allgemeinen Loésung von X™—=A mit m > 2
fiihren.





