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u + i V = (IJ (t) + i t a ngewendet , ist dann für jedes t ~ 0 und jede~ 

positive in G· liegende II 

(10) 

also 

Das Integral linkerhand strebt. wegen der Konvergenz des in (9) vor­
kommenden Integrals , bei unbeschränkt wachsendem t nach Nul\. Folglich 

strebt auch die rechte Seite nach N uil. woraus hervorgeht ~~ ---7 0 für 
t 

t ---7 00, sodass tiJ (t) ;;;;: t für hinreichend grosses t. also (IJ (t) ;;;:; II + t füI' 
hinreichend grosses II ist. Wegen (10) hat man nun für hinreichend 
grosses u 

* _ 2(1) (t) 
1. (u) =-- Max -~ / - -/ 2 Max (IJ (t), 

o -=- t - u I U 2+112, I ~ (u+u + u)2+u 2 I 5 u o-=-t~ u 

Da das Integral in (9) konvergiert. konvergiert also auch das in (3) 

auftretende IntegraI. sodass die Voraussetzungen von Satz 2 erfüllt sind. 
also Satz I aus Satz 2 folgt. 

Mathematics. - Einige Ungleichungen bei bestim11lten Intewalen , Von 
J, G, VAN DER C ORPUT. 

(ColTImunicatcd at thc meeting of April 2, 1932.) 

Satz 1: Ist i17l Interva l! a < u < b (a dar! - 00 und b dart + 00 sein) 
die Funktion f( u) monoton nicht-abnehmend und ~ O. und haben in diesem 
Interval! g(u) IInd k(lI) integrierbare Derivierten mit 

g (u) ~ O. g ' (u) -> O. lim k (u) = O. k ' (u) -:::: O. 

dalw ist 

b 

.{((u) g' (u) k (u) du -

[alis das letzte Integral existiert , 

u_b 

b 

- j' (Min ((q)g(q))k'(u)du . 
• u --= q< b 
iI 

(I) 
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Vorbemerkung: Mit Min f(q) g(q), bezw. Max f(q) y(q) 
11 <; q < b /1 --.; q < b 

wird die un tere , bezw. obere Schranke von f (q) 9 (q) im Interva ll /I :S q < h 

gemeint. 

Beweis: Im Intervall (a, b) ist für jedes Zahlenpaar q und /I mit q 2; 11 

(/ <I IJ 

((q) 9 (q) --{(q).r g' (t) dt ·.f {(tl g' (t) dt -.r ((t) g' (t) dt. 

a lso 

" 

Min ((q) 9 (q) 
u-o q < b 

j'((t) g' (t) dt. 

mithin 

h h IJ 

- j' (Min ((q) 9 (q)) k' (u) du _ - - j'k' (u) du ['((t) g' (t) dt 
• u ' q < b •• 
6 ft i1 

b b b 

= - j'{(t) g' (t) dtJ k' (u) du J'{(t) g' (t) k (t) dt. 

t a 

Satz 2: Ist i/ll Interuall a < /I < IJ (a darf - Cl) /lnd b darf -I- Cl) sein) 

((u) /Il onoton nicht -:: lInehl1l end /lnd ~ O. /lnd haben in diesel1l Intervall die 

Fllnktionen g (ll) lInd k(ll) integrierbare Deriuierfen mit 

lim 9 (u) = O. g' (u) :=- O. k (11) :;:';: O. k' (u) -~ O. . . (2) 

d alln ist 

h h -J' (Max ((q) 9 (q)) k ' (u) du :::-;: [((u) g' (u) k (u) duo 
a < q -=-- u • 

a 

falls d as /et zte Intergra/ existiert. 

Beweis : M a n ersetze im Beweis von Satz I das Zeichen ;:;:: durch :S , 
él uszer dem ers ten Zeichen ~ , das durch das Gleichheitszeichen Zll ersetzen 
ist; überdies erse tz e man das letzte Gleichheitszeichen in Beweis von 
Satz I durch ;:; , und schliesslich noch 

Min durch 
u :~ q < b 
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Satz 3: Ist im Interuall a < II < b (a dart - (Jj lInd b dart + (Jj sein) 
((u) monoton nicht-Ztlnehmend und ~ 0, und haben in die sem Intervall 
g(u) und k(lI) integrierbare D erivierten mit 

g (u) -c-: 0, g ' (u) ~ 0, firn k (u) = 0, k' (u) -: 0" . . (3) 
11--+-~1 

dann ist 

b b -f [(u) g' (u) k (u) du · ~fa ~~i: u [(q) g (q)) k' (u) du, 

a 

[a lis das letzte Integral existiert . 

Beweis : Wird 

u=a+b-U, q = a + b- Q, [(u) = F(U), g(u) = G(U), k(u)= K(U) (4) 

gesetzt , dann ist nach Satz 1 

b b -f [(u) g ' (u) k (u) du = j'F (U) G' (U) K (U) dU . . 
b b 

- f' (~in F(Q)G(Q))K' (U)dU = ( (Mi,! [(q)g(q))k' (u)du . 
• U -=-. Q < b • a < q - u 
• • 

Satz 4: Ist im Inten 'all a < u < b (a dart - (Jj und b dart + (Jj sein) 
Hu) monoton nicht-abnellTnend und ~ 0, und haben in diesem Intervall 
g (lI) lInd k (u) integrierbare D erivierten mit 

g' (u) - - o. k (u) ~ 0, k' (u) ~ 0. . . (5) 

dann ist 

b b 

j ' (Max [(q) g (q)) k' (u) du -= - f[ (u) g ' (u) k (u) duo 
u -= q < b . . 

[alls das letzte Integral existiert . 

Beweis: Werden U. Q, F. G und K durch ('I) definiert. dann ist 
nach Satz 2 

b b 

j' (Max [(q)g(q))k' (U)dll =- j' (Max F(Q)G(Q))K' (U)dU 
• u -= q < b a < Q -= U . . 

b b . J F (U) G' (U) K (U) dU = - J' [(u) g' (u) k (u) duo 

• 
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Satz 5: Es sei im InterIJall a < 11 < b (a darf - CJ:) Ilnd b darf + CJ:) 

sein) F(Il) ;:;: 0, und es mögen in dicsem Inten'all g(u) IInd k(rr) integrier­
bare Deril'ierten besitzen. 

Gilt stets (1) . d ann ist 

I· b 

j ' .(Min F (q)) g ' (u) k (u) du :- - j' i Min F (q) 9 (q)) k ' (u) du: . (6) 
u -=_ q < b , u ~ q < b 

a ;, 

iJilt stets (2), dann ist 

b b 

- j' (Max F (q) 9 (q)) k' (u) du -~ J' ~Max F (q)) g ' (u) k (u) du; (7) 
• a < q ~ u u -____ -:. q < b 
• n 

g ilt stets (3) , dann ist 

b b 

- j' (Min F (q) ) g ' (u) k (u) du ~ _ j' (Min F (q) 9 (q) ) k' (u) du. (8) 
• a < q ~u • a < q ~ u .. . 

rrnd g ilt ste fs (5), dann isf 

b b 

J'u ~:< b F (q) 9 (q) ) k' (u) du ~--C -.1 'B ~~a~ u F (q) ) g' (u) k (u) du o (9) 
iI a 

}edesmal natürlich unter der Voraussetzrmg, dass da s rechterhand auf­

tretende Integral existiert. 

Beweis : Man wende 

Satz 1 mit ((u) = Min F (q) ; 
u -== q<b 

Satz 3 mit ((u) = Min F (q); 
a < q ~ u 

a n. 

Satz 2 mit ((u) = Max F (q); 
u -== q < b 

Satz ... mit ((u) = Max F(q) 
a<q -== u 

Satz 6: Es mögen die Funktionen Nu), g(u). h(u) rmd k(u) im Inter­
l'all q < 11 < b (a darf - CJ:) llnd b d arf + CJ:) sein) so gewählt werden, 
dass g(lI). h(u) und k(lI) integrierbare Ableitungen besitzen, und 

((lI) ,> O. lirn 9 (u) = O. g' (u) ----:: O. lirn h (lI) = O. h' (u) ~ O. k (u) ==- 0 
u-+-a u ~b 

ist. 
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Behauptungen: 1. l st s tets k' ( II) ~ O . d ann ist 

b b b 

j
' (Max f(q)g(q)h(q))k ' (II)du ' - - j' (Max f(q))g ' (u)dufh'(t)k(t)dt, 

• u ' q < b .lc __ q <b. 
a iI 11 

angenomm en. da ss d as Integral rechterhand existiert . 
2. Ist stets Ic' (u) <5, O. dann ist 

b b fI 

- j' (M~ f(q)g(q) h(q)) k'(ll) du ---=-- - j' (i\1~ {(q))h'(u)du(g'(t)k(t)dt, 
'- a < q . u • a < q - u J 
ti II d 

I'Orallsgeset::t . dass das rechts au ftr etende Integral existiert . 

Beweis: 1. Es sei stets k' (11) ~ O. Erse tzt man g (11) dureh h (u). dann 

gilt (5) . sodass naeh (9) . mit F(lI) = f(u) g(lI) a ngewendet. 

b 

j
' (Max . f(q) g (q) IJ (q)) k ' (u) du ==-- 1 

• u '--- q < b 
ft 

- j~ (M~~ f(q) p (q)) h ' (u)k(u) du \ 
• a < q -- 11 

. (10) 

ist. Ersetzt man k(u) dureh 

I> 

- . j h ' (t) k (t) dt, 

dann wird k'(u) dureh h'( lI) k(u) ersetzt. l1nd dann gilt (2) . sodass nach 

(7). mit F(u) =- f (lI) a ngewendet. 

" -- j' (M~x f(q) g (q)) h ' (u) k (u) du =- I 
'- a < q -=- II 
• 

b b ~ 

- j' (l!ax {(q))g ' (Il)duj'h' (t) k (t) dt' 
, 11 -: q < b • 

. (11) 

G 11 

ist. Au s (10) und (1 1 ) folgt die erste Behauptung von Sa tz 6. 
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2. Es sei stets k'(u) :<: O. D a nn gilt (2) . soda ss nach (7). mit 

F(u) = f(u) h(u) a ngewendet. 

- fb, (Ma.; f(q) g (q) h (q)) k' (LI) dil =- 1 
.~ a < q ----' II 

,Ju IJjJ:~ b (Iq) h Iq)) g' lu) klu) du \ 

ist. Erse tzt ma n g (1I ) durch h(1I). und k(1I) durch 

" 

.1' g' (t) k (t) dt, 

(\ 2) 

dann wird k'(1I) durch .q'(1I) k(u) erse tz t . und d a nn \lilt (5) . sod a ss nach 

(9) . mit F(1I) =-= [(11) a ngew endet. 

" 1 j' (Max f(q) h (q)) g' (LI) k (11) du :..:...-
• u ~ q < b 
EI 

- j': (Ma:; f(q)) h' (u) dil j'!g' (t) k (t) dt \ 
a < q~ lI • 

;j EI 

(13) 

is t . Aus (1 2 ) und (1 3 ) fo lgt di e zweite Beha uptun\l von Sa tz 6. 

Satz 7: E s seicn c IInd (f positiu: es sei 1')(11) ?' 0 fiir 11 > c. lInd ('5 

bezeichne k(lI) für 11 > c ein e positiue Fllnktion lIIit integrierbarer Ableitlln g. 

Behauptungen. I . I s t fii ril > estcts k' (11) "" 0 '11 nd 11,1 (0 , (11) lII onotOI1 
nicht-abn ehm end. da nn is t . 

J;" , - j ~W (lI) 
(Max (I) (q) ) k (u) dil ' (J - k (lI) dil , 

• q - u • u 
(14) 

(' C 

l al!s d as let :: t c Inteqral existiert . 

2. 
W(LI) . 

I s t für 11 > c stets k' (11) "" 0 IInd - . 1II 0 11 0t0 l1 TII cht-z ul1 ehlllend. 
lI " 

/j nd auszerdem 
LU (LI) 

k'(II) im Interva l! c < u :;;:; 2c integrierbar. d a nn is! 
LI'< 
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'" 

j '(J\.!ax w (q) ) k' (u) du -· 
q~ u .. 

je:' W (u) -J"" W (u) I (/3 + 1) - - --"'- - du + c ' - ; k (u) du, 

( j' dt )2 U 
~ u

3
k(u) • t 2 k(t) c 

I 
\ (15) 

fa lis das erste Integral rechterhand existiert (das S chlllssintegral existiert 

dann auch). 

3. Ist fiir II >C stcts k' (II) < 0 Imd w(u) monoton nicht·::llnehrnend. 
u ~; 

dann ist 

J~ I · f~cu (u) 
- (Max (I) (q) ) k (u) du -. iJ -- k (u) du + cu (c) k (c), 

c< q ---- u • u 
. (16) 

c 

falls das Integral rechterhand existiert (mit w tc) k(c) wird der Grenzwert 
lirn W(II) k(lI) gemeint. der eldlich vorausgesetzt wird). 
u_c 

4. Ist fiir 11 > estets k' (II) <; 0 lInd 11 ; 0)(11) m onoton nicht-abnehmend. 

dann ist 

/Jorallsgesetzt . dass das letz te Integral existiert. 

Vorbemerkung: Jede dieser vier Behauptungen liefert insbesondere die 
Existenz des linkerhand auftretenden Integrales. 

Beweis : 1. Aus Satz 4. mit 

a = c, b = 00, ((u) = u'' W (u) und 9 (u) = u-''l 

angewendet . folgt (14) . 
2. Die erste Behauptung von Satz 6, mit 

a = c, b =00, 
w (u) u'' - c,; 

((u) = ---0- . 9 (u) = - - -
u'' '" 

J' dt 

t2 k (t) 

J
OO

, dt 
und h (u) = t2 k (t) 
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angewendet. gibt 

J
""( q~ - C" ) , -=-J"" co (u) , { ""dt Max co (q) - - 0- .k (u)du - -~_ . 9 (u) du 2" 

q :-= U q" U t 
eC U 

. (18) 

J""CO (U) , = é +1 9 (u) du o 

c 

Wegen 

JOC dt -= 1 J"" dt _ 1 
t2 k (t) = k (u) t2 - u k(u) 

u u 

ist 

, _ (3 U~- I u ,3 - Cl' 1 

9 (u) - J-"'--;;;- + (J"" dt )2' U 2 
k (u) 

t2 k (t) t2 k (t) 
u u 

< ((3 +1) 

(Ji'" dt )2 
k (u) t2 k (t) 

u 

sodass aus (18) folgt 

J ""(Max co (q) . q {l /~) . k' (u) du -= ((3+ 1)1"" co ~) duo 
q =- u q 3 (J dt )2 

c u k(u) t2 k (t) 
c 

(19) 

u 

wo das letzte Integral nach der Voraussetzung exis tiert . Folglich ist 

J (MaX co (q) ) k' (u) du -= 21l 1 lJ""(Max co (q) q {l I' cf< ) k' (u) du i 
q =- u q=-u q 

k k 

-= (3 + 1 I"" co ~) du o j' 
- 2{l -1 (Jo dt )2 

c u
3
k(u) u fI{t) 

(20) 

23 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXV. 1932. 
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sodass aus der Existenz des letzten Integrales hervorgeht. dass auch das 
erste Integral in (20) existiert. Aus (19) folgt dann (15) wegen 

J""(Max w (q) . C~3 ) . k' (u) du = C{3J"" w \u) k' (u) du o 
q~u q u 

c c 

3. Satz 2. mit 

a=c. b=oo. f( ) - w (u) 
u - u il • 

angewendet. gibt 

- f""( Max w (q). q J3 (3 c!3 ) . k' (u) du -= fJ (w (u) k (u) duo 
• c < q -= u q J u 
c c 

sodass die dritte Beha uptung aus 

-J';"( Ma~ w ~() c~ ' ) k' (u) du -= - w ~~) . c!3J""k' (u) du 
c < q - u q ,/ c 

c c 

-=- W (c) k (c) 

folgt . 
4. Ich unterscheide zwei verschiedene Fälle. je nachdem k (c) endlich 

ist oder nicht. Ist k (c ) unendlich, dann wende ich die zwei te Behauptung 
von Satz 6 mit 

u 

a = c. b = 00. f(u) = uil w (u). g (u) J k~~) und 
u-/3 

h(u)= - u -

Jdt 
k(t) 

• 
an . und ich setze dann J = O. Ist k (c) endlich. dann wähle ich irgend eine 
positive Z ahl J. setze im Interval 0 < u < c w (u) = O. und definiere in 
diesem Intervall die Funktion k (u) so, dass sie eine integrierbare Ableitung 
:;;;; 0 besitzt. und 

c 

J' dt =- 1 c 
k (t) = 1 + b . k (c) 

. . (21) 

o 

ist ; ich wende dann die zweite Behauptung von Satz 6 mit 

u 

J dt u-il 
a=O. b=oo . f(u)=u ll w (u). g(u)= k(t) und h(u)=-u-

o J dt 
k (t) 

o 

an. 
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In beiden Fäl1en bekomme ich 

- j~ (Ma~ w (q)) k' (u) du ~ -J~ w' Ct! (u) h' (u) duj;'dt I 
• c < q = u 
c c 0 

= -Ju'" W (ui h' (ui du \ 

(22) 

c 

Wegen 

u u 

J dt """"- j' dt < u 
k (t) = k (u) = k (u) 

(a ist 0 oder c, je nachdem k (c) endlich oder unendlich ist), ist 

fJ Il-(l- I u-,s 
-h'(u)= +---- . u u 

_ 1_ -=: (fi + 1) u-" 

k (u) = (J~ dt )2 
. (23) 

J dt ( f' dt)2 
k (t) • k (t) k (u) Ic(t) . a 

Ist k( c) endlich. dann ist für jedes 1I ~ C wegen (21) 

. . (24) 

und ist k (c) unendlich, dann gilt diese Beziehung mit dem Gleichheits­
zeichen. Aus (22), (23) und (24) folgt 

- jc~~a= UW (q)) k' (u) du 
c 

~, (I+(W(f3 + 1) (00 uw(u) u du, 

( 
c J' dt )2 

. ' k (u) k (c) + k (t) 
c 

wo (~ = 0 oder beliebig positiv ist. Hiermit ist (17) bewiesen. 

Satz 8: Es sei c>O und y> O, und es sei w(u) ;:;;: O für u>c. 

Behauptungen: 1. Ist es möglich eine positive Zahl f3 so zu wählen, 

dass w (I~) monoton nicht-zunehmend ist, dann ist 
u 

r j(M,;: W (q)lu'- ' du ~ (P+ 3r+2 V, (P + r))I" (ui u'- , du. (251 
c q = c 

23* 



344 

faUs das letzte lntegral existiert, und 

~ ~ 

yJ (Max w (q) ) u- l'- I du --=:::: fJJw (u) u-l'- I du + w (c) . Cl'; • (26) 
c < q -= u 

c c 

für (26) wird nicht nur die Existenz des rechterhand auftretenden lnte­
grales, sondern auch die Existenz des endlichen G:enzwertes w (c) == 
= lim w (u) vorausgesetzt. 
u~c 

2. lst es mäglich eine positive Zahl fJ sa zu wählen, dass uf3 w (u) 
monoton nicht-abnimmt, dann ist 

~ ~ 

yJ (Max w (q)) u l'- I du --=:::: fJJw (u) u l'- I du 
q C=> u 

c c 

angenommen, dass das letzte lntegral existiert, und 

. (27) 

y j (Max w (q)) u-l'- I du --=:::: (fJ+2y+2 V y (fJ + y )) jw (u) u- l'- 1 du, (28) 
c c<q --=:::: u c 

faUs das letzte lntegral existiert. 

Beweis: I . leh wähle eine Konstante 'f} > (3 + y . Die erste Behaup­
tung von Satz 6, mit 

a = c, b = 00, ((u) = u-{3 w (u), g (u) = u'l- c", h (u) = u{3- ~ 

angewendet , gibt 

Y Max w (q) 9-.!- u l'- I du --=:::: J!'"( YI YI ) 
q C=> u q 

c 

c 

= 1] (1]-fJ)J"'w (u) u l'- I du o 
1]-(3-"( 

c 

Für q :?' u :?, eist 

also 

w (q) _ w (q) 1 --=:::: w (u) 1 --=:::: w (u) 
~ -7 . q r, - p = 7 . qYj-il = ---c;I' 

und k (u) = ul' 

y j(~: "'q\q) . ê' ) u'-, du = y f'" (u) u'-, duo 

c c 
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sodass aus (29) folgt 

1'J~(MaX w (q) ) u'Y-1 du -<::: (17 (17-f!l + 1')J"'W (U) U'Y-1 du, 
q ==- U 17-(3-1' 

c c 

gültig für jedes 'fJ> (3 + 1'. Diese Forrnel verwandelt sich in (25), wenn 

17 = (3 + l' + VrUf+0, also 'fJ ('fJ-(3) + l' =,8 + 3" + 2 V y ((3 +0 
'fJ-(3-y 

gewählt wird. 
Aus Satz 2, rnit 

a=e, b=oo, f(u)=u- i3 w (u), g(u)=U"-ef', k(u)=u-i' 

angewendet, geht hervor 

rJ"'( Max w (q) q~l C~) U-i'- I du -=::: (u-Il w (u) . (3ull- 1 . u-'Y du 
e< q -<::: u q J 

c c 

'" 
= (3 J w (u) U- i'-I du, 

c 

woraus (26) wegen 

y f""( Max w (i) c~) u-'Y-1 du = y w ~c) C13J"'U-'Y-1 du = w.(c) 
• c < q -=::: u q c ei' 
c c 

folgt. 
2. Satz 4. rnit 

a = e, b =00, f(u) = Uil W (u), g (u) = u-Il, k (u) = u'Y 

a ngewendet. gibt (27). 
Urn schliesslich (28) zu beweisen, wähle ich eine positive Zahl 17> y, 

und setze w (u) = 0 für 0 < u < e. Nach der zweiten Behauptung von 
Satz 6. rnit 

a = 0, b = 00, f(u) = uil w (u), g (u) = ur., h (u) = u-Il-'Ij und k (u) = u-'Y 

angewendet. ist 

'" 
l'J (Max w (q)) U-i'-l du -= 

e< q -<::: u 
c 

J:il w (u). (f1 + 'fJ) u-Il-Yl-1 duj'fJtr.-1 t-r . dt= '7 ~~y 'fJ)jw (u)u-r- I du, 

o c 
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gültig für jedes /1> ;', Hieraus folgt (28) . wenn 

/] = l' + 1/ ), (fi + 1'). 

gewählt wird. 

al50 ') (p + 1]) = P + 21' + 2 V y (fJ + y) 
1]-1' 

Verallgemeinerungen der in dieser Arbeit vorkommenden Resultate auf 
unendlich e Reih en und auf mehrfache Integrale überlasse ich dem Leser. Ich 
nenne hier nur die Ergebnisse bei unendlichen Reihen. die der Vorbe­
merkung von Satz 7 entsprechen . 

Satz 9: E x istiert eine positive Zahl p. derart dass n il W n (n ganz ;;;; 1 ) 

monoton nicht-abnehmend ist . sind W n. kn und kn+l - kn stets ;;;; 0, und 
konvergiert 

i CV n kno 
11 = I n 

dann ist 
00 

I (Ma x W q ) • (kn + 1 - kn) 
n = J 

gleichfalls konvergent . 

Satz 10: Existiert ein e positive Zahl p. derart dass w~ (n ganz ;;;; 1) 
n 

monoton nicht-zunehlllend ist, ist stets W n ;:;; 0, k n > 0 und kn+1-kn ;;;; 0, 
und konvergiert 

00 

dann ist I (Max wq ) (kn + l-kn) 
n = 1 q - n 

gleichfalls konverge nt . 

Satz 11: Existiert eine positive Zahl p. derart dass w~ (n ganz ;;;; 1) 
n' 

monoton nicht-zunimmt, sind W n. kn und kn - kn+l stets ;;;; 0, und kon­
vergiert 

i W
n kn . dann ist .2' (Max W q ) (kn - kn+1) 

n = 1 n n = 1 J-=-q -=-n 

gleichfalls kon verge nt . 

Satz 12: Existiert eine positiue Zahl {J , derart. dass nl'wn (n ganz ;;;; 1 ) 

monoton nicht-abnimmt. ist stets W n ;;;; O. k n > 0 und k n - kn+l ;;;; 0, und 
{wnvergiert 

00 

dann ist I (Max w q ) (kn-kn+l ) 

n = 1 l -=-q= n 

gleichfalls konverge nt . 




