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U4 iV=-w(t) it angewendet, ist dann fiir jedes ¢=0 und jedes
positive in G* liegende u

. ) 2w ()
7 (u) Vet e Vato@rie (10)
also
2.1 2‘1
f 7* (u) du - o 2,,,(,,)77”, ‘du: ? = = “),,(,t");: ==,
) @2+ 2V 2t + wlf) +r2 V51 (2t4-w (£)) £

t

Das Integral linkerhand strebt. wegen der Konvergenz des in (9) vor-
kommenden Integrals, bei unbeschrankt wachsendem ¢ nach Null. Folglich

strebt auch die rechte Seite nach Null, woraus hervorgeht il)—t(t—) —0 fir

{— o, sodass o(t) =t fiir hinreichend grosses t, also w (f) <u -}t fir
hinreichend grosses u ist. Wegen (10) hat man nun fiir hinreichend
grosses u

2w (t) 1 1

Z* (u) = == Max = e e e S Max (0] (t).
0=¢t=—ul u2+112 I (u+-utu)*+u? T 50 0=t u

Da das Integral in (9) konvergiert, konvergiert also auch das in (3)
auftretende Integral, sodass die Voraussetzungen von Satz 2 erfiillt sind.
also Satz 1 aus Satz 2 folgt.

Mathematics. — Einige Unglezchungen bei bestimmten Integralen. Von
J. G. vaN DER CORPUT.

(Communicated at the meeting of April 2, 1932.)

Satz 1: Istim Intervall a<<u<b (a darf — «w und b dar| 4 « sein)
die Funktion [(u) monoton nicht-abnehmend und > 0, und haben in diesem
Intervall g(u) und k(u) integrierbare Derivierten mit

g ~0. g -0, lim k(=0 Kk@=0 . . . ()
dann ist
] ;
[ g whwda- — [ (Min f(@)g(@)K w du,
. Ju=q<b

[alls das letzte Integral existiert.
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Vorbemerkung: Mit Min  [(q) g(q). bezw.  Max  [(q) g(q)
u=q<>b ll‘a;q<b
wird die untere, bezw. obere Schranke von [(q) g(q) im Intervall u~ q<<bh
gemeint.

Beweis : Im Intervall (a, b) ist fiir jedes Zahlenpaar g und u mit q-u

fdg (@ fla) [f 0 de f(t (6 dt
also
Min  f(@)g () -j'fmq'(r)dt
u- q<b .
mithin
_ J (Min f(q)g(q))k'(u)dul'—j'k’(u)du {f(r)g'(r)dr
¥ wTgLb '

b

=— j Fl) g (o) de [k/ () dt = j F(6) g’ () k(0 dt

T
a

Satz 2: [Ist im Intervall a<<u<b (a darf — « und b darf + « sein)
[(u) monoton nicht-zunehmend und = 0. und haben in diesem Intervall die
Funktionen g(u) und k(u) integrierbare Derivierten mit

lim g(u)=0, ¢g'(u) =0, k(u) =0, kK'(u)--0,. . . (2
dann ist
— [ (Max f q)) k' () s = f "l 7 ) il
a < q—= o

a

falls das letzte Intergral existiert.

Beweis: Man ersetze im Beweis von Satz 1 das Zeichen > durch <,
auszer dem ersten Zeichen >, das durch das Gleichheitszeichen zu ersetzen
ist; iiberdies ersetze man das letzte Gleichheitszeichen in Beweis von
Satz 1 durch =, und schliesslich noch

Min  durch Max
u:—-q<b a<q—u
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Satz 3: Ist im Intervall a<<u<b (a darf — « und b darf + = sein)
[(u) monoton nicht-zunehmend und = 0, und haben in diesem Intervall
g(u) und k(u) integrierbare Derivierten mit

g =0, g'(u) 0, Ulimk(u=0 ki(u -0, . . (3

u=—>a

b

»

» ff(u)g’(u)k(u)dw j (Min £(a)g(a) K (o) du
J a<lqu

o

[alls das letzte Integral existiert.

Beweis: Wird
u=a+b-U q=a+b-Q flu)=F(U) gu)=GU) kl)=KU) (4)
gesetzt, dann ist nach Satz 1

b

—fﬂu)g u—Jmu G/ (U)K (U)dU
~}' (Min FQG(Q)K U)dU= [ (Min fl@)g(a)k (o)du
U=Q<b Jalq=u

Satz 4: Ist im Intervall a<<u<b (a darf — w und b darf -+ = sein)
[(u) monoton nicht-abnehmend und >0, und haben in diesem Intervall
g(u) und k(u) integrierbare Derivierten mit

lim g (1) =0, g’ (u)=0, k(u) =0, k' (@) =0,. . (5
a=>b
dann ist
b

| Max F@)g (@)K (0 du =~ f Fu) g’ () k (w) s,
u=q<b

[alls das letzte Integral existiert.

Beweis: Werden U. Q, F. G und K durch (4) definiert, dann ist
nach Satz 2
b b

J' (Max £(q) g (@)K () du=— J (Max F(Q) G(Q)K (U)dU
u—q<b Ja<Q=U

::J'F(U) G (U)K (U)dU = — } £(u) g’ (W) k (u) du.
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Satz 5: Es sei im Intervall a<<u<b (a darf — o und b darf +
sein) F(u) =0, und es mégen in diesem Intervall g(u) und k(u) integrier-
bare Derivierten besitzen.

Gilt stets (1), dann ist

j' (Min F(q))g’ (k) du= — j (Min F(q)g (@)K (u)dus . (6)
u—q<b Jous q<b

gilt stets (2). dann ist

— [ Wax F@g@)K wWde [ (Max Fla)g' Wkiwdu: ()
a<q=u Ju T q<lb
gilt stets (3). dann ist

b b
—f (Min  F(q))g’ (u) k (u)du l (Min  F(q) g (q)) k" (u) du, (8)
. a/q.‘__u . a<q:,;ll
und gilt stets (5), dann ist

b

j (Max F(q)g(q))k (u)du= — j (Max Fla)g' )k (w) du. ()
Juq<b a<q™

jedesmal natiirlich unter der Voraussetzung, dass das rechterhand auf-
tretende Integral existiert.

Beweis: Man wende

Satz 1 mit f(uy= Min F(q); Satz 2 mit f(uy= Max F(q);
u=q<b u=q<b

Satz 3 mit f(u)= Min F(q); Satz 4 mit f(uy= Max F(q)
a<q u a<q=u

an,

Satz 6 : Es mégen die Funktionen f(u), g(u). h(u) und k(u) im Inter-
vall a<<u<b (a darf — » und b darf + « sein) so gewdihlt werden,
dass g(u), h(u) und k(u) integrierbare Ableitungen besitzen, und

f(zz)£0,ul_i_;n gw=0, g (u) =0, lim h(uy=0, h' (u)=0, k(u)=0

u=>b

ist.
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Behauptungen: 1. [st stets k’'(u) >0, dann ist

j | (Max f(@)glq)hlq) K () du — | " (Max flq)g'(w)du [ R(0)k () dt,
: U;~q<b : ll-—q<b “-»

angenommen, dass das Integral rechterhand existiert.
2. st stets k'(u) <0, dann ist

b u

. j " (Max fl@lg() M) K (u)du — } " (Max flg) W(u)du | o k() de,
Jalqou Ja<lq—u .

a

vorausgesetzt, dass das rechts auftretende Integral existiert.

Beweis: 1. Es seistets k’(u) > 0. Ersetzt man g(u) durch A(u), dann
gilt (5), sodass nach (9), mit F(u)— [(u) g(u) angewendet,

b

[ (M f(q)g(q)h(q))k’(u)du‘—)
Jouq<b

- j " (Max f(q)g (@) h (@k(u)du \

a<q--u

ist. Ersetzt man k(u) durch

— j K (0 k (¢) dt,

dann wird k’(u) durch h’(u) k(u) ersetzt, und dann gilt (2), sodass nach
(7), mit F(u)— [(u) angewendet,

b
,*,‘ (Max flq)g(q))h’ (u)k(u)du-
J a<q—u
(11)

b b

~[ (Max_Fla)g wau W (0 K (0) dt
Jou- q<b .

u

ist. Aus (10) und (11) folgt die erste Behauptung von Satz 6.
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2. Es sei stets k' (u)=0. Dann gilt (2). sodass nach (7), mit
F(u)=[(u) h(u) angewendet,

b

— [ (Max fla)gla)hla)k (W)du

a<q—u

b

[ Max £ g’ k@)
. u'__‘q<b

a

ist. Ersetzt man g(u) durch A(u), und k(u) durch

J g’ (0 k () de,

dann wird k’(u) durch ¢’(u) k(u) ersetzt, und dann gilt (5), sodass nach
(9), mit F(u) - [(u) angewendet,

b

f(Mu ﬂmmwmwwumw;)

u—q<b
(13)
ﬂ[<Mw Fla) b () du [ g @k (0 de
J a<q—u )

ist. Aus (12) und (13) folgt die zweite Behauptung von Satz 6.

Satz 7: FEs seien ¢ und f§ positiv; es sei w(u) >0 fiir u>c, und es
bezeichne k(u) fiir u> c eine positive Funktion mit integrierbarer Ableitung.

Behauptungen. 1. [st fiir u> ¢ stets k'(u) > 0 'und u® o (u) monoton
nicht-abnehmend, dann ist , .

J'(Ma.\—m(q))k'(u)du- /:"‘“(")k(u)du, L. (19)
J g u . u

[ ¢

Jalls das letzte Integral existiert.
. w(t .
2. st fir u>c stets k'(u) >0 und L(;I) monoton nicht-zunehmend.

u®
w (u)
-

und auszerdem K'(u) im Intervall ¢ <<u<=2c integrierbar, dann ist
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[ (Max o (@) ) K (u) du-
o q:,::u
v - - (15)
(ﬁ“)J o gy J ——(ﬁ*)k' () du,

- 113-/;-(11)(‘}#(’1:( ))2 8

[alls das erste Integral rechterhand existiert (das Schlussintegral existiert
dann auch).

3. st }iir u>c stets k'(u) <0 und —@) monoton nicht-zunehmend,
u’
dann ist

[

_ J (Max w(q)) k'(u) du /::f""(”)k(u)du+w(c)k(c), .. (16)
c<q—u . u

c

falls das Integral rechterhand existiert (mit w(c) k(c) wird der Grenzwert
lim w(u) k(u) gemeint, der eldlich vorausgesetzt wird).

uéc vl - bl .
4. st fiir u> c stets k’(u) <0 und u’ w(u) monoton nicht-abnehmend.
dann ist

uw (u)

du, (17)

« c 3 dt \?
S (5 + [ 1)

vorausgesetzt, dass das letzte Integral existiert.

— (Max w(q))k' (u)du = (84 1) JO:
c<q u

Vorbemerkung : Jede dieser vier Behauptungen liefert insbesondere die
Existenz des linkerhand auftretenden Integrales.

Beweis: 1. Aus Satz 4, mit
a=c, b—=o, fluy=uv'w(@ und g)=u?

angewendet, folgt (14).
2. Die erste Behauptung von Satz 6, mit

und h (u) = J

a=c, b=ov, f(u):wl( 5 g (W)=

,_d_,ﬁ.
0

u —C
T dt
AJtzk()
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angewendet, gibt

f(cj,w_a’i,w(q)q'q )Ok’(u)d =

dt
dzfj i

u

w(u i
-J wii1d g’ (u)d

(18)

T

Wegen
tdt 1 dt 1
jﬂk(t):mj ~ uk(u)
ist

p—1 B — ¢
g (w) = e . um ) 2,:(u)

todt todt

Jtzk(t) (J t?—k(t))
L ——

k) U ok (t))

sodass aus (18) folgt

0o

f(Mixw(q).qaq”ﬁc—’a).k'(u)duf(ﬁﬂ) © () du, (19
- o f7ivm)

¢ 2k (

wo das letzte Integral nach der Voraussetzung existiert. Folglich ist

B (B
J(q]VI_a.Ew(q))k (1) du = 1_ j(f;miw( )q—qlg—c—)k'(u)du

2c

~f+1 /" o (4) di
28 —1 , T dt \2
. u k(ll)(‘J ﬂ(?))

c

(20)

23
Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXV, 1932.
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sodass aus der Existenz des letzten Integrales hervorgeht, dass auch das
erste Integral in (20) existiert. Aus (19) folgt dann (15) wegen

i c? ’ _ “w(u) ’
J(‘Iz\lza;cw(q).?).k (u)du_cf»‘ka (ud) .

3. Satz 2, mit

a=c, b=o, fl)= “’u(:), g () =uf — ¢

angewendet, gibt

——f( <1VIax ) )ciq—‘—ac—ﬁ).k’(u)duéﬂfg)u(—u)k(u)du,
c<g=u .

sodass die dritte Behauptung aus

_( (@) 51 1 )y ,
f (cé‘f{’fu K d c‘*fk (u) d
:(U(C)k(c)

folgt.

4. Ich unterscheide zwei verschiedene Fille, je nachdem k(c) endlich
ist oder nicht. Ist k(c) unendlich, dann wende ich die zweite Behauptung
von Satz 6 mit

a=c, b=o0, f(u)=1u? @ (u), g(u) —f und h(u) =
dt
k(9
an, und ich setze dann d=0. Ist k(c) endlich, dann wihle ich irgend eine
positive Zahl 6, setze im Interval 0 <u<c w(u) =0, und definiere in
diesem Intervall die Funktion k(u) so, dass sie eine integrierbare Ableitung
<0 besitzt, und

dt>l c
kO 1 ().......(21)

0

ist; ich wende dann die zweite Behauptung von Satz 6 mit

a=0 b=oo, fly=uv’w f— und h (u) = _ﬁ—

S

0

an.
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In beiden Faillen bekomme ich

—J' (Max o (q) ¥ () du(—fuﬁ o () I (4) du f'dr
:' C<q;u c 5
(22)
—_—_-—j‘u“' (u) A’ ( )dus
Wegen
de  (dt . u
ke) =) k(@) k()
(a ist 0 oder ¢, je nachdem k(c) endlich oder unendlich ist), ist
s —5 -3
Bt L A PR .kzﬁu);—“(wrl?,"'— . (23)
de (e INEA
f k(@ (.f o) 9(J o)
Ist k(c) endlich, dann ist fiir jedes u > c wegen (21)
tde _ (de fde 1 ye | (dey
k(t)—,f k() +_J k(t)71+(50k(c)+‘Jk(t)\' v 124
a 0 c c

und ist k(c) unendlich, dann gilt diese Beziehung mit dem Gleichheits-
zeichen. Aus (22), (23) und (24) folgt

— Max w(q)) k' (u) du
c< q=

%

(4 /

u

i)

wo 0 =0 oder beliebig positiv ist. Hiermit ist (17) bewiesen.

u ’

Satz 8: Es seic>0 und y >0, und es sei w(u) =0 fiir u>c.

Behauptungen: 1. Ist es mdglich eine positive Zahl f so zu wéhlen,

w (u . . .
d. (3) monoton nicht-zunehmend ist, dann ist

ed

f(Max © (q))u du= (ﬁ+3y+2l/y(ﬂ+y)j o (@) ur du, (25)
q—u
25"
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[alls das letzte Integral existiert, und

yj‘céﬂggu w(q))u"'du= ﬂfw (Wu"'du+w(c).c”; . (26)

fiir (26) wird nicht nur die Existenz des rechterhand auftretenden Inte-

grales, sondern auch die Existenz des endlichen Grenzwertes w(c)—

= lim w(u) vorausgesetzt.
u=>c
2. Ist es mdglich eine positive Zahl f so zu wdihlen, dass u® w (u)

monoton nicht-abnimmt, dann ist

o

f(Maxw(q)uV—‘du<ﬂf Ww—du . . . (27)
q=u

angenommen, dass das letzte Integral existiert, und

oo

?’f (Max o (q)u=7""du=(8+2y+2Vy (B + (ﬂ+y))J (@) u=7=" du, (28)
c<q=u c

[alls das letzte Integral existiert.

Beweis: 1. Ich wihle eine Konstante > f 4 y. Die erste Behaup-
tung von Satz 6, mit

a=c, b=, fu=uvrto@W), g=u—c, h@=u

und k(u) =u”
angewendet, gibt
7J (Max w (q) qn—_qﬂ) u”du =
o q;u q
_ f 5 o ) e el f (B—n) 65—, o dt\ (29)
2 "o (a) - da

1—F—

Fir g=zu=c ist
0l@_old 1 _o@ 1 _oW

3

q" qﬁ £ q'n—ﬁ u® qr.—ﬁ: cn '

Yf(Maxcﬁq(T(n.c‘ﬂ)uV—' dué}'fw(u)lﬂ"‘du.
q=u .

<

also
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sodass aus (29) folgt

L

4! gVIax o@) e de= (10 47 [0 wdo

c c

giiltig fiir jedes > f 4 y. Diese Formel verwandelt sich in (25), wenn

n=B+r V7T, also :%(_i;;%+7=ﬁ+37+2l/7(/3+7)

gewdahlt wird.
Aus Satz 2, mit

a=c, b=ow, fl=uvto@ gu=u—c, k@=u"”

angewendet, geht hervor

00

J B o
yf( Max w(q) 1 ; ¢ )u‘V—‘ du Efu—ﬁw () . ful—' . u=7du
e g=n q

= ﬂfw (1) u=7—" du,

woraus (26) wegen

yj( Max i@q)c@) u7r-1 du:yw——,(ac)c-e [u—7—' du:w_(c)
c<q—=u 9 < « c”

L8
c c

folgt.
2. Satz 4, mit

a=c, b=o, f=uv*wW, gu=u? k@=u

angewendet, gibt (27).

Um schliesslich (28) zu beweisen, wihle ich eine positive Zahl >y,
und setze w(u) =0 fir 0 <u<c. Nach der zweiten Behauptung von
Satz 6, mit

a=0, b=o, fluy=dvPo(w), gu=u’' h(@=u"" und k(v =u”

angewendet, ist

y[ (Max o (q))u 7 du=
« c<q§u

fﬂe o (u). (B4 n) ur-n! dufnt"" t7 . dt= ﬁ:;__—’_y—mfw ()u=""'du,

c 0 c
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giiltig fiir jedes 5> ;.. Hieraus folgt (28), wenn

1(ﬂ+ﬂ)

n=y+Vy -+, also =p+2r+2Vy(B+7)

gewdahlt wird.

Verallgemeinerungen der in dieser Arbeit vorkommenden Resultate auf
unendliche Reihen und auf mehrfache Integrale iiberlasse ich dem Leser. Ich
nenne hier nur die Ergebnisse bei unendlichen Reihen, die der Vorbe-
merkung von Satz 7 entsprechen.

Satz 9: Existiert eine positive Zahl fi, derart dass n® w, (n ganz>1)
monoton nicht-abnehmend ist, sind w,, k, und k,;, — k. stets =0, und
konvergiert

§ ——=, dann ist 3 (Max wg) . (kns1 — ka)
=1 n n=1 q_'n

gleichfalls konvergent.

Satz 10: Existiert eine positive Zahl 8, derart dass w—; (n ganz > 1)
n

monoton nicht-zunehmend ist, ist stets w, >0, k, >0 und k,.,—k, 20,
und konvergiert

> — ::);"'—lfj, dann ist 3 (Max wg) (kn+1—kn)
:]n3kn(2 tZk) n:lq;‘;n

gleichfalls konvergent.

n

Satz 11: Existiert eine positive Zahl f§, derart dass a_),,a_ (n ganz 21)
nl

monoton nicht-zunimmt, sind w,, k, und k, — k.4, stets =0, und kon-
vergiert

s k", dann ist 3 (Max wq ) (kn — kn+1)

n=1 n n= ll"

gleichfalls konvergent.

Satz 12: Existiert eine positive Zahl i, derart, dass nw,(nganz=>1)
monoton nicht-abnimmt, ist stets w, =20, k, >0 und k, — k,+; =0, und
konvergiert

Y ——————, dann ist 3 (Max wg) (kn—kn41)

n=l1 O n=1 1= -
kn.(’flkt> -

gleichfalls konvergent.






