
Mathematics. - Eine Eigenschaft der Umlegungen. Von G. SCHAAKE. 
(Communicated by Prof. JAN DE VRIES). 

(Communica ted a t the meeting o f April 30, 1932.) 

§ 1. Für ei ne Umlegung in einem linearen n~dimensionalen Raume 
gilt die Eigenschaft, dass die Mitten der Strecken PP' (P und P' sind 
zugeordnete Punkte) in einem linearen (n - l )~dimensionalen Raume liegen. 

Diese Eigenschaft folgt für eine Umlegung in der Ebene aus dem 
Umstande. dass man für jede derartige Umlegung den einem Punkte P 
zugeordneten Punkt P' immer bekom men kann durch Spiegelung des 
Punktes P an einer bestimmten Geraden s und eine bestimmte Trans~ 
lation des gespiegeIten Punktes parallel zu s; auch können diese Spie~ 
gelung und diese Translation vertauscht werden. Der folgende geome~ 
trische Beweis der letztgenannten Eigenschaft ist von Prof. Dr. JAN DE 
VRIES gegeben worden . 

Die den Punkten A und B für eine Umlegung in der Ebene zuge~ 
ordneten Punk te seien bzw. A I und B' . Verschiebe A I B' durch die 
Translation. die A ' in A bringt; dann komme B' in B". Sei s' die 
Halbierende des Winkels BAB" und s die Gerade durch die Mitte der 
Strecke AA' parallel zu s' . Die Projektionen der Strecken AB und 
A' B ' auf s sind einander in Grösse und Vorzeichen gleich; die Abstände 
der Punkte A und A ' von s und auch die Abstände der Punkte B und 
B' von s sind einander entgegengesetzt und gleich. AB kann al50 durch 
eine Spiegelung an s und eine Translation parallel zu s in A' B' über~ 
geführt werden. 

§ 2. Dass für eine Umlegung im dreidimensionalen Raume die Mitten 
der Strecken PP' in einer Ebene liegen. folgt aus der Eigenschaft. dass 
man für eine Umlegung im Raume den einem Punk te P zugeordneten 
Punkt P' immer bekommen kann durch Spiegelung des Punktes P an 
einer bestimmten Ebene 0 und eine bestimmte Drehung des gespiegeiten 
Punktes. deren Achse senkrecht auf 0 steht (eventuell eine bestimmte 
Translation parallel zu 0); natürIich können diese Spiegelung und diese 
Drehung (oder Translation) wieder vertauscht werden. Für diese Eigen~ 
schaft geben wir ebenfalls einen geometrisch en Beweis. 

Eine Umlegung im Raume sei bestimmt von den drei Punktepaaren 
(A. A ' ). (B. B'). (C. C'). Wir verschieben A'. B'. C' durch die Transla~ 
tion. die A ' in A bringt; dann kommen B' und C' bzw. in B" und C". 
Nun betrachten wir die Halbierenden der Winkel BAB" und CAC" 
und ei ne Ebene. die durch diese (vielleicht zusammenfallenden) Geraden 
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geht. Die Abstände der Punkte B und B" und auch die Abstände der 
Punkte C und C" zu dieser Ebene sind einander entgegengesetzt und 
gleich. Folglich sind die Projektionen der Dreiecke ABC und AB"C" 
auf diese Ebene, weil sie die drei Seiten gleich haben, in ihr kongruent 
oder symmetrisch. 

Wenn sie in ihrer Ebene symmetrisch sind, so sind sie einanders 
Spiegelbild für eine durch A gehend~ Gerade t ihrer Ebene und dann 
sind die Dreiecke ABC und AB"C" auch einanders Spiegelbild für t. 
In diesem Fall sind die Projekt ionen der Dreiecke ABC und AB"C" 
auf jede Ebene durch t in dieser Ebene symmetrisch. Nehmen wir die 
besondere Ebene durch t, welche senkrecht steht auf der Ebene des 
Dreiecks ABC, so liegen die Projektionen von A, B und C auf einer 
Geraden, ebenso ' wie die Projektionen von A', B' und C'. Dann sind 
die Projektionen der Dreiecke ABC und A' B'C' also in der Projektions~ 
ebene auch kongruent. 

Es giebt folglich immer ei ne durch A gehende Ebene a', derart dass 
die Projektionen der Dreiecke ABC und AB" C", also auch die Projek~ 
tionen der Dreiecke ABC und AB'C' auf a' in a' kongruent sind . 
Dasselbe gilt für die Ebene a, die durch den Mittelpunkt van AA' geht 
und mit a' parallel ist. Überdies sind die Abstände von A und A', jene 
von B und B' und auch jene von C und C' zur Ebene a jedesmal 
einander entgegengesetzt und gleich, Durch eine Rotation urn ei ne auf 
a senkrechte Achse (eventuell eine Translation parallel zu a) kann die 
Projektion des Dreiecks ABC auf a mit jener des Dreiecks A'B'C' zur 
Deckung gebracht werden . Wenn A, B und C durch diese Rotation 

bzw. in A , B und C kommen, so sind A und A', B und B', C und C' 
jedesmal einanders Spiegelbild für a. 

Wenn AB und AB" in einanders Verlängerung fallen, und dies für 
AC und AC" nicht gilt, so wird die Halbierende bi des WinkelsBAB", 
die dann mit jeder durch A gehenden und zu BB" senkrechten Geraden 
zusammenfallen kann, unbestimmt, die Halbierende b2 ist dagegen bestimmt. 
In diesem Falie steht b1 nach einem bekannten Satze senkrecht auf BB". 
Wenn wir bi nicht mit b2 zusammenfallen lassen, so finden wir für a' 

die durch A gehende und zu BB" senkrechte Ebene; wenn aber bi mit 
b2 zusammenfällt, so sind die orthogonalen Projektionen von ABC und 
AB"C" auf jede durch bi gehende Ebene in dieser Ebene symmetrisch; 
wir finden auch so dieselbe Ebene a '. Wenn aber überdies AC und 
AC" in einanders Verlängerung fallen. so bilden sowohl die Geraden 
bI als auch die Geraden b2 einen Büschel; nun kann die Ebene a' jede 
durch A gehende Ebene sein. In diesem Falie ist die Umlegung die 
Spiegelung an der Mitte der Strecke AA'. 

Der Fall. dass bi und b2 zusammenfallen. ist schon behandelt worden. 

§ 3. Die Gültigkeit der im Anfang dieser Mitteilung genannten Eigen~ 
schaft für eine Umlegung in einem linearen n~dimensionalen Raume Rn 
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folgt schliesslich aus der Eigenschaft. dass man jede Umlegung in Rn 
erhalten kann durch auf einander folgende Ausführungen einer Spiegelung 
an einem in Rn liegenden (n- l)-dimensionalen linearen Raume Rn-I und 
einer zu Rn- I paraIleIen Bewegung. 

Wir beweisen die letztgenannte Eigenschaft durch vollständige Induktion . 
Dazu setzen wir voraus. dass sie für einen linearen (n-l )-dimensionalen 
Raum bewiesen sei. Nun bestimmen wir eine Umlegung in Rn durch 
Angabe der n Punktepaare (Aa. A 'a). (AI' A'l)' .... (An- I. A'n-I). Durch 
die Translation. die A'a in Aa bringt. kommen A'I' .... A 'n-I bzw. in 
A;' . .... A~_I' Wir denken uns nun die Halbierenden der Winkel 

AI Ao A;' . .... An_1 Aa A~_ I' und wir bringen einen linearen Raum Rn_1 
an. der diese n- l durch Aa gehenden Geraden enthält . Die Abstände 
der Punkte AI und A;'. der Punkte A 2 und A; .. ... der Punkte An_1 

A~_ I zu diesem Rn_1 sind jedesmal einander entgegensetzt und gleieh. 

Also sind die orthogonalen Projektionen von Aa AI ... An- I und von 
Ao A; ... A~_ I auf den angebrachten Raum Rn_1 entweder in diesem 

Raume kongruent oder symmetrisch. Wenn diese Projektionen symme
trisch sind. giebt es nach der Induktionsvoraussetzung ein durch Aa 
gehender im Raum Rn- I liegender Raum Rn-2 derart. dass die Abstände 
der projizierten Punk te AI und A;'. der projizierten Punk te A 2 und 

A;. . .. und der projizierten Punkte An_1 und A~'_ l zu diesem Rn_2 

jedesmal einander entgegengesezt und gleich sind und die Projektionen 
von Ao Al' ... An_1 und von Aa A;' ... A~_I auf diesen Rn- 2 kongruent 

sind. Die Abstände der Punkte AI und A;'. der Punkte A 2 und A; . ... 

der Punkte An_1 und A~_ I zu jedem durch Rn_2 gehenden Raum Rn-l 

sind einander entgegengesetzt und gleich und die Projektionen von 

Ao AI' ... An_1 und Aa A; . .. A~_ I auf einen derartigen Rn_1 Ilind in 

diesem Raume symmetrisch. Wir denken uns nun den durch den Raum 
Rn-2 gehenden Raum Rn- I der senkrecht steht. auf dem Raume Rn-I. 
welcher von A a AI . .. A n- I bestimmt ist. Die Projektionen von 
Aa AI ... An_1 und Aa A '; . . . A~'_ I auf den nun konstruierten Raum 
Rn-I liegen jede für sich in einem Rn-2 und können also durch eine 
Bewegung im Projektionsraum Rn- I zur Zusammenfallung gebracht werden. 

Es giebt also immer einen durch Aa gehenden linearen (n-l)-dimen
sionalen Raum I ' , derart dass die Projektionen von Aa AI ... An-I und 
von Aa A;' .. . A~_ I auf I' in diesem Raume kongruent sind. Wenn wir 

uns nun einen durch den Mittelpunkt von Aa A 'a gehenden (n-l)
dimensionalen linearen Raum X parallel zu X I denken. so hat X zum 
ersten die Eigenschaft. dass die Projektionen von Aa AI ... A n- I und von 
A 'a A'l ' " A'n- I auf X durch eine Bewegung in X zur Deckung gebracht 
werden können und weiter. dass die Abstände der Punk te Aa und 
A'o. der Punkte AI und A 'l' ... und der Punkte An- I und A'n-I zu I 
jedesmal einander entgegengesetzt und gleich sind. Wir wenden nun auf 
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Ao Al' . . An - l die Bewegung im Raume Rn an. welche die Projektion 
von Aa Al ... An - l auf Z in jene von A 'o A 'l ' .. A'n - l auf Z transfor
miert und Z unverändert lässt. also parallel zu Z ist . Nun sind das 

Simplex A 'o A 'l ' .. A 'n- l und das Simplex Aa Al .. . An-l. das durch die 
genannte Bewegung aus Aa Al ... An- l entsteht. einanders Spiegel
bilder für Z . 

Hiermit ist der Satz für einen linearen Raum Rn bewiesen. 
Wir haben eine besondere Umlegung. wenn es mehrere Räume Z' 

und also auch Z giebt. Wenn wir p Iinear unabhängige Räume Z 
finden. so sind die Abstände zugeordneter Punkte zum Durchschnittsraum 
Rn- p einander entgegengesetzt und gleich und die orthogonalen Projektionen 
zugeordneter Gebilde auf den Raum Rn- p sind in diesem Raume entweder 
kongruent oder symmetrisch. da der Abstand der Projektionen zweier 
Punk te auf den Raum R n-p gleich ist dem Abstande der Projektionen 
der in der Umlegung zugeordneten Punkte. 

lm Falie der Kongruenz können wir die Umlegung durch eine Bewe
gung. die dem Raume R n- p paral\e1 ist. in eine Spiegelung an diesem 
Raume transformieren. Nun giebt die Zusammensetzung einer Spiegelung 
an einem Raume Rn - p und einer Bewegung nur eine Umlegung. wenn 
p ungerade ist. Wenn die Projektionen zugeordneter Gebilde auf den 
Raum Rn- p in diesem Raume symmetrisch sind . so haben wir in Rn-p 
eine Umlegung. die erzeugt werden kann von einer Bewegung. die 
einem Raume R n-p-l des Raumes R n-p parallel ist und von einer Spie
gelung an diesem Raume Rn-p-l. Die gegebene Umlegung besteht dann 
aus einer Bewegung. die dem Raume R n- p- l parallel ist und aus einer 
Spiegelung an diesem Raume. Wir bekommen so nur eine Umlegung. 
wenn p gerade ist; dann giebt es aber p + 1 linear unabhängige Räume Z . 

Eine Umlegung im Raume Rn kann also erzeugt werden von einer 
Bewegung parallel zu einem Raume Rn-p und von einer Spiegelung an 
diesem Raume; hier ist p ungerade. Wenn p den höchstmöglichen 
(offenbar ungeraden) Wert hat. so ist der Raum Rn-p der Ort der 
Mittelpunkte der Paare in der Umlegung zugeordneter Punkte. 

§ 4. Ein analytischer Beweis des im Anfang dieser Mitteilung genannten 
Satzes kann leicht gegeben werden mit Hilfe der Eigenschaft. dass man. 
wenn man in einer orthogonalen Determinante mit dem Werte -1 die 
Elemente der Hauptdiagonale urn eins vermehrt. eine Determinante 
bekommt. die gleich null ist . Diese Eigenschaft kann umgekehrt aus 
unseren geometrischen Betrachtungen erschlossen werden. ja so finden 
wir sogar dass der Rang der letztgenannten Determinante n- p ist. 
worin p nur ungerade sein kann . 


