
Mathematics. Sur l'itération et sur la [onction de KÖNIGS. Par 
J. WOLFF (Utrecht). (Communicated by J. G. VAN DER CORPUT.) 

(Communicated a t the meeting of April 30. 1932.) 

La présente note complétera quelques résultats obtenus par M. G. 
VALIRON dans son article "Sur I'itération des fonctions holomorphes 
dans un demi-plan". I) 

1. Commençons par simplifler la déduction d'un des théorèmes ob
tenus par cet auteur. 

Soit [( z) = [(x + yi) = u + vi holomorphe dans Ie demi-plan D (x > 0) 
et soit u > o. 

On sait que pour z inflni, "'-- borné, [(z) tend vers une Iimite À ~ 0 2), 
X z 

appelée "dérivée angulaire de [ à I'inflni." 
Nous supposerons dorénavant que À> 1. 

Posons [(z) = ZI = XI + y1i, [(ZI) = Z2 = X2 + yi. etc. 
L'expression 

(Xn + 1 - Xn)2 + (Yn + 1 - Yn)2 

(Xn+1 + Xn)2 + (Yn+I-Yn)2 

ne croit jamais lorsque n croit. Soit ft sa limite pour n _ 00. Alors 

Xn+1 + ~ + (Yn +1 - Yn)2 .... 2 (1+ft) 
X n Xn+1 X n Xn+1 I-ft 

Xn+1 
Puisque 

X n 
+ ~ ~ 2. il en résulte que les nombres 

Xn +1 

n = 1. 2, ... 
X n Xn +1 

(1) 

sont bornés. Et puisque X n +1 > X n les nombres I Yn +1 -Yn I sont bornés 
Xn+1 

aussi. Donc. il existe un nombre M. indépendant de n. telque 

n n 

I yn - Y I -=- ~ I Yk - yk- I I < M ~ Xk. 
I I 

Les inégalités Xk+1 ~ ÀXk, À > 1 donnent 

n MÀ 
I yn - y I < MXn -7 À-(n- kl< À-I X n 

I) Bulletin des Sciences mathématiques. 2c série. LV. Avril 1931. 
2) Comptes rendus, 13 Sept. 1926 p . 50 I. 
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Il en suit que ~ est borné. De (I) il résulte maintenant que 
X n 

(Yn +I- Yn)2 ..... 2 (I+fl )_À_l = A 
Xn Xn+1 I-/t ). 

En ténant compte de 

Yn +1 = Àn + 0 (Xn). Xn+1 = ÀXn + 0 (Xn) 

il vient 

Posons 

II II 

- :2 < cp" (z) < 2 . 

Si k = 0 cpn (z) ..... O. 

Si k ~ O. on a Yn+1 = }.Yn + 0 (Yn). donc I yn I nnit par croÎtre. Donc 
dans tous les cas cpn (z) a une limite unique cp (z) pour n in nni. différente de 

+
ll II 

2 et de - 2' 

Considérons les itérés fl n et Zn de deux points a et z de D. Indiquons 
par un accent I'image d'un point par rapport à I'axe imaginaire. 

LexpressIOn I ~ , . i Zn - a" I ne croÎt jam ais lorsque n croit et sa limite L 
I Zn - fl n 

satisfait à 0 """'- L < I. 

n n 
Les Un et les Z" restant dans un angle nxe - 2 + h < cp < 2 - h. ou 

h > o. on conclut que I ~~ I reste entre deux nombres positifs et nxes. 

Les fonctions z~ de z, holomorphes dans D. forment une suite normale. 
Un 

car elles ne prennent pas de valeurs négatives. 

Acceptons maintenant pour un instant que la fonction cp (z) = lim Cfn (z) 
trouvée plus haut serait une constante. Alors il existe une suite p ..... 00 

d'entiers telle que z~ tend vers une constante positive c < 00. On aurait 
up 

Zp + 1 d' . Zp + 1 ' > 1 N . '1 -~ - ..... c, en contra ICtlOn avec -- ..... /. . ous retrouvons amsl e 
Up Zp 

THÉORÈME I (M. VALlRON): CPn(Z} tend vers une [onction harmonique 
non constante I}. 

I) )'avais obtenu un résultat plus faible dans un artic\e portant Ie même mom que 
celui de M . VALIRON cité ci-dessus. (Bulletin de la SociétéMath. de Prance, T. 57.1929. 
p . 195.) 

33 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXV. 1932. 
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2. En même temps nous trouvons que ~ tend vers une fonction 
(1n 

holomorphe dans D. En effet, s'i\ y avait deux fonctions limites, leur 
quotient aurait son argument nul partout, donc ce quotient serait une 
constante positive c r!= 1. 

En prenant z = a on aboutit à la contradiction 1 = c. 

O 
Zn 

e même I tend vers une fonction f( (z) holomorphe dans D et ayant 
I fin I 

sa partie réelle positive, K(z) est une fonction 
((z), satisfaisant à I'équation de SCHRÖOER 

de KÖNIGS, agrégée à 

K(z.) =J. K(z) (2) 

3. THÉORÈME 11 (DE M . VALIRON, un peu complété). I) 
Si { (x) possède une (onction de KÖN IGS K(z) holomorphe dans D et 

dont toutes les valeurs sont dans D, et si la dèrivèe angulaire y de K (z) 
à l'infini est positive , a/ors toute (onction k (z) holomorphe dans D, dont 
toutes les valwrs sont dans D et qui satis{ait à f'èquation (2), comme 
K(z), ne diffère de K (z) que par un (acteur constant et positif 

En effet: soit () la dérivée angulaire de k (z) à I'infini. Pour z _ 00, 

JL borné on a K(z) _ y, k (z) _ 0, donc Kk((z)) -limite finie positive ou 
x z z z 

infinie. 
La fonction K (z) est univalente dans une partie /::,. de D, contenant 

]l ]l 

des domaines - 2 + ë < arg z < f - E, I z I > R, ou é est aussi petit qu' on 

Ie veut. 
Indiquons par /::" 1 Ie dom ai ne lieu de K (z) pour z dans /::,.. Posons 

~(~~) = lp (( ), alors lp (( ) est holomorphe dans /::,. •. On a 

, K (Zl ) ÀK(z) 
lp (J. (, ) = k (Zl) = H(z) = lp (() . 

Si Ie quotient IS(z) n 'était pas constante, lp (( ) serait une fonction holo-
k(z) 

morphe non constante dans /::,. I' ayant la propriété que 1p (À() = IJ' ((). 

Par consequant pour ( infini lp (( ) n'aurait pas une limite angulaire 
unique, en contradiction avec ce que nous venons de trouver. 

4. Posons ((z) = J. z + IV (z), alors w (z ) a sa partie réelle positive 
dans D , 

THÉORÈME 111. La sèrie [. I w (Zn) I est partout convergente ou 
(Zn) 

partout divergente. 

I) M . VALIRON suppose que la dérivée angulaire de k(z) à I'infini soit positive. 
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En effet, soit a un point de eonvergenee et posons 

z-a 
C = - ----, , z-a 

W (Zn)-w (an) 
T = W (zn)-I W (an) 1" 

Alors Test une fonetion holomorphe de C pour 1 C 1 < 1 et on a l T 1 < I, 
done 1 T 1 -= 1 C I , e' est à di re 

1 
W (Zn)-w (an ) 1-= I z-a I 

W (Zn)- ! W (an ) I' = z-a' 

Done I: ~::~ I est, eomme I :: 1 entre deux nombres positifs ne dépen

dant que de a et de z, d'ou Ie théorème. 

5. THÉORÈME IV. Si f(z) adrnet une fonction K (z) de KÖNIGS, 

1: 
'R cv (Zn) 

à dérivée angulaire positive i' à lïnfini, la série - --- converge 
X n 

dans D et inversernent. 
En effet 

Zn Zn K (z) K (z) 
-----~--

À.n - K(zn) i" 

Remarquons en passant que lirn ~: est une fonetion de KÖNIGS dont 

la dérivée angulaire à l'inflni égale 1. 
En tenant eompte de Xk +I=À. Xk + 'R ! W (Zk) I on trouve 

(3) 

Le premier membre tendant vers une limite flnie, la première partie 
est démontrée. 

1 L"' 'R W (Zn) d D Inversement, si a série --- eonverge en un point ze, 
X n 

la relation (3) apprend que la suite eroissante des fonetions harmoniques 

:: dans D eonverge en un point. Elle eonverge done dans D. Et 

Zn d I" Z n d pareeque - ten partout vers une lmlte, ,- ten 
~ A" 

dans D vers une 

fonction holomorphe K (z) à partie réelle positive. 

Parceque X n =- À.n x, on a I;n z I =-1 :1 done en passant à la limite n ~ 00 

I 
K(z) I x 
- z - =-~ et en passant maintenant à la limite angulaire Z ~ 00, nous 

trouvons que la dérivée angulaire de K (z) à l'inflni est positive, done 
égale à I, en vertu de ee que nous trouvions ci-dessus. 

33* 
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6. THÉORÈME V . 

L d I: 'Rwizn) II d ~-' r W(zn) 1 a conlJergence e - - - entraîne ce e e 7 -- . 
X n ~ Zn 

En effet: supposons la prem ière série convergente. On a dans D 
' d tV (Zk) I ~_ 'R W(Zk) 
-~ .- ------:;::- . donc pour k = O. 1.2 ..... 

z. 

I W (Z k+ I) -- W (Zk ) I < M J 'R W (tk) I dt I . 

ou M ne dépend pas de k. Par conséquent 

En vertu de I Zn I -:-= },nx. il suffira de démontrer la convergence de 

~ I w2~~' Or 

I W ~Zn) : < I w,(:L1 + ~J=" ni
l 
'R tv (tk) . I dt I. 

I Il" ! /!.n 1I. r! 0 

Z 

donc 

1· w i:n) I < I ; (zlt l + MJz~ J: (2 - m- 1 + }.- m- 2 + ... ) 'R W (tm) . I dt I = 
1 m~ 

= ~~ + M JZ., i 'R Wm(tm). 1 dt l. 
2-1 2- 1 m= O }, 

~ 'R tV (Zn ) X m d La convergence de 2: --- ayant pour conséquence que ,-- ten 
~ ~ 

vers une limite finie (§ 5). uniformément sur Ie segment Z ZI' Ia série 
sous la dernière integrale converge uniformément sur ce segment. parceque 
ses term es sont harmoniques et positifs. ce qui démontre Ie théorème. 


