Mathematics. — Sur ['itération et sur la fonction de KONIGS. Par
J. WoLFF (Utrecht). (Communicated by J. G. vAN DER CORPUT.)

(Communicated at the meeting of April 30, 1932.)

La présente note complétera quelques résultats obtenus par M. G.
VALIRON dans son article ,,Sur l'itération des fonctions holomorphes
dans un demi-plan”.?!)

1. Commengons par simplifier la déduction d'un des théorémes ob-
tenus par cet auteur.

Soit f(z) = f(x + yi) = u + vi holomorphe dans le demi-plan D (x > o)
et soit u > o.

f(2)
F

On sait que pour z infini, i— borné, tend vers une limite 1 =032,

appelée ,,dérivée angulaire de f a l'infini.”
Nous supposerons dorénavant que 4 > 1.
Posons f(z) =z, = x; + yii, flz)) = 2z, =x;, + y,i, etc.
L’expression
(x,. +1— x,.)2 + (yn +1—yn)2
(xn 41 + x0)? + (Yo r1—ya)?

ne croit jamais lorsque n croit. Soit u sa limite pour n — oo. Alors

Kot Xn 4 (oor —ya)? 2 (1) ()

Xn Xn+1 Xn Xn+1 l—lu
. Xn+1 X, 3 F
Puisque >~ 4+ —"- == 2, il en résulte que les nombres
Xn Xn +1

(yn+1 == yn)z

Xn Xn +1

n=1,2,...

Y Yn+1 '—'yn |
Xn+1
aussi. Donc, il existe un nombre M, indépendant de n, telque

sont bornés. Et puisque x,41 > x, les nombres sont bornés

lyn—y‘élzlyk—yk#1!<M12x,,.

Les inégalités xx41 — Axx, 4 > 1 donnent

ly. —y | < Mx, Zl—‘"—"’<}—1}1}llx,.
- —

1) Bulletin des Sciences mathématiques, 2e série, LV, Avril 1931.
2) Comptes rendus, 13 Sept. 1926 p. 501.
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Il en suit que Z'L est borné. De (1) il résulte maintenant que
32
oo — w2000, 1,
Xn Xn 41 1 —u A

En ténant compte de

Yn i1 = s + 0 (x), Xn 41 = A% + 0 (x.)

il vient
2
B 4}" = k?
x2 (A—1)?
Posons
Zn=r, et —-; <o (2) < ;

Si k=0 , ¢.(zJ=0.

Si k#0, on a y.+1 = Ay, + o(y,), donc |y.| finit par croitre. Donc
dans tous les cas @, (z) a une limite unique ¢ (z) pour n infini, différente de

24 Jt
+2 etde—z.

Considérons les itérés a, et z, de deux points a et z de D. Indiquons
par un accent limage d'un point par rapport a l'axe imaginaire.

, 5 1 Zp Ay
L'expression ot
} Zp — A,

satisfait a 0 — L < 1.

ne croit jamais lorsque n croit et sa limite L

Les «, et les z, restant dans un angle ﬁxe—%z +h<op< ;—— h, ou

|

h > o, on conclut que reste entre deux nombres positifs et fixes.

n

i
: z ;
Les fonctions " de z, holomorphes dans D, forment une suite normale,
aﬂ

car elles ne prennent pas de valeurs négatives.

Acceptons maintenant pour un instant que la fonction ¢ (z) = lim ¢, (2)
trouvée plus haut serait une constante. Alors il existe une suite p — o

, : z Gs 3
d'entiers telle que “® tend vers une constante positive ¢ < 0. On aurait
a
P

Zp+1 Zpt1

- =, en contradiction avec = — 1 >1. Nous retrouvons ainsi le
P <p

THEOREME I (M. VALIRON): ¢.(z) tend vers une fonction harmonique
non constante ).

a

) Javais obtenu un résultat plus faible dans un article portant le méme mom que
celui de M. VALIRON cité ci-dessus. (Bulletin de la Sociét¢ Math. de France, T. 57, 1929,
p. 195)

33

Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXV, 1932.
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A z .
2. En méme temps nous trouvons que - tend vers une fonction
a

n

holomorphe dans D. En effet, s'il y avait deux fonctions limites, leur
quotient aurait son argument nul partout, donc ce quotient serait une
constante positive ¢ 7 1.

En prenant z —a on aboutit & la contradiction 1 =c.

De méme " tend vers une fonction K (z) holomorphe dans D et ayant

n

sa partie réelle positive, K(z) est une fonction de KONIGS, agrégée a
f(2), satisfaisant a 1'équation de SCHRODER

KEz)=2K(@z) . . . . . . . . . (2

3. THEOREME II (DE M. VALIRON, un peu complété). )

Si f (z) posséde une fonction de KONIGS K(z) holomorphe dans D et
dont toutes les valeurs sont dans D, et si la dérivée angulaire y de K (z)
a l'infini est positive, alors toute fonction k (z) holomorphe dans D, dont
toutes les valeurs sont dans D et qui satisfait a I'équation (2), comme
K(z), ne difféere de K (z) que par un facteur constant et positif.

En effet: soit 0 la dérivée angulaire de k(z) a l'infini. Pour z — oo,
Y borné on a Kﬁ)—»y, iz)—)«‘i, donc m—»limite finie positive ou
x z z k(z)
infinie.

La fonction K (z) est univalente dans une partie /\ de D, contenant

Tt 7T ’
des domaines — 2 +e<largz< ) T |zI >R, ou ¢ est aussi petit qu'on

le veut.
Indiquons par /\, le domaine lieu de K (z) pour z dans /\. Posons

Iliéf)):l/) (¢), alors y ({) est holomorphe dans /\;. On a

K(z)

Si le quotient i) n'était pas constante, y () serait une fonction holo-

z
morphe non constante dans /\,, ayant la propriété que y (1) =y ().
Par consequant pour ( infini v ({) n'aurait pas une limite angulaire

unique, en contradiction avec ce que nous venons de trouver.

4. Posons f(z) =1z + w(z), alors w (2) a sa partie réelle positive
dans D.
THEOREME III. La série Z

@ (24) |

(2x)

est partout convergente ou

partout divergente.

1) M. VALIRON suppose que la dérivée angulaire de k(z) a l'infini soit positive.
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En effet, soit @ un point de convergence et posons

t— —u @ (zo)— (a,.)_
T z—ad T w(z)— o ()
Alors © est une fonction holomorphe de { pour |{|<| etona|7|<1,
donc |7| =], c'est a dire

o (zn)—w (a,) — |z«
0 (z)— (@)l z—a’
w (z,) i .
Donc —( ) est, comme |=| entre deux nombres positifs ne dépen-
w (a, an

dant que de a et de z, d'ou le théoréme.

5. THEOREME IV. Si f(z) admet une fonction K (z) de KONIGS,
R w (z,)

a dérivée angulaire positive y a l'infini, la série 2 ———  converge
Xn

dans D et inversement.

En effet
z, _z.K(z2) K(2)

o Kz) 7

. Z"I . P
Remarquons en passant que lim 1. est une fonction de KONIGS dont

la dérivée angulaire a l'infini égale 1.
En tenant compte de xx+1=1xx + R{w (z4)} on trouve

.;:,:ﬁ(l_i_?w(z_")) N )|

0 A xi

Le premier membre tendant vers une limite finie, la premiére partie
est démontrée.

~Rw(z
Inversement, si la série 2‘——x—(i converge en un point z de D,
la relation (3) apprend que la suite croissante des fonctions harmoniques

25 .
T dans D converge en un point. Elle converge donc dans D. Et

z i @
parceque x" tend partout vers une hmlte,T:— tend dans D vers une

fonction holomorphe K (z) a partie réelle positive.
Parceque x, = 1" x, on a

K(2)

2z
trouvons que la dérivée angulaire de K (z) a l'infini est positive, donc
égale a 1, en vertu de ce que nous trouvions ci-dessus.

x
= |z] donc en passant a la limite n — o

Az

x
Em et en passant maintenant a la limite angulaire z— <0, nous

33*
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6. THEOREME V.
La convergence de Z

En effet: supposons la premiére série convergente. On a dans D
dolz) _Ro()

dz S x

Rwl(z,)

n

w (z,)
z, |

entraine celle de sﬂ
1

donc pour k=0.1,2.....

| (21) — © (z2) | < M‘J‘i% w () | de |,

ot M ne dépend pas de k. Par conséquent

jw(z,,)—~w(z)l<Mf‘n%?w(tk)idt.

En vertu de|z,| —2'x, il suffira de démontrer la convergence de

2 1_6(_)(_ZQ,‘ . Or
Zn
‘ .ln—l
J’i(z’i)]<‘w()‘+ E@w(l‘k).
ln ‘ j-" 0
donc
E' gl(nz,,) <[ 7 _*_MJ (At 2m 24 L) Rw (t) . | dt | =
l IH*O
[ “L( 2_} M : 2 Rw (fnl) |
S = A—IJ 2w
. ? w (Zn) 5 Xm
La convergence de X — . aysnt pour conscguemNtE e - tend

vers une limite finie (§5), uniformément sur le segment zz,, la série
sous la derniére integrale converge uniformément sur ce segment, parceque
ses termes sont harmoniques et positifs, ce qui démontre le théoréeme.



