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die Elemente von der Ordnung pn
-

2 hinzu. U.S .w . Am Ende hat man 
Elemente. zwischen denen keine Relation besteht. Aus der Weise in der 
diese Elemente konstruiert sind. ist unmittelbar klar. dass auch jedes 
Gruppenelement durch die übriggebliebenen darstellbar ist. 

H a u p t s a t z. Jede endliche ABELsche Gruppe hat eine Basis deren 
Elemente Primzahlpotenzordnung haben. 

B e wei s. Es seien 

A BI C. .. . (i = t . 2. 3 .. . ) 

die Elemente deren Ordnungen Potenzen der Primzahl Pi sind. (p7 i sei 

die höchste der vorkommenden). Diese bilden eine Gruppe. welche nach 
Hilfssatz 4 ei ne Basis Pi Qi R . . . . besitzt. 

(1) 

alle zusammengenommen bilden dann eine Basis der ganzen Gruppe. 
weil nach Hilfssatz 2 jedes Element darstellbar ist als Produkt der Elemente 

also auch als Produkt von Poten zen der Elemente (1). Diese Darstellung 
ist überdies eindeutig. denn aus 

Pa, Q ,;, R", p '" Q~, R", = p l. , Q.u, R" P', QI'., R" 
1 1 1 ' " 2 2 2 ' " 1 1 I'" 2 2 2'" 

würde durch Erhebung in die Potenz p7' P'i' p'j ' . . . . eine Relation zwischen 
p7 i 

Pi Qi RI . . . . folgen . 

Mathematics. - Zur allgemeinen projektiven Ditferentialgeometrie. I. 
Einordnung in die Affingeometrie. Von D . VAN DANTZIG. (Com­
municated by Prof. W. VAN DER WO UDE). 

(Communicated at the meeting of April 30. 1932). 

§ 1. Einleitung. 

In einer eb en erschienenen Arbeit 1) habe ich gezeigt. dass es möglich 
ist. eine Theorie der projektiv zusammenhängenden Mannigfaltigkeiten 

1) D . VAN DANTZ IG. Theorie des projektiven Zusammenhangs n-dimensionaler Räume. 
Math. Ann. 106 (1932) 400-454. zitiert mlt TPZ. Es werden die Bezeichnungen des 
NBchtrBgs zu TPZ benutzt, unter Weglassung des dort verwende ten *. Für einige 
Abweichungen vgl. Fussnote 10). 11), sowie den Anfang von § 2. 
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aufzubauen, die die sämtlichen älteren Theorien 2) umfasst und verallge­
meinert. Der wesentliche Schritt war die Ersetzung der Gruppe {\>n aller 3) 
Transformationen in n Veränderlichen durch die Gruppe ~n+1 aller 3) 

homogenen Trans{ormationen ersten Grades 1) in n + 1 Veränderlichen. 
Weiter wurde der Begriff ei nes allgemeinen projektiven Zusammenhangs 
eingeführt, zu dem weder geodätische Linien noch eine Uebertragung 
(bzw. kovariantes Differential) zu existieren brauchen, sodass derselbe sich in 
keiner Weise aus einem (n-dimensionalen) affinen Zusammenhang erhalten 
lässt. Damit ist die allgemeine projektive Differentialgeometrie 5) zu 
einem autonomen Bestandteil der Differentialgeometrie geworden 6) und 
es fragt sich, den Kleinschen Ideenkreis auch auf diese gekrümmte 
Mannigfaltigkeiten zu erweitern. 

Das erste sich darbietende Problem ist: die Theorie des affinen 
Zusammenhangs in die Theorie des projektiven Zusammenhangs ein­
zuordnen. Bekanntlich entsteht die (gewöhnliche) affine Geometrie aus 
der (gewöhnlichen) projektiven Geometrie durch Auszeichnung einer 
("unendlichfernen" oder "uneigentlichen") Hyperebene. In der allgemeinen 
Differentialgeometrie ist das Verhältnis ganz analog : die Affingeometrie 7) 
lässt sich dadurch aus der projektiven Differentialgeometrie gewinnen, 
dass man in jeder lokalen Mannigfaltigkeit eine den Berührungspunkt 
nicht enthaltende Hyperebene auszeichnet (§ 3). In diesem Fall lässt 
sich weiter aus jedem projektiven Zusammenhang eindeutig ein affiner 
Zusammenhang 8) herleiten. Zum Schluss werden die wichtigsten durch 
den projektiven Zusammenhang bestimmten Kurvensysteme ("geodätische 
Linien") untersucht (§ 4) . Im einleitenden § 2 wird ei ne kurze Uebersicht 
über die wichtigsten Grundbegriffe gegeben; für eine ausführlichere 
Darstellung sei auf · TPZ verwiesen, sowie auf eine demnächst gemeinsam 
mit Prof. J. A . SCHOUTEN zu veröffentlichende Arbeit. 

Auf die Einordnung der projektiven Differentialgeometrie in die affine 
mit um Eins erhöhter Dimensionszahl. sowie auf die Einordnung der 
konformen Differentialgeometrie in die projektive hoffe ich bei einer 
späteren Gelegenheit einzugehen . 

2) Für die wichtigste Littera tur vgl. TPZ. sowie ENEA BORTOLOTTI. Connessioni 
proiettive. Boll. Un o Mat. Ital. 9 (1930) 288-294: 10 (1931) 28-34: 83-90. 

3) Von allen vorkommenden Funktionen wird (auch ohne ausdrückliche Erwähnung) 
vorausgesetzt. dass sie analytisch und im betrachteten Gebiet regulär sind ; von allen 
Transformationen überdies dass sie ebendort eine eindeutige Umkehrung gestatten. 

1) Aber nicht notwendig lineare! 
5) Wir benutzen diesen Ausdruck für die Theorie der projektiv-zusammenhängenden 

Mannigfaltigkeiten. in Gegensatz zur gewähnlichen projektiven Differentialgeometrie der 
in sich ebenen ("euklidischen") Mannigfaltigkeiten. 

6) In den älteren Theorien hatten wenigstens die Differentiationsindizes noch Vektor­
charakter. ausser bei VEBLEN. wo aber noch ein formaier Unterschied bestehen bleibt. 

7) Kurz für Mannigfaltigkeit mit allgemeiner Gruppe @ n . 

8) Kurz für die allgemeine linea re (nicht notwendig symmetrische) Uebertragung Ln (I1I A ,,) 
nach der Klassifizierung von J. A . SCHOUTEN. Der Ricci-Kalkül. Berlin. Springer (1924) S. 75. 
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§ 2. Allgemeines. 

Wir bezeichnen mit 

@n die Gruppe aller 3) Transformationen ~k ~ ~k ' = ~k' W ..... ~n) in 
n Variablen (h . ... • 1 = 1. ... n; h', . . . . 1' = I' . .. .. 0'; 

.Pn+l die Gruppe aller 3) homogenen Transformationen ersten Grades 1) 
I' ~ I" " ' ( 0 1 n) . + 1 V . bi ( w Ol x --,. x = x x. x . . ... x In n aria en I, Y.. .. • • = . . .... n; 

t', x', . . . , w' == 0', )', ... , n') ; 

~ die Gruppe aller Punkttransformationen x" ~ x" = (lX" ((l homogen 
nullten Grades in den x''); 

X n eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Urvariablen e und @n als 
Gruppe der Koordinatentransformationen; 

Hn ei ne n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit n + 1 (überzähligen. 
"homogenen") Koordinaten x" und ~n+ 1 bzw. ~ als Gruppe der 
Koordinaten- bzw. Punkttransformation (in TPZ mit n+1Hbezeichnet); 

Ln ei ne X n mit allgemeiner linearer Uebertragung; 
Pn ei ne Hn mit allgemeinem projektiven Zusammenhang (in TPZ mit 

n+lp; in älteren Arbeiten von J. A. SCHOUTEN mit I.l3n bezeichnet ; 
En ei ne in sich ebene ("euklidische") Ln ; 
E: eine in sich ebene ("projektiveuklidische") Pn (d.h. Mannigfaltigkeit 

mit gewähnlicher projektiver Geometrie) (in TPZ mit n+IE. bei 
J. A. SCHOUTEN früher mit Pn bezeichnet). 

Uebersicht über die Transformationsweisen. 

Skalar r-ten Grades 

Kontravarianter Punkt 9) 
r-ten Grades 

Kovarianter Punkt 9) r-ten 
Grades 

Projektor l'-ten Grades (z. B.) 

(Projektiv~) Dichte r-ten 
Grades vom Gewicht f 

Projektordichte l'-ten Grades 
vom Gewicht f (z. B.) 

(Projektives) geometrisch es 
Objekt 

bei .'Qn + I 
(v ' ) (.,) 

p = p 

W "I' == fi~, w '; 

irgendwie 

bei ~ 

P = (lr p 

-f')" v - t ')") , v 
' · , i J. - (l ;x. . p. 

irgendwie 

9) In TPZ mit .. kontravariantem Ort r-ten Grades" bezeichnet. Es is! aber besser, den 
Ausdruck .. Ort" für Mengen koinzidenter Punkte À VV mit vö/lig freiem Faktor }. zu 
reservieren, was hier auch geschehen wird. Ohne Beschränkung kann man aber voraus­
setzen dass À homogen nullten Grades ist. 
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wo 

(1) 
• 

fl~, == à~ 1 x 'J 

die gemischten Bestimmungszahlen (Funktionalmatrix) des Einheitsprojektors 
.ft;: sind und 

;l = Det (.ft ~' ) (2) 

die Funktionaldeterminante ist. 
Nimmt ein geometrisches Objekt den Faktor (J' an. wenn man für 

konstantes Eerst die Transformation x' ~ (J x ' aus ~ und dann die 
Transformation x' ~ x~' = (J - I x~ aus 'Pn +1 ausführt 12). so heisst f der 
Exzess des geometrischen Objektes. Für (einen Projektor oder) eine 

Projektordichte r-ten Grades 'f,;) :: :,; .,~ I '" W vom Gewicht f (t hei sst die 

kontravariante Valenz. s die kovariante Valenz. s + t die Valenz) ist 

f = r - (t - s) - (n + 1) f (3) 

Das Gewicht 13) ei nes kovarianten Punktes w" ist der Skalar 

w = w,uxl'. (4) 

Jeder Hyperebene der lokalen E: die den Berührungsort x~ nicht enthält 
kann eineindeutig ein kovarianter Punkt mit Gewicht 1 zugeordnet 
werden. Für kontravariante Punkte ist eine solche Zuordnung nur im 
projektiv-affinen Fall (§ 3) möglich . 

Sind e (h •... • 1 = 1. .. . . n) irgend n unabhängige homogene Funktionen 
nullten Grades der x~ ti) (d.h. x" à.ft ~k = 0). die der Gruppe @ri unter­
zogen seien. so bestimmen sie eine Xn. deren Punkte den Orten der 
Hn eineindeutig entsprechen. also mit diesen identifiziert werden können 15). 

Die Transformationen von @n und ');>n +1 seien ganz unabhängig von 

10) In TPZ mit A ~' bezeichnet. Den gewöhnlichen Buchstaben A wollen wir aber für den 

Einheitsaftlnor reservieren. 

11) Wir verwenden das Zeichen ::::: wenn die linke oder rechte Seite einer Gleichung ein 
Projektor ist. und die Gleichung nicht bei allen h%nomen oder anh%nomen Transfor­
mationen der Bezugssysteme (und zwar für jeden einzelnen In d e x für sich) invariant ist. 

12) Dieser Pro ze ss ist ein spezielIer Fall des aus der Lehre der Deformationen bekannten 
"Mitschleppens" eines Koordinatensystems. 

13) Im Möbiusschen Sinne. Nicht zu verwechseln mit dem Gewicht einer Dichte. VEBLEN 's 
"weight" oder "index" entspricht nicht unsrem Gewicht sondern unsrem Exzess. 

k ' • k 14) In TPZ § 14 wurden nur die speziellen Funktionen ~ = ~- betrachtet. 
xO 

15) Dennoch darf der Unterschied zwischen X n und Hn selbst nicht vertuscht werden. 
weil geometrische Objekte der X n und der Hn ganz verschieden sein können. 
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einander gehalten, d.h . die ~k bzw. d ie x" seien Ska la re bzgl. .Pn +l 
bzw. CS> n. Setzt man 

(5) 

so transformiert E.~ sich mit dem Index k wie ein Affinor, mit dem 
Index ft wie ein Projektor : 

k ' 'J. k h ' 
E ,," = .ft:"." B., A k (6) 

Oabei bezeichnet AZ' den Einheitsaffinor der X n • E .~ bildet das Ver­
bindungsglied zwischen Affinoren und Projektoren : jedem kontravarianten 
Punkt ordnet er in eindeutiger Weise einen kontravarianten Vektor und 
jedem kovarianten Vektor in eineindeutiger Weise einen kovarianten 
Punkt vom Gewicht 0 zu : 

(7) 

Zu beachten ist, dass I vk nicht nur vom Ort À v' sondern vom Punkte 
v' selbst abhängt. 

§ 3. Profektiv-affine Mannigfaltigkeiten . 

In jeder lokalen E: der Hn sei eine nicht durch x" hindurchgehende 
Hyperebene ein für allemal gegeben. Nach dem obigen können wir sie 
eindeutig durch einen kovarianten Punkt t" mit Gewicht 1 und Exzess 0 
darstellen : 

t., x ' = l (8) 

Wir nennen eine solche mit einem Hyperebenenfelde ausgestattete 
Hn projektiv-aflin . In einer projektiv-aflinen Hn kann man auch jedem 
kontravarianten Punkte v" ein Gewicht 

(9) 

zukennen, und jedem kontravarianten Orte der nicht in t" liegt einein­
deutig seinen kontravarianten Punkt mit Gewicht 1 zuordnen. Dem 
Affinorprojektor E~ lässt sich jetzt eindeutig einen dual entsprechenden 
E~ zur Seite stellen, der eine Lösung ist der Gleichungen 

(10) 

In einer projektiv-affinen H n gibt es eine eineindeutige Abbildung von 
den ko- und kontravarianten Punkten mit Gewicht und Exzess Nul/ 
der E: auf den ko- bzw. kontravarianten Vektoren der En: 

vk = E~ v" für v"t .. , = 0 ; v' =E;v'. ! 
w~ x~ = 0 ; W/L=E~Wk' 

(11 ) 
Wj = E j w, für 
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Wir können diese also mit einander identifizieren (was wir durch 
Verwendung desselben Kernbuchstaben zum Ausdruck bringen) und 
Affinoren als ei ne spezielIe Art von Projektoren. insbesondre Vektoren 
als ei ne spezielIe Art von Punkten. nämlich als Punkte mit Gewicht und 
Exzess Null betrachten. Mittels dieser Zuordnung stellt sich der Affinor~ 

projektor E.~. als identisch mlt dem Einheitsaffinor A; (aber nicht mit 
dem Einheitsprojektor .11;;!) heraus; wir werden dementsprechend den Kern~ 
buchstaben E durch A ersetzen: 

t, A~ = 0 . (12) 

Die Differenz zweier ko~ oder kontravarianter Punk te ist dann und 
nur dann ein Vektor. wenn die Punkte gleiches Gewicht haben. Dem~ 

zufolge kann man jedem ko~ und kontravarianten Ort p.w. bzw. Àv" der 
nicht durch x ' hindurchgeht. bzw. nicht in t, liegt. eindeutig einen Vektor 
w'.u bzw. v',· zuordnen mittels der Beziehung 

1 1 
V I') == - VV _ x 'J == __ A "J vU, 

V V " 
v = v' t, r!:- o. t 
w = w" x' r!:- o. ~. I 1 _ 1 A V 

w ,..= - w,.. - t .• - - "w,. 
w w 

oder mit affinen Bestimmungszahlen: 

'k _ 1 k , 
V - - A , v. 

v 
I _ I Aj 

w,.. - - "W;, w . 

(13) 

(14) 

v',· und W'IJ. sind nämlich invariant bei Ersetzung von v'· bzw. W IJ. durch 
mit diesen koinzidente Punkte. Geometrisch ist lV'" der Schnittort von 
t,. mit der Verbindungsgerade von v '· und x" ; der Faktor À ändert sich 
dann und nur dann wenn der Ort von v'· sich über diese Gerade bewegt. 
und wird dann und nur dann Null wenn v'· mit x 'J koinzidiert. Ent~ 

sprechend ist f~ w:. die Verbindungs-E:_ I von x,· mit der Durchschnitts~ 
E:-2 der beiden E:_1 W, . und t ,. ; der Faktor ft ändert sich dann und 
nur dann wenn diese E:_ 1 im E~_I~Büschel urn diese E:-2 dreht. und 
wird dann und nur dann Null wenn sie mit t,. koinzidiert. Wegen (I3) 
ist die Inzidenzbedingung v'· W,. = 0 für ko~ und kontravariante Punkte 
mit der Inzidenzbedingung v' ,· w'" = 1 für die zugehörigen Vektoren äqui­
valent. Durch seinen Vektor Vi,. bzw. w',. und sein Gewicht v bzw. w 
ist jeder Punkt v'· bzw. W,· eindeutig bestimmt: 

v' = ~ V (Vi, + x ' ) für v r!:- 0 w , = ~ W (w', + tv) für w r!:- 0 (15) 
~ v" für v = 0 ( w', für w = O. 

Definiert man die Differenz zweier Orte p.u" • Àv" durch 

v' u' 
v u 

(16) 
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50 ist sie stets ein Vektor, und man verifiziert leicht, dass sie mit der 
Punktdifferenz der M ÖBlus-GRAssMANNschen Punktrechnung identisch ist. 
Deutet man t ,. als "unendlich-ferne" Hyperebene, 50 kann man nicht 
nur in der E: , sondern auch in der Hn selbst bis auf Grössen zwei­
ter Ordnung genau infinitesimale Parallellogramme bilden 16) , die den 
Additionseigenschaften der Linienelemente entsprechen. Sind nämlich 
y', z" , u", v", vier Or te der Hn die in einer infinitesimalen Umgebung des 
Ortes x,. der Hn liegen, so verifiziert man leicht 17), dass die Bedingung 
für die Parallelogrammlage 

3 _" _ _ z" 
y,/I t ,1I z." t ,lI 

(t" = t" ) (x) 

bei I\' exakt invariant und bis auf Grössen zweiter Ordnung bei ,Pn+1 
invariant und unabhängig von der Lage von x .. ist. 

Ist y" ein infinitesimal benachbarter Punkt der Hn von x", so ist das 
Differential dx" = y" - X'· bekanntlich nicht bei I\' invariant: 

dx' = edx ' + X ' de . (17) 

In einer projektiv-affinen Hn kann man ihm aber eindeutig ein Vektor­
differential d' xi" zuordnen, das wohl bei R (relativ) invariant ist, nur vom 
Oete von y" abhängt und mit dem gewöhnlichen Linienelemente über­
einstimmt : 

d'x ' = A ;,dx' = dx' - (t",dx." )x' = :~ -- x'= A~de . (18) 
y.' t" 

Die Affinisierung der projektiven Differentialgeometrie mittels eines 
kovarianten Punktes ti' mit Gewicht 1 erklärt auch die Bedeutung der 
projektiven Dichten für die älteren Theorien 18) : 

Ist nämlich G; eine beliebige projektive Dichte vom Grad t: und vom 
Gewicht f ~ 0, 50 ist 

• I t" = ~ 0." G; 

eine teilweise unbestimmte Hyperebene die nicht durch den Berührungs-

16) Daraus folgt natürlich noch nicht die Existenz einer Uebertragung, weil dazu die 
Existenz eines Parallelismus bis auf Grössen dritter Ordnung genau erforderlich ist . 

17) Man braucht dazu die Transformationsformeln für y" = x' + dx" usw., als 

Punkte der H n (nicht der E~ ) betrachtet : 

y'O' = X'" (y) = x'" (x) + dxi
. ft;:' + ~ dx' dx i. à ,i. x'" + ... = 

= yl' .,(iI" + 1 dx' dx i. à·) X'" + .I' ,IL T z . • • • 

18) Vgl. TPZ. § H. 
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punkt geht. In der Tat kommt CS; in den älteren Theorien (bei geeigneter 
Umformung) ausschliesslich in der Verbindung (21) vor. Wegen 

ist t!, für Dichten vom Exzess N uil dann und nur dann normiert wenn 

f ' n ~l ist. 

§ 4. Projektiver und affiner Zusammenhang. 

Es sei jetzt mittels eines Funktionensystems n ;:" vom Grade - 1 mit 
T ransformationsweise 

(I 9) 

in der Hn ein beliebiger projektiver Zusammenhang gegeben. Zwecks 
späterer Verwendung verzeichnen wir die Formeln : 

x ,1J. V /"v' = + p~ .1J. vfL ; x ,u V /"W i, = - P~ i, W , (20) 

Der projektive Zusammenhang bestimmt eind eu tig eine Korrespondenz 

die jedem Punkte v" den Punkt X,II V /, V" zuordnet. Weil x" V!, À für jeden 

Skalar À vom Exzess Null verschwindet. ist x ,U V Àv" = ÀX,II V ," v" • sodass 
die Korrespondenz eindeutig eine projektive Abbildung (für die Orte) der 

E~ in sich bestimmt. Diese bestimmt ihrerseits die Korrespondenz nur 
bis auf einen beliebigen Faktor welcher durch eine beliebige nicht ver-

schwindende Invariante von P"'!" z.B. P~ p oder p :',u P'.'., festgelegt werden 
kann . 20) 

Wegen (16) bestimmt dx" V!' v" im allgemeinen keinen bestimmten Punkt; 
der Ausdruck ist nur bis auf ein beliebiges Vielfache des korrespondierenden 

Punktes X,IIV!.V'· bestimmt. Es existiert also im allgemeinen kein ko­
variantes Differential. Um ein solches zu erhalten gibt es zwei Möglich­
kei ten : erstens kann das die Unbestimmtheit verursachende Zusatzglied 
verschwinden weil p~;. = 0 ist 21); zweitens aber kann es gelingen. 

aus den unendlich vielen möglichen Punk ten eindeutig einen heraus­
zuwählen. Dieser Fall tritt in einer projektiv-affinen Pn auf. weil man da 

. , 
19) In TPZ Nachtrag mit P; bezeichnet. 

20) Bei der wichtigsten physikalischen Anwendung ist P~ /" P~ v bis auf einen konstanten 

Faktor die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes. 
21) Vgl. TPZ § 7. 8. 
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das Differential mittels (18) normieren kann. Den dadurch entstehenden 
kovarianten Differentialoperator bezeichnen wir mit d: 

d = d' x " V Jo. = dxl'-A'~ VP = dx i Vi. - (t.', dx," ) x i Vi. 22) . (22) 

Dieses kovariante Differential definiert im allgemeinen noch keine affine 
Uebertragung. weil das kovariante Differential eines Affinors im allgemeinen 
kein Affinor sondern ein Projektor ist. Durch den projektiven Zusammen~ 
hang ist aber wohl ein affiner Zusammenhang mit Differentialoperator 
A 

'\h mitbestimmt. den man erhält wenn man den Affinorteil der kovarianten 
Ableitung eines Affinors nimmt : 

A 

v"x,=o! 
V ' A P' V ~ für V ' t, = O. I'- V = I'-~ P v 

(23) 
A 

V.'I W, = A~:vp W~ für W·, x'= O; 

A 
Sind m'.', = A~~'~ r.~ + A~ àl'- A~ die zugehörigen Uebertragungsparameter 

und ist 
A 

X,,/ = fl ;,1'- - fl ;, I'-' (24) 

so ist 

X ,,/ = - x ' V iI'- t Jo. + p'~) tI'- + ti Q'~I'- + A~ P~ç t~ t I'- x " + l 
+ t" ti' bi, + X· ti O'~ I'- tp \ 

(25) 

wo 

die Affinorteile der ungestrichen Grössen bezeichnen . Damit der Differential~ 
A 

operator VII selbst bei Anwendung aur Affinoren mit V,It identisch ist. 

ist notwendig und hinreichend. dass V II x", VII t" und P:'" die folgende 

Gestalt haben : 

P ~Jo. =PXY ti P = qp x P. 

(27) 

(28) 

In diesem Fall kann man den projektiven Zusammenhang also selbst 
einen affinen Zusammenhang nennen. Umgekehrt bestimmt ein affiner 

Zusammenhang mit den Parametern fl7j eindeutig einen projektiven Zusam~ 
menhang. (wenn man noch fordert dass q,lt = O. also auch P = 0 ist) sobald 
die mit der "uneigentlichen" zu identifizierende Hyperebene der E: gegeben 

22) Man kann dies auch so auffassen , dass der Differentialoperator VI' durch 

V~ = A~ V , ersetzt wird, Es ist dann fl *;~It = fl/;, - p I'), t". sodass pO!. = 0 wird. 
, , j • , '. • 

Pür V; geiten die Ausführungen von TPZ. und das in (22) definierte kovariante Diffe­

rential ist dem gewöhnlichen Differential (TPZ. § 7) bzgl. V:' gleich. 
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ist. (27) besagt. dass der Berührungsort und die uneigentliche Hyperebene 
(afGn: der kontra- und kovariante Nullvektor) bei der Uebertragung 
kovariant konstant sind. Dagegen besagt (28) dass die Korrespondenz 
vollständig entartet. nämlich jeden ko- bzw. kontravarianten Ort ins 
Unendliche bzw. in den Berührungsort überführt. N ur für P = 0 ist die 
Uebertragung mit der nach der ers ten Methode erhaltenen identisch. 

Ein geodätisches Ortsfeld wird gegeben durch eine Gleichung von 
der Form 

(29) 

Diese Gleichung behält ihre Form bei Ersetzung von v" durch ).v". 

Durch geeignete Wahl von À kann man erreichen dass rp = 0 wird; 
verbindet man jeden Ort Àv" der E~ mit dem zugehörigen x" durch 
eine Gerade. so wird in der Hn ein Richtungsfeld bestimmt; die 
zugehörigen Kurven. die wir pseudogeodätische Linien nennen. hängen 
nur vom Ort Àv" (nicht vom Gewicht von v") ab. Im allgemeinen 
ändert sich die pseudogeodätische Linie aber wenn man den Anfangsort 
Àv" durch einen mit ihm und x" kollinearen Ort (also unter Erhaltung 
der Anfangsrichtung) ersetzt. Damit die pseudogeodätische Linie bei 
allen solchen Aenderungen invariant bleibt (in diesem Fall nennen 
wir sie geodätisch) ist notwendig und hinreichend dass P':) + Q~' j, die 
Gestalt 

(30) 

hat 23). Dies ist die erste Möglichkeit urn eindeutig ein Kurvensystem in 
einer Pn zu bestimmen ; pseudogeodätische Linien existieren in jeder Pn. 
Die zweite Möglichkeit wäre wiederurn. aus allen möglichen Orten Àv" 
eindeutig einen herauszuwählen . Dies ist im projektiv-affinen Fall 
möglich durch die Bedingung dass v" = v'" ein Vektor sei. Die Defini­
tionsgleichung der so entstehenden Linien 

V/~ V ,lt v', == 'PV' ".! . . (31) 

ist dann und nur dann integrabel. wenn \1 '<." ti) = 0 (vgl. 26) ist. also 

wenn \I (ti t i ) die Gestalt 

(32) 

hat. Es ist dan u.u = - tp P~. - tp Q P!. + tp bf tI"' Falls Lösungen von 
(31) existieren. sind sie mit den affingeodätischen Linien. d.s. die (ge­
wöhnlichen) geodätischen Linien des affinen Zusammenhangs. def1niert 
durch 

A 

(33) 

13) In TPZ wurden für P; ,. und Q': fI. einzeIn Bedingungsgleichungen von der Form (30) 

gegeben. Die hier definierten geodätischen Linien sind nicht mit den dort definierten iden­

tisch ; anstatt der dortigen Definitionsgleichung H~i, " = 0 (TPZ. § 10) genügen sie nur der 

schwächeren Bedingung HI~i,)" = O. 
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identisch. Falls der projektive Zusammenhang selber ein affiner ist. ist 
dies wegen (27) immer der Fall. Ausser der pseudogeodätischen. der 
pseudo-affingeodätischen und der affingeodätischen Linien sind noch die 
halb-affingeodätischen Linien von Bedeutung. insbesondre für das Unifika­
tionsproblem der Physik 21). Ihre Definitionsgleichung lautet: 

v' IL \l IL v' = cpv' . . (34) 

Sie entstehen durch fortgesetzte Uebertragung eines Ortes (Nullsetzen 
des kovarianten Differentials (22)) in die Richtung seines Vektors (seiner 
Verbindungsgerade mit x' ) und sind unabhängig vom Gewicht von 
v" ~ber abhängig von der Lage des Ortes auf der Verbindungsgerade. 
Mit den affingeodätischen bzw. den pseudo-affingeodätischen Linien 
stimmen sie dann und nur dann überein. wenn Q":.u = 0 ist. d.h. wenn 
Q~!I die Form 

Q~ .u. = b' t.u. + x' q,u. - q.fi ~ (q = q.u. XIL ) (35) 

hat. bzw. wenn (35) und (32) geiten. Im letzten Fall sind also die halb­
affingeodätischen. pseudo-affingeodätischen und affingeodätischen (aber 
nicht die pseudo-geodätischen) Linien identisch. Bei der physikalischen 
Deutung wird die Abweichung der halb-affingeodätischen von den affin­
geodätischen Linien als die Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes 
gedeutet. 

Mann kann auf jeder geodätischen Linie einen Bahnkurvenparameter 
s (Skalar nullten Grades) einführen durch die Def1nitionsgleichung 

V'IL \lIL S = 1 . (36) 

die nur von der jeweiligen Richtung der Kurve abhängt 25). Ist t ein 
beliebiger Parameter (Skalar nullten Grades) auf der Kurve. so ist 

d'x' . J ~ = iJ v' und das Integral von (36) lautet s = iJ dt. Aus (36) folgt: 

(37) 

soda ss man für den Differentialoperator v'·u \l,l f1ndet : 

(38) 

21) Sie stlmmen in wesentlichen mit den von EINSTEIN und MA YER eingeführten überein ; 
Vgl. auch J. A. SCHOUTEN und D . VAN DANTZIG. Ueber eine vierdimensionale Deutung 
der neuesten Feldtheorie. dlese Proceedings. 34 (1931) 1398-1407. 

r tp. dxIL 
25) e ' (N. B. dx" selbst. nicht d' x") existiert auf jeder Kurve als eine bis auf einen 

beliebigen Faktor nullten Grades bestimmte homogene Funktion ersten Grades (Exzess = 1). 


