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die Elemente von der Ordnung p"—? hinzu, u.s.w. Am Ende hat man
Elemente, zwischen denen keine Relation besteht. Aus der Weise in der
diese Elemente konstruiert sind, ist unmittelbar klar, dass auch jedes
Gruppenelement durch die iibriggebliebenen darstellbar ist,

Hauptsatz Jede endliche ABELsche Gruppe hat eine Basis deren
Elemente Primzahlpotenzordnung haben.
Beweis. Es seien

A,’ B( C,‘... (l:1,2,3)

die Elemente deren Ordnungen Potenzen der Primzahl p; sind. (p™ sei

die hochste der vorkommenden). Diese bilden eine Gruppe, welche nach
Hilfssatz 4 eine Basis P; Q; R; .. .. besitzt.

P,QR ...P,QR,...PsQ;Rs. . . . . . (1)

alle zusammengenommen bilden dann eine Basis der ganzen Gruppe,
weil nach Hilfssatz 2 jedes Element darstellbar ist als Produkt der Elemente

A] B‘Cl-.oAZBZC2n.-A3B_}C3;--

also auch als Produkt von Potenzen der Elemente (1). Diese Darstellung
ist iiberdies eindeutig, denn aus

PsQpR:. .. PuQ:Ry:... =P QR ... PxQuRs. ..

wiirde durch Erhebung in die Potenz Pi"PYP3 - - - - 4ine Relation zwischen
pi

P,’ Q,‘ R,' % ok B folgen.

Mathematics. — Zur allgemeinen projektiven Differentialgeometrie. 1.
Einordnung in die Affingeometrie. Von D. VAN DANTZIG. (Com-
municated by Prof. W. vAN DER WOUDE).

(Communicated at the meeting of April 30, 1932).
§ 1. Einleitung.

In einer eben erschienenen Arbeit!) habe ich gezeigt, dass es mdglich
ist, eine Theorie der projektiv zusammenhingenden Mannigfaltigkeiten

1) D. vAN DANTZIG, Theorie des projektiven Zusammenhangs n-dimensionaler Raume,
Math. Ann. 106 (1932) 400—454, zitiert mit TPZ. Es werden die Bezeichnungen des
Nachtrags zu TPZ benutzt, unter Weglassung des dort verwendeten*. Fiir einige
Abweichungen vgl. Fussnote 19), 1), sowie den Anfang von § 2.
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aufzubauen, die die sidmtlichen dlteren Theorien?) umfasst und verallge-
meinert. Der wesentliche Schritt war die Ersetzung der Gruppe (%, aller 3)
Transformationen in n Verdnderlichen durch die Gruppe $.4+:1 aller?)
homogenen Transformationen ersten Grades?) in n + 1 Verédnderlichen.
Weiter wurde der Begriff eines allgemeinen projektiven Zusammenhangs
eingefiihrt, zu dem weder geoditische Linien noch eine Uebertragung
(bzw. kovariantes Differential) zu existieren brauchen, sodass derselbe sich in
keiner Weise aus einem (n-dimensionalen) affinen Zusammenhang erhalten
lasst. Damit ist die allgemeine projektive Differentialgeometrie®) zu
einem autonomen Bestandteil der Differentialgeometrie geworden®) und
es fragt sich, den Kleinschen Ideenkreis auch auf diese gekriimmte
Mannigfaltigkeiten zu erweitern.

Das erste sich darbietende Problem ist: die Theorie des affinen
Zusammenhangs in die Theorie des projektiven Zusammenhangs ein-
zuordnen. Bekanntlich entsteht die (gewéhnliche) affine Geometrie aus
der (gewdhnlichen) projektiven Geometrie durch Auszeichnung einer
(““‘unendlichfernen” oder “‘uneigentlichen”) Hyperebene. In der allgemeinen
Differentialgeometrie ist das Verhiltnis ganz analog: die Affingeometrie?)
lasst sich dadurch aus der projektiven Differentialgeometrie gewinnen,
dass man in jeder lokalen Mannigfaltigkeit eine den Beriihrungspunkt
nicht enthaltende Hyperebene auszeichnet (§ 3). In diesem Fall lasst
sich weiter aus jedem projektiven Zusammenhang eindeutig ein affiner
Zusammenhang 8) herleiten. Zum Schluss werden die wichtigsten durch
den projektiven Zusammenhang bestimmten Kurvensysteme (*‘geoditische
Linien”’) untersucht (§ 4). Im einleitenden § 2 wird eine kurze Uebersicht
iiber die wichtigsten Grundbegriffe gegeben; fiir eine ausfiihrlichere
Darstellung sei auf TPZ verwiesen, sowie auf eine demnichst gemeinsam
mit Prof. J. A. SCHOUTEN zu veréffentlichende Arbeit.

Auf die Einordnung der projektiven Differentialgeometrie in die affine
mit um Eins erhohter Dimensionszahl, sowie auf die Einordnung der
konformen Differentialgeometrie in die projektive hoffe ich bei einer
spiteren Gelegenheit einzugehen.

?) Pir die wichtigste Litteratur vgl. TPZ, sowie ENEA BORTOLOTTI, Connessioni
proiettive, Boll. Un. Mat. Ital. 9 (1930) 288—294; 10 (1931) 28—34; 83—90.

3) Von allen vorkommenden Funktionen wird (auch ohne ausdriickliche Erwahnung)
vorausgesetzt, dass sie analytisch und im betrachteten Gebiet reguldr sind; von allen
Transformationen iiberdies dass sie ebendort eine eindeutige Umkehrung gestatten.

4) Aber nicht notwendig lineare !

5 Wir benutzen diesen Ausdruck fiir die Theorie der projektiv-zusammenh#ngenden
Mannigfaltigkeiten, in Gegensatz zur gewohnlichen projektiven Differentialgeometrie der
in sich ebenen (“euklidischen’) Mannigfaltigkeiten.

6) In den alteren Theorien hatten wenigstens die Differentiationsindizes noch Vektor-
charakter, ausser bei VEBLEN, wo aber noch ein formaler Unterschied bestehen bleibt.

7) Kurz fir Mannigfaltigkeit mit allgemeiner Gruppe &, .

8) Kurz fiir die allgemeine lineare (nicht notwendig symmetrische) Uebertragung Ln (III A «)
nach der Klassifizierung von J. A. SCHOUTEN, Der Ricci-Kalkiil, Berlin, Springer (1924) S. 75.
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§ 2. Allgemeines.

Wir bezeichnen mit

®, die Gruppe aller?) Transformationen &k — &K =¢K (&', ..., ¢&") in
n Variablen (h,...,I=1,...n; A,...,I'=71,...,0d;

Hn+1 die Gruppe aller?®) homogenen Transformationen ersten Grades?)
x" = x" =x"(x% x',.,.,x") in n + 1 Variablen (1, %,..., =0, 1,...,n;

LA, ., =0,1,...,7);

=

die Gruppe aller Punkttransformationen x*— x” = ox" (¢ homogen

nullten Grades in den x");

X, eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Urvariablen & und &, als
Gruppe der Koordinatentransformationen ;

H, eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit n 4 1 (iiberz&hligen,
“homogenen’) Koordinaten x” und $.41 bzw. ¥ als Gruppe der
Koordinaten- bzw. Punkttransformation (in TPZ mit "t'H bezeichnet);

L, eine X, mit allgemeiner linearer Uebertragung;

P, eine H, mit allgemeinem projektiven Zusammenhang (in TPZ mit
"t1P; in ilteren Arbeiten von J. A. SCHOUTEN mit ‘[, bezeichnet ;

E. eine in sich ebene (“euklidische’’) L, ;

E* eine in sich ebene (“projektiveuklidische”) P, (d.h. Mannigfaltigkeit

mit gewohnlicher projektiver Geometrie) (in TPZ mit "*'E, bei

J. A. SCHOUTEN friiher mit P, bezeichnet).

Uebersicht iiber die Transformationsweisen.

bei .1 bei ¥
) -
Skalar r-ten Grades p=p p =otp
Kontravarianter Punkt ) S o g =
r-ten Grades = -
Kovarianter Punkt®) t-ten S _
Grades wy = Ny w, w, = ot w,

Projektor t-ten Grades (z.B.) X" = A3 X' X =et Xi)

(Projektive) Dichte 1r-ten ¥ _
Grades vom Gewiche ¢ P=47"9, p=e'p

Projektordichte r-ten Grades B = A=t AR, Pr=gt o
vom Gewicht f (z. B))

(Projektives) geometrisches

Objekt

irgendwie irgendwie

9 In TPZ mit ,kontravariantem Ort r-ten Grades” bezeichnet. Es ist aber besser, den
Ausdruck ,Ort” fiir Mengen koinzidenter Punkte 2v” mit véllig freiem Faktor i zu
reservieren, was hier auch geschehen wird. Ohne Beschrinkung kann man aber voraus-
setzen dass A homogen nullten Grades ist.
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* a A
SV p— 2 10) 11 _
A=, %, 101 9, = ax,(

. . 4 % " . 1
Y . ) (1)
ﬁ:, :a,: xP . a’,: o

Ox”

die gemischten Bestimmungszahlen (Funktionalmatrix) des Einheitsprojektors
A, sind und
A=Det(#} s = s« » « 5 = = = (2)
die Funktionaldeterminante ist.
Nimmt ein geometrisches Objekt den Faktor ¢° an, wenn man fiir
konstantes ¢ erst die Transformation x”—>pox’ aus § und dann die

Transformation x* — x” —=p~'x* aus 9,41 ausfiihrt '?), so heisst ¢ der
Exzess des geometrischen Objektes. Fiir (einen Projektor oder) eine

Projektordichte 1-ten Grades X, ;""" vom Gewicht t (¢ heisst die
kontravariante Valenz, s die kovariante Valenz, s + t die Valenz) ist

e=r—(t—s)—(n+1DE . . . . . . . (3

Das Gewicht '3) eines kovarianten Punktes w, ist der Skalar

it

w—w.x’. . . . . . . . . . 9

Jeder Hyperebene der lokalen E. die den Beriihrungsort x* nicht enthilt
kann eineindeutig ein kovarianter Punkt mit Gewicht 1 zugeordnet
werden. Fiir kontravariante Punkte ist eine solche Zuordnung nur im
projektiv-affinen Fall (§ 3) méglich.

Sind & (h,...,I=1,...,n) irgend n unabhingige homogene Funktionen
nullten Grades der x*') (d.h. x* 0, & =0), die der Gruppe &, unter-
zogen seien, so bestimmen sie eine X, deren Punkte den Orten der
H, eineindeutig entsprechen, also mit diesen identifiziert werden kénnen »).
Die Transformationen von &, und $,.;: seien ganz unabhingig von

10) In TPZ mit A, bezeichnet. Den gewdhnlichen Buchstaben A wollen wir aber fiir den
Einheitsaffinor reservieren.

11) Wir verwenden das Zeichen = wenn die linke oder rechte Seite einer Gleichung ein
Projektor ist, und die Gleichung nicht bei allen holonomen oder anholonomen Transfor-
mationen der Bezugssysteme (und zwar fiir jeden einzelnen Index fiir sich) invariant ist.

12) Dieser Prozess ist ein spezieller Fall des aus der Lehre der Deformationen bekannten
»Mitschleppens'’ eines Koordinatensystems.

13) Im Mobiusschen Sinne. Nicht zu verwechseln mit dem Gewicht einer Dichte. VEBLEN's
“weight”" oder “index’ entspricht nicht unsrem Gewicht sondern unsrem Exzess.

k
14 In TPZ § 14 wurden nur die speziellen Funktionen ¢* = i‘f betrachtet.
x

15) Dennoch darf der Unterschied zwischen Xn und Hp selbst nicht vertuscht werden,
weil geometrische Objekte der Xn und der Hn ganz verschieden sein kdnnen.
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einander gehalten, d.h. die & bzw. die x* seien Skalare bzgl. £,
bzw. ®,. Setzt man

Bi=dut. . . . . . . .. . (5

so transformiert E; sich mit dem Index k wie ein Affinor, mit dem
Index u wie ein Projektor :

EL. = AL EVAY . . . . . . . (6

Dabei bezeichnet Af den Einheitsaffinor der X, .E. bildet das Ver-
bindungsglied zwischen Affinoren und Projektoren: jedem kontravarianten
Punkt ordnet er in eindeutiger Weise einen kontravarianten Vektor und
jedem kovarianten Vektor in eineindeutiger Weise einen kovarianten
Punkt vom Gewicht 0 zu:

k k
‘wt=E;v*; 'wpy=EB.wi ‘wux"=0. . . . . (7

Zu beachten ist, dass 'v* nicht nur vom Ort 1v’ sondern vom Punkte
v selbst abhingt.

§ 3. Projektiv-affine Mannigfaltigkeiten.

In jeder lokalen E; der H, sei eine nicht durch x" hindurchgehende
Hyperebene ein fiir allemal gegeben. Nach dem obigen konnen wir sie
eindeutig durch einen kovarianten Punkt ¢, mit Gewicht 1 und Exzess0
darstellen: ’

tx=1. . . . . . . . . . (8

Wir nennen eine solche mit einem Hyperebenenfelde ausgestattete
H, projektiv-affin. In einer projektiv-affinen H, kann man auch jedem
kontravarianten Punkte v" ein Gewicht

e S ()]

zukennen, und jedem kontravarianten Orte der nicht in ¢, liegt einein-
deutig seinen kontravarianten Punkt mit Gewicht 1 zuordnen. Dem
Affinorprojektor E* ldsst sich jetzt eindeutig einen dual entsprechenden
E; zur Seite stellen, der eine Losung ist der Gleichungen

E,Ei=A!, tE =0. . . . . . . (10

In einer projektiv-affinen H, gibt es eine eineindeutige Abbildung von
den ko- und kontravarianten Punkten mit Gewicht und Exzess Null
der E; auf den ko- bzw. kontravarianten Vektoren der E,:

vk =EL v* fiir v*¢,=0; v =Eiv",
(11)

; " : x
w;—E;w, fir w,x=0; w,=E.w:
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Wir koénnen diese also mit einander identifizieren (was wir durch
Verwendung desselben Kernbuchstaben zum Ausdruck bringen) und
Affinoren als eine spezielle Art von Projektoren, insbesondre Vektoren
als eine spezielle Art von Punkten, ndmlich als Punkte mit Gewicht und
Exzess Null betrachten. Mittels dieser Zuordnung stellt sich der Affinor-
projektor Ex als identisch mit dem Einheitsaffinor A,’-c (aber nicht mit
dem Einheitsprojektor #,!) heraus; wir werden dementsprechend den Kern-
buchstaben E durch A ersetzen:

Al =0.& xAL=0; A=A ¢ Ai=0. . . (12
A=A, —x t,

Die Differenz zweier ko- oder kontravarianter Punkte ist dann und
nur dann ein Vektor, wenn die Punkte gleiches Gewicht haben. Dem-
zufolge kann man jedem ko- und kontravarianten Ort uw, bzw. lv” der
nicht durch x” hindurchgeht, bzw. nicht in ¢, liegt, eindeutig einen Vektor
w', bzw. v zuordnen mittels der Beziehung

1 1
= —x'= A" v, v=v't #0,
v ” , Auvh v=v - =

(13)
. 1 5 ‘
w,‘:ww,‘—tlt—;’A,‘w,. w:w,‘x-‘#—o.s
oder mit affinen Bestimmungszahlen:
| - 1,
'k — . AF f— " A we - e - . 14
v ; Ajv, W, wA,Lu{, (14)

v" und o/, sind ndmlich invariant bei Ersetzung von v" bzw. w, durch
mit diesen koinzidente Punkte. Geometrisch ist Av” der Schnittort von
t, mit der Verbindungsgerade von v" und x"; der Faktor 1 dndert sich
dann und nur dann wenn der Ort von v” sich iiber diese Gerade bewegt,
und wird dann und nur dann Null wenn v" mit x* koinzidiert. Ent-
sprechend ist u w, die Verbindungs-E,_; von x, mit der Durchschnitts-
E;_; der beiden E; | w, und ¢ ; der Faktor u &ndert sich dann und
nur dann wenn diese E,_; im E,_,-Biischel um diese E._, dreht, und
wird dann und nur dann Null wenn sie mit ¢ koinzidiert. Wegen (13)
ist die Inzidenzbedingung v" w, = 0 fiir ko~ und kontravariante Punkte
mit der Inzidenzbedingung v" w', = 1 fiir die zugehorigen Vektoren &qui-
valent. Durch seinen Vektor v bzw. w', und sein Gewicht v bzw. w
ist jeder Punkt v" bzw. w, eindeutig bestimmt:
" S ; .
P U,,(U + x7) fiirv Z0 wg_Sw(wu—}—t,) fiir w # 0 (15)

v firv =0 A, fiir w = 0.
Definiert man die Differenz zweier Orte pu”, Av" durch
v’ uw’

—— =, u=wt#0, v=vvtF0 . . . . (16)

v u
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so ist sie stets ein Vektor, und man verifiziert leicht, dass sie mit der
Punktdifferenz der M0OBIUS-GRASSMANNschen Punktrechnung identisch ist.
Deutet man ¢ als ‘unendlich-ferne” Hyperebene, so kann man nicht
nur in der E,, sondern auch in der H, selbst bis auf Gréssen zwei-
ter Ordnung genau infinitesimale Parallellogramme bilden '), die den
Additionseigenschaften der Linienelemente entsprechen. Sind namlich
y’, 2’, u", v*, vier Orte der H, die in einer infinitesimalen Umgebung des
Ortes x, der H, liegen, so verifiziert man leicht '), dass die Bedingung
fiir die Parallelogrammlage
y" 2" u’ v’

f oy == S S ’ tu = tu X
y' t 'ty u' t, v' t, (¢ ») )

bei ¥ exakt invariant und bis auf Grossen zweiter Ordnung bei .1
invariant und unabhingig von der Lage von x, ist.

Ist y" ein infinitesimal benachbarter Punkt der H, von x", so ist das
Differential dx”" = y" — x" bekanntlich nicht bei {§ invariant :

dx’ —=podx’ +xdo. . . . . . . . (17)

In einer projektiv-affinen H, kann man ihm aber eindeutig ein Vektor-
differential d’x'" zuordnen, das wohl bei {§ (relativ) invariant ist, nur vom
Orte von y" abhidngt und mit dem gewohnlichen Linienelemente iiber-
einstimmt :

d'x’ = A% dx* = dx’ — (¢, dx*) x :yl? ~xv=ALdE . (18)

Die Affinisierung der projektiven Differentialgeometrie mittels eines
kovarianten Punktes ¢, mit Gewicht | erkldrt auch die Bedeutung der
projektiven Dichten fiir die &lteren Theorien 8):

Ist ndmlich ¢ eine beliebige projektive Dichte vom Grad r und vom
Gewicht t£0, so ist

1

G 0. ¢

*
t_u —

eine teilweise unbestimmte Hyperebene die nicht durch den Beriihrungs-

'6) Daraus folgt natiirlich noch nicht die Existenz einer Uebertragung, weil dazu die
Existenz eines Parallelismus bis auf Grossen dritter Ordnung genau erforderlich ist.

17)  Man braucht dazu die Transformationsformeln fiir y* = x¥ 4 dx” usw., als
Punkte der Hn (nicht der E} ) betrachtet:

y'=x"(g)=x" (x) +dx* A +$dx*dx* dux" 4+ ...=
=y A, +¥dxrdxt dux" + ...
18) Vgl. TPZ, § 14.
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punkt geht. In der Tat kommt € in den ilteren Theorien (bei geeigneter
Umformung) ausschliesslich in der Verbindung (21) vor. Wegen

x0 C=rC=eC+tn+1)C

ist t, fiir Dichten vom Exzess Null dann und nur dann normiert wenn

§ 4. DProjektiver und affiner Zusammenhang.

Es sei jetzt mittels eines Funktionensystems II;, vom Grade — 1 mit
Transformationsweise

I = A My + A 0w Ao . . . . . (19)

in der H, ein beliebiger projektiver Zusammenhang gegeben. Zwecks
spiterer Verwendung verzeichnen wir die Formeln:

x*Vov=+P ,v*; x*Vuw,=—Pw. . . . (20)
P'V;.;H;u X" ) Qu=IL X' Ay b =PLhxr=Q x" (21)

Der projektive Zusammenhang bestimmt eindeutig eine Korrespondenz
die jedem Punkte v den Punkt x"V/,v" zuordnet. Weil x"V/, 1 fiir jeden
Skalar 2 vom Exzess Null verschwindet, ist x* Vv* = Ax* V ,v", sodass
die Korrespondenz eindeutig eine projektive Abbildung (fiir die Orte) der
E. in sich bestimmt. Diese bestimmt ihrerseits die Korrespondenz nur
bis auf einen beliebigen Faktor welcher durch eine beliebige nicht ver-
schwindende Invariante von P’,, z.B. P’ oder P, P', festgelegt werden
kann. 20)

Wegen (16) bestimmt dx"\/ , v” im allgemeinen keinen bestimmten Punkt;
der Ausdruck ist nur bis auf ein beliebiges Vielfache des korrespondierenden
Punktes x"“V,v" bestimmt. Es existiert also im allgemeinen kein ko-
variantes Differential. Um ein solches zu erhalten gibt es zwei Méglich-
keiten : erstens kann das die Unbestimmtheit verursachende Zusatzglied
verschwinden weil P, =0 ist?'); zweitens aber kann es gelingen,
aus den unendlich vielen méglichen Punkten eindeutig einen heraus-
zuwéhlen. Dieser Fall tritt in einer projektiv-affinen P, auf, weil man da

19 In TPZ Nachtrag mit I‘S;fu bezeichnet.

20) Bei der wichtigsten physikalischen Anwendung ist PT,L P¥, bis auf einen konstanten

Faktor die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes.
2) Vgl. TPZ § 7, 8.
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das Differential mittels (18) normieren kann. Den dadurch entstehenden
kovarianten Differentialoperator bezeichnen wir mit ¢ :

d=d x*Va=dx*AL V., =dx" V, — (t.dx*)x* Vi 2) . (22)

Dieses kovariante Differential definiert im allgemeinen noch keine affine
Uebertragung, weil das kovariante Differential eines Affinors im allgemeinen
kein Affinor sondern ein Projektor ist. Durch den projektiven Zusammen-

hang ist aber wohl ein affiner Zusammenhang mit Differentialoperator
A
V; mitbestimmt, den man erhilt wenn man den Affinorteil der kovarianten

Ableitung eines Affinors nimmt :

A
Vv’ =A% N, v° fiir vt =0,
“ “ P %I“ i =) S § @ (23)

A
Vo, = ALV ,w. fir w,2=0;

A
Sind II,, = A% I'l; + A 0, Al diezugehdrigen Uebertragungsparameter
und ist
7~ v A v
XAu — H}y. - II).[A. . . . . . . . (24)

so ist
Xiw=—xVitat Pit.+6 Q"+ APt t, x' +

s (25)
+ it b+ xt Qut,

wo

Vit = ALVet., PY—A%P". Qu=ALQ, b*=ALbr (26)
die Affinorteile der ungestrichen Grossen bezeichnen. Damit der Differential-

A
operator V, selbst bei Anwendung auf Affinoren mit V/, identisch ist,
ist notwendig und hinreichend, dass \/, x", V/, t, und P’, die folgende

Gestalt haben : |
Vex*=qux’, Vut,=—qut,, . . . . . (27)

w=Prt, P=g,.%%. . ¢« « » = » (@28

In diesem Fall kann man den projektiven Zusammenhang also selbst
einen affinen Zusammenhang nennen. Umgekehrt bestimmt ein affiner

Zusammenhang mit den Parametern II}; eindeutig einen projektiven Zusam-
menhang, (wenn man noch fordert dass q. =0, also auch P—=0 ist) sobald
die mit der “uneigentlichen’ zu identifizierende Hyperebene der E gegeben

2) Man kann dies auch so auffassen, dass der Differentialoperator \/x durch
V. = Af, V‘: ersetzt wird. Es ist dann H*,'-_"“ == H,'u — P’ t,., sodass P'; = 0 wird.
Fiir v; gelten die Ausfilhrungen von TPZ, und das in (22) definierte kovariante Diffe-
rential ist dem gewohnlichen Differential (TPZ. §7) bzgl. v; gleich.
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ist. (27) besagt, dass der Beriihrungsort und die uneigentliche Hyperebene
(affin: der kontra- und kovariante Nullvektor) bei der Uebertragung
kovariant konstant sind. Dagegen besagt (28) dass die Korrespondenz
vollstindig entartet, namlich jeden ko- bzw. kontravarianten Ort ins
Unendliche bzw. in den Beriihrungsort iiberfiihrt. Nur fiir P—0 ist die
Uebertragung mit der nach der ersten Methode erhaltenen identisch.

Ein geoditisches Ortsfeld wird gegeben durch eine Gleichung von
der Form

Vv =ev’ . . . . . . . . . (29

Diese Gleichung behilt ihre Form bei Ersetzung von v* durch Av".
Durch geeignete Wahl von 4 kann man erreichen dass ¢ =0 wird;
verbindet man jeden Ort lv" der E, mit dem zugehérigen x* durch
eine Gerade, so wird in der H, ein Richtungsfeld bestimmt; die
zugehérigen Kurven, die wir pseudogeoditische Linien nennen, hingen
nur vom Ort Av" (nicht vom Gewicht von v") ab. Im allgemeinen
dndert sich die pseudogeoditische Linie aber wenn man den Anfangsort
Av” durch einen mit ihm und x” kollinearen Ort (also unter Erhaltung
der Anfangsrichtung) ersetzt. Damit die pseudogeoditische Linie bei
allen solchen Aenderungen invariant bleibt (in diesem Fall nennen
wir sie geoddtisch) ist notwendig und hinreichend dass P’,+ Q’;die
Gestalt

P,+Q,=xzz+ RA,. . . . . . . (30
hat 2). Dies ist die erste Moglichkeit um eindeutig ein Kurvensystem in
einer P, zu bestimmen ; pseudogeoditische Linien existieren in jeder P,.
Die zweite Moglichkeit wire wiederum, aus allen moglichen Orten Av”
eindeutig einen herauszuwihlen. Dies ist im projektiv-affinen Fall
mdglich durch die Bedingung dass v" = v ein Vektor sei. Die Defini-
tionsgleichung der so entstehenden Linien

VeV, v = . . . . . . . . . (31
ist dann und nur dann integrabel, wenn V’(,,, t)=0 (vgl. 26) ist, also

wenn V(. t, die Gestalt
V(Iut),)_—"U(,ul‘)) T U (- 74|

hat. Es ist dan u,=—t, P7, —t, Q. + t. b’ t.. Falls Lésungen von
(31) existieren, sind sie mit den affingeodétischen Linien, d.s. die (ge-
wohnlichen) geoddtischen Linien des affinen Zusammenhangs, definiert

durch
A
VEV V=g, . . . s 4 . . . (33)

¥) In TPZ wurden fir P;” und Q" einzeln Bedingungsgleichungen von der Form (30)
gegeben. Die hier definierten geodétischen Linien sind nicht mit den dort definierten iden-
tisch; anstatt der dortigen Definitionsgleichung H;; " = 0 (TPZ, § 10) geniigen sie nur der
schwiécheren Bedingung H,;" = 0.
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identisch. Falls der projektive Zusammenhang selber ein affiner ist, ist
dies wegen (27) immer der Fall. Ausser der pseudogeoditischen, der
pseudo-affingeoditischen und der affingeodétischen Linien sind noch die
halb-affingeoditischen Linien von Bedeutung, insbesondre fiir das Unifika-
tionsproblem der Physik ?%). Ihre Definitionsgleichung lautet:

veVuvr =@, . . L L . . L L (39

Sie entstehen durch fortgesetzte Uebertragung eines Ortes (Nullsetzen
des kovarianten Differentials (22)) in die Richtung seines Vektors (seiner
Verbindungsgerade mit x’) und sind unabhingig vom Gewicht von
v" aber abhiingig von der Lage des Ortes auf der Verbindungsgerade.
Mit den affingeodidtischen bzw. den pseudo-affingeoditischen Linien
stimmen sie dann und nur dann iiberein, wenn Q'’, =0 ist, d.h. wenn

Q' . die Form
Cu=bte+x'qu—qA. (@q=qu.x*) . . . . (35

hat, bzw. wenn (35) und (32) gelten. Im letzten Fall sind also die halb-
affingeoditischen, pseudo-affingeoditischen und affingeoditischen (aber
nicht die pseudo-geoditischen) Linien identisch. Bei der physikalischen
Deutung wird die Abweichung der halb-affingeoditischen von den affin-
geoditischen Linien als die Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes
gedeutet.

Mann kann auf jeder geoditischen Linie einen Bahnkurvenparameter
s (Skalar nullten Grades) einfiihren durch die Definitionsgleichung

vEVes=1. . . . . . . . . (36

die nur von der jeweiligen Richtung der Kurve abhingt %). Ist ¢ ein
beliebiger Parameter (Skalar nullten Grades) auf der Kurve, so ist

dd.;c" = fv” und das Integral von (36) lautet s:fﬂ dt. Aus (36) folgt:
v v Ek v '
d x = AvdtF = A, E;; ds= Ar(v*“0.&)ds=v" ds, . . (37)

sodass man fiir den Differentialoperator v'*V/, findet:

8
VeVe=2o . (39)

24) Sie stimmen in wesentlichen mit den von EINSTEIN und MAYER eingefiihrten iiberein ;
Vgl. auch J. A. SCHOUTEN und D. VAN DANTZIG, Ueber eine vierdimensionale Deutung
der neuesten PFeldtheorie, diese Proceedings, 34 (1931) 1398 —1407.

/ ty, dxM

%) e- (N. B. dx” selbst, nicht d'x*) existiert auf jeder Kurve als eine bis auf einen
beliebigen Faktor nullten Grades bestimmte homogene Funktion ersten Grades (Exzess =1).



