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days then the polarisation tension might be different from that on the days
of non previous radiation ; this would also give difference in the strength
of current. This possibility will be still further investigated into.

Herewith I feel obliged to give a vote of thanks to Prof. Dr. D. COSTER
for the resources he put at my disposal for this research work and
especially for the fine working facilities his laboratory afforded me.

Groningen, Natuurkundig Laboratorium
der Rijks-Universiteit.

Mathematics. — Zum Unifizierungsproblem der Physik. Skizze einer
generellen Feldtheorie. Von J. A. SCHOUTEN und D. vAN DANTZIG.
(Communicated by Prof. P. EHRENFEST).

(Communicated at the meeting of April 30, 1932.)
Einleitung.

In einer fritheren Arbeit!) haben wir gezeigt, dass sich die neue
EINSTEIN-MAYERsche Theorie ?2) in welcher jedem Punkte der Raum-
Zeitwelt eine lokale Rs; zugeordnet wird, vollstindig durch eine rein
vierdimensionale projektive Theorie ersetzen ldsst in welcher nur lokale
R, auftreten, die durch die Uebertragung nicht mehr affin sondern
projektiv auf einander abgebildet werden. Wir haben dort schon darauf
hingewiesen, dass die so modifizierte Theorie aufs engste verwandt ist
mit einer von VEBLEN und HOFFMANN 3) herriihrenden Theorie, die von
beliebigen in den lokalen Mannigfaltigkeiten liegenden quadratischen
Hyperflichen ausgeht. VEBLEN und HOFFMANN haben dabei von vornherein
vorausgesetzt, dass der durch das Feld der lokalen Hyperfldchen bestimmte
Zusammenhang symmetrisch ist, wihrend die projektivisierte EINSTEIN-
MaAvERsche Theorie durch eine ganz andere Forderung, nidmlich die der
Existenz eines gewohnlichen kovarianten Differentials, ausgezeichnet ist.

In der vorliegenden Arbeit wollen wir von diesen beiden einschrin-
kenden Forderungen absehen, und zunéchst ganz allgemein den zu einem
Feld von lokalen quadratischen Hyperflichen gehérigen projektiven
Zusammenhang bestimmen. Sodann werden drei geometrische und fiinf
physikalische Forderungen gestellt: Letztere lauten:

) J. A. SCHOUTEN und D. VAN DANTZIG, Ueber eine vierdimensionale Deutung der
neuesten Feldtheorie, Proc. Kon. Akad. v. Wet. 34 (1931) 1298 —1407.

2) A. EINSTEIN und W. MAYER, Einheitliche Theorie von Gravitation und Elektrizitit,
Sitzungsber. Berl. Akad. 25 (1931) 541 —557.

3) O. VEBLEN, A generalisation of the quadratic differential form, Quart. Jn. of Math.
1 (1930) 60—76: O. VEBLEN and B. HOFFMANN, Projective relativity, Physical Review
36 (1931) 810—822; B. HOFFMANN, Projective relativity and the quantum field, Phys.
Review 37 (1931) 88—89. Man vergleiche auch die sehr verwandten Arbeiten von D. J.

STRUIK und N. WIENER, Sur la théorie relativiste des quanta, C. R. 185 (1927) 42—44:
A relativistic theory of quanta, Journ. of Math. and Phys. 8 (1927).
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1. Die geoditischen Linien sind die Weltlinien geladener Massen-
teilchen.

2. In einem reinen Gravitationsfelde ist die Uebertragung der Vek-
toren die aus der gewdhnlichen Relativititstheorie bekannte RIEMANNsche
Uebertragung.

3. Die einfachste sich unmittelbar darbietende lineare y-Gleichung
ist identisch mit der Diracschen Gleichung.

4. Der totale Impulsenergiepunkt (der in der projektiven Theorie an
Stelle des Impulsenergievektors tritt) ist lings einer Weltlinie kovariant
konstant.

5. Variation der einfachsten sich unmittelbar darbietenden Invariante
ergibt die kombinierten Feldgleichungen von Gravitation und Elektro-
magnetismus.

Durch diese Forderungen ist nun ein einziger projektiver Zusammen-
hang ausgezeichnet der sich sowohl von der projektivisierten EINSTEIN-
MavERschen Theorie als von der VEBLEN-HOFFMANNschen Theorie
unterscheidet. Im Gegensatz zur zweiten Theorie gibt die neue Theorie
die Konstanz des totalen Impulsenergiepunktes, im Gegensatz zu beiden
Theorien die zwangliufige Entstehung der Wellengleichung aus der
einfachsten sich darbietenden linearen 1-Gleichung.

Wir verwenden die von D. vAN DANTZIG eingefiihrte Methode der
homogenen Koordinaten, die sich fiir Untersuchungen dieser Art als
besonders praktisch bewihrt hat 1).

§ 1. Hauptbegriffe der projektiven Differentialgeometrie.

Es seien x* (¢, %,...,w =0, 1, 2, 3, 4) homogene Koordinaten der Raum-
Zeitwelt. Sie seien der Gruppe $s aller homogenen Koordinatentrans-
formationen ersten Grades ?) unterworfen :

= [t afls Ve e =01208.4 . . 1)

Daneben betrachten wir die Gruppe {§ aller Punkttransformationen von
der Form

X=o0x, . . . . . . . . .2

wo o irgend eine homogene Funktion nullten Grades der x’ darstellt.
Wir verwenden folgende projektivgeometrische Objekte:

1. Skalare v-ten Grades: diese sind invariant bei 5 und bekommen
einen Faktor ot bei {.

1) D. vAN DANTZIG, Theorie des projektiven Zusammenhangs n-dimensionaler R&aume,
Math. Ann. 106 (1932) 400—454 weiter zitiert als T. P. Z. Die Einordnung der Affingeometrie
in die projektive, die mit unserem Gegenstand eng zusammenhéngt findet sich in der Arbeit
desselben Verfassers: Zur allgemeinen projektiven Differentialgeometrie, I. Einordnung der
Affingeometrie, Proc. Kon. Akad. v. Wet. 1932, 524—534, weiter zitiert als A. P. D. L.

2) Nicht notwendig linearen !

42

Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXV, 1932.
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2. Kontra- und kovariante Punkte r-ten Grades mit der Transfor-
mationsweise

v = A v ﬁl":.bvx“';‘) O,:Eif; v’ = ol v (a)2

v

. 3)
W= Ar Wi AL =0p &y Op= 6.2)"; w, = ot ws (b) S

3. Projektoren hoherer Valenz (— Anzahl der Indizes), die sich aus
den Punkten ableiten wie Affinoren aus den Vektoren.

4. Allgemeinere (projektive) geometrische Objekte, die sich bei Ds
und § irgendwie transformieren.

Diese Objekte liegen in der zu jedem Punkte der Raumzeitwelt gehé-
rigen lokalen E}?). Infolge der Eulerschen Homogenititsbedingungen

X=xthx =4 . 0 . . . . . @)

sind die x* selbst Bestimmungszahlen eines Punktes, des Beriihrungs-
punktes der Ej. Dagegen sind die dx’ nicht Bestimmungszahlen eines
kontravarianten Punktes, da sie sich zwar bei $£)s richtig aber bei
falsch transformieren. Die 7 sind intermedidre ) Bestimmungszahlen

des Einheitsprojektors:
s 3 , 241
4= O : :3 . (5)
Der Exzess ¢ eines Projektors der kontra- bezw. kovarianten Valenz
t bzw. s, dessen holonome Bestimmungszahlen den Grad v haben ist

e=r—¢t+s . . . . . . . . . (6

Irgendwelche vier unabhingige homogene Funktionen nullten Grades
& (h,....m=1,2,3,4) der x' lassen sich als gewohnliche (,,inhomogene”)
Koordinaten der Raumzeitwelt verwenden. Sie seien unabhingig von den
Transformationen der x’ den Transformationen der Gruppe &, aller kon-
tinuierlichen Transformationen unterzogen. Ausgehend von (9, werden
wie iiblich (affine) Skalare, Vektoren, Affinoren und allgemeinere (affine)
geometrische Objekte in den lokalen E,*) definiert. Projektive Skalare
vom Grade Null lassen sich mit affinen Skalaren identifizieren. Die
Beziehungen zwischen Projektoren und Affinoren sind folgende. Jedem
kontravarianten Punkt ersten Grades ist in eindeutiger Weise ein kontra-
varianter Vektor zugeordnet, jedem kovarianten Vektor aber in einein-

1) Wir verwenden das Zeichen ~ wenn die linke oder rechte Seite einer Gleichung
ein nicht verschwindender Projektor ist und die Gleichung nicht bei allen holonomen oder
anholonomen Transformationen der Bezugssysteme (und zwar fiir jeden einzelnen Index
fiir sich) invariant ist.

2) E} = n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer gewdbnlichen projektiven Geometrie.

3) D. h. Bestimmungszahlen in Bezug auf mehrere Bezugssysteme zugleich.

%) En = n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer gewdhnlichen affinen Geometrie.
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deutiger Weise ein kovarianter Punkt fiir den die Ueberschiebung mit
x* verschwindet :
‘G=Erv ; BE=0,8 (a) | ,
‘wa=E w,; x*w,=0 (b)s 7
Ist ein kovariantes Punktfeld t, gegeben mit der Normierungsbedingung
baxr=1l. o = & & » » « = » (8
so ldsst sich mit Hilfe des Projektors

B= = o s s « 5 5 5 « = (9

auch eine eineindeutige Korrespondenz herstellen zwischen allen kontra-
varianten Vektoren und denjenigen kontravarianten Punkten, die bei
Ueberschiebung mit ¢, annuliert werden. Durch die Gleichungen

E{E;=E;, . . . . . . . . . (10
r EJ =0 . . . . . . . .. (1]
sind némlich die n (n 4-1) E eindeutig bestimmt. Sie geniigen der Gleichung
ErEr—Ar; Ar—gatl. 5t O (12)
, 0 o0&

und fiihren die gewiinschte Korrespondenz herbei. Wir identifizieren von
jetzt an diejenigen Projektoren die bei jeder Ueberschiebung mit £, oder
x” verschwinden mit den korrespondierenden Affinoren und schreiben
beide mit demselben Kernbuchstaben. Die E* E; und Ej werden dann

Bestimmungszahlen des Einheitsaffinors A* und folgerichtig mit dem Kern-
buchstaben A geschrieben, sodass die Korrespondenzformeln fiir Vektoren
jetzt lauten

v=AF g flirv il =0; v=Alv*; .« « « « (13)

w,=Alw, firw, x» =0; wi=Alw;, . . . . (14

Statt der 47 aus (3) kann man (n + 1)? ganz beliebige Funktionen
A2 von irgendwelchem Grade q mit nichtverschwindender Determinante
einfiihren und die v”, w, aus (3), berechnet mit diesen neuen 47, als

Bestimmungszahlen in bezug auf ein neues Bezugssystem auffassen, dessen
Lage in bezug auf das alte durch die Wahl der x” festgelegt ist. Ein

solches Bezugssystem heisst anholonom wenn nicht gleichzeitig
o, Ay=0 . . . . . . . . . (19

qg=0. . . . . . . . . . (l6)
42*
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ist. Die erste Forderung besagt, dass 7 dx* exakte Differentiale sind,

ndmlich die Differentiale der nach (4) berechneten x*' dividiert durch
q + 1, die zweite, dass diese Ausdriicke gerade die Differentiale der x*' sind.
Die Ausdriicke

QU= AU A o .. (17)

und die Zahl q diirfen als bekannt vorausgesetzt werden sobald ein
anholonomes System gegeben ist. lhr Verschwinden besagt dass Erfiillt-
sein der Holonomititsforderungen.

§ 2. Zusammenhang, Uebertragung, Korrespondenz.

Ein linearer Zusammenhang liegt vor, wenn eine kovariante Differen-
tiation von Projektoren vom Exzess Null definiert ist, gegeben durch

Vvo=o,v+I,0 . . . . . . . (18

Beim Uebergang zu einem anderen holonomen oder anholonomen
System transformieren sich die I/} folgendermassen

Iu

oy, = w3, — A0, 47 . . . . . (19)

+ oty

Sie bilden ein geometrisches Objekt vom Exzess Null. Der Exzess

dndert sich also nicht bei kovarianter Differentiation.
Aus (19) und (17) folgt dass

S;=1I%, — Q1 . . . . . . . . (20

(2]

Po=I, x +@+DA . . . . . . ()
Q.=1II, x» + 2. x"+ (q+ 1) Ao =11, x*+ d.x' = V. x* (22)

Projektoren vom Exzess Null sind. Fiir ein holonomes Bezugssystem
vereinfachen sich diese Formeln bedeutend, da £’ und q verschwinden.
Ist P, #0, so ist jedem Punktfeld v* vom Exzess Null in eindeutiger
Weise ein Punktfeld x”\/,v’= P’ , v’ zugeordnet. Diese Zuordnung
heisst die zum Zusammenhang gehorige Korrespondenz.
Ist das kovariante Punktfeld ¢, gegeben und damit A’, so ist

dx=Adx' . . . . . .. . (23

im Gegensatz zu dx’ ein kontravarianter Punkt und zwar ein Vektor,
und es ladsst sich also ein kovariantes Differential bilden

v =d'x*Vev, . . . . . . . . (29

und eine Uebertragung definieren mittels der Vorschrift: kovariantes
Differential = 0:
drt==I v*d'®*y « + + « «+ « x (25)



647

Die Korrespondenz zusammen mit der Uebertragung bestimmen den
Zusammenhang eindeutig und umgekehrt. '

§ 3. Fundamentalquadrik; Polaritit und Nullverwandtschaft.

Wir fithren in jeder lokalen Ej eine nichtdegenerierte Quadrik mit
Trégheitsindex 3 (die Fundamentalquadrik) ein, die den Beriihrungspunkt
nicht enthdlt. Diese bestimmt eindeutig und wird eindeutig bestimmt
durch einen symmetrischen Projektor G;. vom Exzess 0, mit der
Normierungsbedingung

Gux'xr=—w? . . . . . . . . (26

wo w eine positive Konstante von der Dimension L ist, die die Lingen-
einheit festlegt. Der kovariante Fundamentalprojektor G.,., sowie der
zugehérige kontravariante Fundamentalprojektor G** werden wie iiblich
zum Herauf- und Herunterziehen von Indizes benutzt. Die Hyperebene
des kovarianten Punktes

XA — G;HU‘ x“ . . . . . . . . . (27)

ist die Polarhyperebene des Kontaktpunktes in Bezug auf die Funda-
mentalquadrik. Wir setzen

tL=—ow2x,, . . . . . . . (27')

A

und betrachten ¢, als unendlichferne Hyperebene. Der Beriihrungspunkt
wird dadurch zum Mittelpunkt der Quadrik. In der E§{ wird eine
Minkowskische Metrik festgelegt und die Quadrik wird eine Hyperkugel
mit Radius w.

Der alternierte Differentialquotient von x; in bezug auf holonome
Koordinaten ist ein alternierender Projektor

xMAZG[,‘xA]-}—Q;Mx\,;6(,‘x;q. e e (28)

dessen Ueberschiebung mit x” verschwindet:

Ozx“xua—;x“a[#x;\], e e e e o0 (29

und der also ein Bivektor ist.

Dieser Bivektor legt in der Hyperebene von x; eine Nullverwandt-
schaft fest. Offenbar bestimmt G,, in derselben Hyperebene eine Pola-
ritit vermdge des Fundamentaltensors

9. — AL, G,W =G,,+o?x, X (a)

N L. . (30)
go=Aw Gr =G+ o-2x'x (b)

1) Bei Affinoren konnen wir Indizes nach Belieben auch mit g#v bwz. g, herauf- und
herunterziehen.
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der RIEMANNschen Massbestimmung:
ds?’=g,, dx*d'x'=g, dx*dx* ; dx=(F,4 0 ?2x,x)dx* . (31)

Wir werden in dieser Arbeit manchmal ein besonderes anholonomes
Bezugssystem (c), (a,...,g=0,1,2, 3,4 verwenden, in bezug auf welches
ein kontravarianter Vektor v’ die gewdhnlichen orthogonalen Bestim-
mungszahlen v', v?, v?, v* hat, wihrend alle Bestimmungszahlen von x” und
x, mit Ausnahme von x®* =1 und x, = — @* verschwinden.!) In bezug
auf dieses System hat G,, die Bestimmungszahlen

Goo = — w?; /
G“:G22:G3;:+1; Gu=—1;, . . . . (32)
Go;:G,'o:O; G,-,':O fﬁl’ l¢js

Die anholonomen Differentiale (d&)', (d&)?, (d&)*, (d%)* konnen also in
einem Punkt fiir ein diesem Punkte zugeordnetes geoditisches Koordi-
natensystem mit dx, dy, dz, cdt bezeichnet werden.?)

Bei dieser Wahl gilt fiir jeden Punkt

(33)

N =vt,—=— 0 2vx, (a) e
wy = w, X7, (b) S

und Entsprechendes fiir die nullten Bestimmungszahlen anderer Projek-
toren.

§ 4. Der zur Fundamentalquadrik gehdrige projektive Zusammenhang.

Wir stellen folgende zwei geometrische Forderungen.

1. Die Fundamentalquadrik bleibt bei der Uebertragung invariant.

2. Die Hyperebene von x, bleibt bei der Korrespondenz invariant
(d. h. Vektoren gehen in Vektoren iiber) und bei der Korrespondenz
zugeordnete Punkte sind polar verwandt in bezug auf die Funda-
mentalquadrik.

Aus diesen Bedingungen ergibt sich

V. Gr,=5,Gn (a)
* s =0, ® L (3
p()\‘u) :0, (C)
x* P, =0, (d)

1) Es ist zu bemerken, dass der Index 0 eine besondere Rolle spielt im Gegensatz zum
Index 0, der in keiner Weise vor den Indizes 1, 2, 3, 4 ausgezeichnet ist (Vgl. 33a).
2) Die Gleichung der Quadrik lautet bei geeigneter Wahl der Koordinaten in der
lokalen Ej :
X2+ y2 422 — 22 — w2 =0.
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wo s. ein beliebiger kovarianter Vektor (d.h. ein kovarianter Punkt
in der Hyperebene von x;,) vom Exzess Null ist. Aus (20) und (34a)
folgt

II;H pum— {, G,P (0}. G,A,:, ‘*‘ay. G).'s - O»"’ G).,u) _Sl." ﬁ;]‘{' %‘SwG),L‘{”S):/'IV - 2 S‘-/(AH) (35)

fiir holonome Bezugssysteme. Daraus folgt mittels (34 b, c, d)

Q).‘u — xv,,). —'_ S‘u A ‘+_ 2 Tu), —_— ‘._1? Su XA . s ] . . (36)
Py—=xu0+S,—2Zu, . . . . . . (37)
ss—=—4w? Si'/-‘/ XX, . . . . . . . (38)

wo
Sur =A% Ssos ¥ =S’ — §suxy . . . . (39)
Tv//.)\ — Ao"/lc/ Sv (52) X = Sv(':, %) X + 74L S(lu x)\) * * * ‘ (40)
L = A%, SVW] =8, T Esu, - - . . (41)

S, =AL S‘Ff =S, oS x"+ 207 x,(Z,]+ T+ e

+ 1 02 sp xg x* Y

(42)

Affinoren sind.

In der Hyperebene von x, liegen einerseits die Polaritit von g,, und
die Nullverwandtschaft von x,, andererseits die Korrespondenz von
P’,. Weil nun wegen (34c) das Produkt P,, der Korrespondenz und der
Polaritiit selbst eine Nullverwandtschaft ist, und weil sowohl die Polaritit
als auch die Nullverwandtschaft von der Uebertragung unabhingig sind
und nur von der Quadrik abhingen, stellen wir die dritte geometrische
Forderung:

3. Die Korrespondenz in der Hyperebene von x, entsteht durch die
Aufeinanderfolge der Polaritit von g,, und der Nullverwandtschaft
von x,,,. '

Sodann ist
(43)

wo # eine Konstante ist die ndherer Bestimmung harrt. (Vgl. § 8).

§ 5. Geoditische Linien.

Wird ein Punkt v’ in einer bestimmten Ej in der Richtung der Ver-
bindungsgeraden mit dem Kontaktpunkt iibertragen, so geht er in einen
bestimmten Punkt der benachbarten Ej iiber. Wird dieser Prozess
fortgesetzt, so bestimmen die sukzessiven Fortschreitungsrichtungen eine
Kurve, die wir kurz geoditisch ') nennen. Wir zeigen dass die Kurve

1) In A. P. D. L sind die wichtigsten Arten von geodétischen Linien aufgezihlt. Die hier
benutzten sind dort als , halb-affingeoditisch™ klassifiziert.
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nur von der ersten Fortschreitungsrichtung (die wir zeitartig wihlen)
l
und von der zeitlichen Entfernung (die wir mit c bezeichnen) des Punk-

tes v» vom Kontaktpunkt abhingt. Wegen

P =v=v't= — 0% x, /
A vy i
ist die Gleichung der geoditischen Linie:

Nun lautet aber die Gleichung der Weltlinie eines geladenen Massen-
teilchens

d (ds)

dr dr

w (d&) (d&)/ e ()
kNS N T .k 1
+I dr dv mch dr Joox o= s U6)
Fiihren wir also als erste physikalische Forderung ein:
1. Die Weltlinien geladener Massen, sind die zu konstantem [ ge-

horigen geoddtischen Linien, so folgt:

sk — — % "f}f, e e e e e (‘17)

S/}f i s ill, gij sk 7{» 11— A‘:_‘Sj) 5 - o - . . . (48)

xij -+— SIJ:AN.FlJ, . . . . . . . . (49)
__me’

1= . T (<10)]

T,'j = O, 3 . & & % ‘ R K & (51)

wo 4 eine von der Gestalt der Bahnkurve unabhingige Konstante von
der Dimension M—":L': T ist.

Die zweite physikalische Forderung sei:

2. In einem reinen Gravitationsfeld ist die Uebertragung von Vektoren
identisch mit der RIEMANNschen Uebertragung der gewdéhnlichen Rela-
tivitdtstheorie.

Aus dieser zweiten Forderung ergibt sich

S’;.j:":O, also ss=0 . . . . . . . (52

Die Parameter der Uebertragung in bezug auf das gewihlte anholonome

1) Bei dieser Wahl des Vorzeichens ist e die wirkliche Ladung (also = O fiir Protonen,
<=0 fiir Elektronen) und F, =20 w3, Wo oy, my, w3 die Komponenten des magne-
tischen Potentialvektors sind und — w, das elektrische Potential ist.
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Bezugssystem haben also jetzt, sofern sie nicht verschwinden, folgende

Werte

1T} = F’l‘l(;s k ! fir holonome Bezugssysteme). ?
(ij (53)
II)) = — w™2iF,; Il =iF:*; H‘_“,:le"—ZZ."‘.s
i ij if J i i i

Die RIEMANNsche Uebertragung lisst sich auffassen als eine projektive
Uebertragung besonderer Art, die Vektoren in Vektoren iiberfiihrt und

R
von deren 125 Parameter IT5, (a,...,g=0,1,2,3,4) nur die I\, = I},
(h,...,m=1,2,3,4) nicht verschwinden. Aus (53) folgt dann fiir ein
allgemeines Bezugssystem (v):

R
1 —1I1

v
2L A

=—w? (lFML x4+ ix, F/‘l” + lF)'_’x,”_ —22Zy xu) . (54)

Als projektive Uebertragung betrachtet ist also die RIEMANNsche Ueber-
tragung nicht symmetrisch. Sie ist charakterisiert durch die Eigenschaften :

R R R R
v":g)\u:O' v x‘/—_—_o' v X :0' S-“/:w—zx)‘uxv' . (55)

A

R
wo V den kovarianten Differentialoperator der RIEMANNschen Geometrie
darstellt.

§ 6. Diracsche Gleichung.")

Wir fithren die Diracschen hyperkomplexen Zahlen ac(a,..., g=
=0,1,2, 3,4) ein mit Hilfe der Gleichungen

a(a ab) - Gab; a(a ab) ac — a® a(b ac) : 2 (56)

@ = o' a a? dd at, s

ac lasst sich als ko-kontravarianter Spinor (Affinor des Spinraumes)
der Valenz Zwei auffassen und dementsprechend a<%, (A,..., G=5,6,7.8)
schreiben.

Wie einer von uns in D. E. gezeigt hat, ist ein kovariantes Differential
fiir kontravariante bzw. kovariante Spinvektordichten vom Gewicht + }

bzw. — 1 festgelegt durch die Forderung, dass das kovariante Diffe-
rential von a°, verschwindet. Bei geeigneten Koordinaten im Spinraum

verschwindet auch das gewdhnliche Differential von a€,. Sind A§,

1) Vergl. J. A. SCHOUTEN, Die Darstellung der LORENTZgruppe in der komplexen
E, abgeleitet aus den Diracschen Zahlen, Proc. Kon. Akad. v. Wet. 33 (1930) 189—197;
ausfiihrliche Erorterung in: Dirac equations in general relativity, Journ. of Math. and Phys.
Massach. 10 (1932) 239—283. Zitiert als D. E.
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die Parameter dieser Differentiation in Bezug auf diese Koordinaten,

so ist

=1I;,G
Die kovariante Differentiation der Pseudospinvektordichte %€ der

Materiewellen lautet also !):

1C — 1 acC . . (8¢ — g2 o€
IlAb__‘ 4 ;/ucba..‘A' ! ach dc’ at—atas,. . * (57)

. ei .,
V, w€ =0, yC+A§, p2 — b wC. . . . . (58)
wo ¢ ein kovarianter Punkt ist, der sich bei Ersetzung von € durch
. h
eir yC umc-ab @ vermehrt.

Wir stellen nun die dritte physikalische Forderung:
3. Die Diracsche Wellengleichung hat die denkbar einfachste Gestalt:

?abvbipCIO. ) T (61°)]

wo yC die Pseudospinvektordichte der Zustandsgrosse der Materie-
wellen ist.
Diese Forderung ist dann und nur dann erfiillt, wenn

2
¢o = — i® me_c =const. . . . . . . . (60)
i = @is
und

ist. Der Potentialvektor ¢, ist also Vektorteil eines kovarianten Punktes
@i, dessen konstante Bestimmungszahl ¢) den Massenterm hervorbringt.
Massenwirkung und elektromagnetische Feldwirkung entspringen also
jetzt aus derselben Quelle: der Unbestimmtheit von .

§ 7. Impulsenergievektor und Impulsenergiepunkt.

Die Gleichung (46) der geoditischen Linien ldsst sich schreiben:
é dx" e \_

1) Ein Pseudovektor ist ein Vektor, der bis auf einen skalaren Faktor bestimmt ist.
Dieser Faktor hat hier die Form efy. Die Theorie der kovarianten Differentiation von
Dichten und Pseudogrossen findet sich in ]J. A. SCHOUTEN und V. HLAVATY, Zur
Theorie der allgemeinen linearen Uebertragung, Math. Zeitschr. 30 (1929) 414—432. Der
Gedanke, das bei Pseudogrossen auftretende Zusatzglied als elektromagnetische Feldwirkung
zu deuten rithrt von WEYL her, Elekiron und Gravitation, Zeitschr. f. Phys. 56 (1929)
330—352.

la) Vgl. die Fussnote zu Formel (46)!

2) Bei einer Wahl von 5 und 0 die dieser Gleichung nicht gentiigt entstehen neue Glieder
in der Wellengleichung zweiter Ordnung. Darunter befindet sich merkwiirdigerweise ein
Spinglied das im Gegensatz zum gewdhnlichen Spinglied aus einem reellen elektrischen
und einem rein imagindren magnetischen Teil besteht.
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/ oy

drt
(49) und (61)

m ist der kinetische Impulsenergievektor. Nun folgt aus (37), (43),

6 A
E,,), == '2—1" Xuir — 2—1 a[,, X5 . Ce e e e (63)
Andrerseits ist aber
R
F.;=2Vugy. also Fui=20uox: ¢r=Aje, . . . (64)

Der Potentialvektor ¢; unterscheidet sich also vom kovarianten Punkte

2
3] *» nur um einen (projektiven) Gradienten, fiir den wir %C% 0. log x

schreiben:

(2
(p,_:ﬂ(x;_—{—wza;\logx). e e e e e (65)

z ist demzufolge ein (projektiver) Skalar vom Grad und Exzess Eins,
der vollstindig beliebig wihlbar ist, entsprechend dem Umstande, dass
@; nur bis auf einen Gradientvektor bestimmt ist Trotz dieser Unbe-
stimmtheit ist der kovariante Punkt ;5 x1, der ¢; in (64) vollstindig zu
ersetzen vermag, eindeutig bestimmt. Man kann also die Bestimmungs-
zahlen dieses Punktes als die , wirklichen'" und diejenigen des Vektors
@, als die ,,scheinbaren’’ Potentiale auffassen ; letztere entstehen nur dadurch
aus den ersteren, dass man vom (eindeutig bestimmten) Potentialpunkte
einen solchen (dadurch nur bis auf einen Gradientvekfor bestimmten)
projektiven Gradienten abzieht, dass ein Vektor iibrigbleibt. In bezug auf
das anholonome System (c) hat der , wirkliche”” Potentialpunkt nur eine
6 w?
41

kanntlich der potentielle Impulsenergievektor; dementsprechend lasst sich

e
nicht verschwindende Bestimmungszahl — . Der Vektor Zcp” ist be-

also L x" als potentieller Impulsenergiepunkt und

4ic
d'x” He

pr=m
als totaler Impulsenetgiepunkt auffassen. Wir stellen nun die vierie phy-
sikalische Forderung :
4. Der totale Impulsenergiepunkt ist lings einer Weltlinie konstant.
Es ergibt sich dann wegen (62) § —4 und somit;

AF),_U = 2 x/'.‘u . . 5 . . . . . . (67)
Si.‘u — Xius Z?/l: — Xius pi.ln ===4 X Q).!l =—2 X - (68)
S}-/l" = — w2 (X x" — x x," +x;vx0) . . . . (69)

R
I;, — H}’y =— w0 22xux"+2x x4 Xu ) . . (70)
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§ 8. Krimmungsgréssen; Variationsprinzip.

Faltung der Kriimmungsgrosse

N, '=—20,17,, — 21T I

I3]0 el DAl T

2 (H‘f"’ﬂl — Sr,.:/:( P) H;LF (7 1 )

ek
ergibt

N“ — N‘;‘»‘;F =K ,—2w? /1Fl,;f Z;.‘; — 2 f (lF,_P "22,\,9) -+ 2
R R
t+207%ix, V , Fif —2072x, V Z;F —g (72)
— w0 Ax, x0 Fou (AF?* — 2 ZF7),

wo K. die einmal gefaltete RIEMANNsche Kriimmungsgrosse ist. Ueber-
schiebung mit G’ ergibt
N=N.G"*=K—4w21F,, 27" — 2 02 1 x;, F°? +

(73)
+ w2 )2 Fa-‘a F-¢ + 4w? Xup ZI‘P'

wO K: Ku}. g‘“}‘ ist.
Das einfachste Variationsprinzip lautet:

P f NV ®dx® dx! dx? dx’ dx* =0, &= Det(G:.),. . (74)

wo die G, unter Konstanthalten von @ zu variieren sind. Wenn wir
nur die Tatsache benutzen dass S;. und Z;, mit x;. proportional sind:

Sl‘u — 0 Xiu, Z).Iu — C X jin ’), SO ﬁnden wir :
2
K)./l = 'lf K GJ./I — w™? ’"22—'2 (4co_02+1)(F):FEM,:—%'QMLF ;FP"):O
(1+o0) (75)

2(4to—a?— 1) o' xo Vi F) =0

Die fiinfte physikalische Forderung sei nun:
5. Das Variationsprinzip ergibt die kombinierten Feldgleichungen von
Gravitation und Elektrizitat

K,.—4Kg,,+ZF;F,,—~4F, Frg)=03 . . (76

Aus dieser Forderung folgt 0 # — 1 und
—2(4fo—a? + 1)(0—212:612(1 R R 1 4

also unter Beriicksichtigung von 6 =1, {=—1:
2
%W
M= . 78
2¢? 78)
1) Von den sich aus § 7 ergebenden Werten 6 =1, £ = — 1 wird noch kein Gebrauch
gemacht.

?) » ist die Gravitationskonstante 1,87 X 10—27 cm/g.
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Der projektive Zusammenhang ist damit vollstindig festgelegt. Die
einzige Konstante die noch iibrig bleibt ist die Konstante w die die
Lageneinheit bestimmt. ')

Der Rest der Gleichung (75) ergibt dann die zweite MAXWELLsche
Gleichung

R

V,FP=0 . . . . . . ... @19
und

K=0. . . . . . . . .. (@80

Die erste MAXWELLsche Gleichung

R
V[kF,'ﬂ:O . . . . . B . . . (81)

aber folgt schon daraus dass F., bis auf einen konstanten Faktor gleich
O« X3 ist.

Der Fall der symmetrischen projektiven Uebertragung, S»,=2Z».—0
ergibt sich fiir =1, 6 =(—=0.

Dies ist der Fall den VEBLEN und HOFFMANN behandelt haben; in ihrer
Arbeit fehlen aber die Beziehungen der Weltlinien zu den geoditischen Linien.
Dieser Ansatz vertrdgt sich mit allen unseren geometrischen Forderungen
und mit den physikalischen ausser 3 (Diracsche Gleichung) und 4 (Impuls-
energiepunkt), fiihrt aber zu einem negativen Wert von w2

In einer friilheren Arbeit, zeigten wir dass sich die fiinfdimensionale
EINSTEIN-MAYERsche Theorie als eine vierdimensionale projektive Theorie
deuten ldsst. Dieser Fall entsteht hier fiir P,, =0, also # =0. Dieser
Ansatz vertrigt sich mit allen unseren geometrischen Forderungen und
mit den physikalischen ausser 3, fiihrt aber gleichfalls zu einem negativen
Wert von w? ?)

Im Gegensatz zu diesen beiden Theorien ist es in der hier aufgestellten
generellen Feldtheorie durch Einschrinkung der geometrischen Forde-
rungen gelungen, in eindeutiger Weise eine Geometrie zu bestimmen, die
erstens die richtigen Bewegungsgleichungen und zweitens die richtige
RIEMANNsche Geometrie fiir das reine Gravitationsfeld liefert, drittens
die DiRACsche Gleichung fiir das Elektron inklusiv Massenglied in die
denkbar einfachste Form zu bringen gestattet, viertens kovariante Kon-
stanz des totalen Impulsenergiepunktes ergibt, und fiinftens aus dem
méglichst einfachen Variationsprinzip die Feldgleichungen entspringen
lasst.

=
1) Man konnte sie z.B. durch o = l/’i1 festlegen.
c
2) Der Wert von ¢ lasst sich aus dem projektivisierten EINSTEIN-MAYERschen Ansatz
nicht bestimmen. PFordert man noch dass 4 geniigt wird, so wird 6=%=1; wiirde man
aber 3 fordern, so ergabe sich 6= — 1, $=0, in Widerspruch zu 5.





