
Mathematics. - Die linearen Komplexe in der nicht-Euklidischen 
Geometrie. II. Von O. BOTTEMA. (Communicated by Prof. W. 
VAN DER WOUDE.) 

(Communicated at the meeting of May 28. 1932.) 

IV. Ausarbeitung eilliger Beispiele. 

15. Im vorhergehenden ist die Theorie allgemein gehalten. Wir wollen 
in diesem Abschnitt einige BeispieIe etwas eingehender betrachten. 

Wir wenden uns zuerst dem allgemeinen Typus in R2n- zu. 
Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung der Produktkollineation 

C sind sämtlich einfach; wenn wir sie mit al' a2' . . .• an • - 81' ... - a n 

(a/ ~ ± aj) bezeichnen. so können wir das Koordinatensystem so wählen. 
dass die x und die y-Kollineationen Cl und C 2 bzw. die Gestalt erhalten: 

al 0 0 0 -al 0 0 0 

0 a2 0 0 0 -a2 0 0 

Cl . C2 : (15.1) 

0 0 0 a n 0 0 O. -an 

Offenbar könnte man mit gleichem Rechte die kanonische Darstellung 
wählen. wobei statt ai geschrieben wird - a . 

Die Varietäten W I und W 2 mit den Gleichungen yi = 0 (i = 1. 2 .. .. n). 
Xi ---:- 0 (i = 1. 2 .... n) sind eine Wahl aus 2n-1 völlig gleichberech­
tigten Paaren. 

Metrische Invarianten des Komplexes sind die Verhältnisse der n 

Zahlen a; (i = 1. 2 .... n). 
Die Nullkorrelation des Komplexes erhält wegen (4. 3). (4. 4). (4. 5) 

die Form 

XI X2 • X n yn Y2 YI 

UI 0 0 0 0 0 -al 

U 2 0 0 0 0 -a2 0 

U n 0 0 0 0 0 
(15.2) 

-an • 

V n 0 0 a n o . 0 0 

V. a. 0 0 o . 0 0 
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Man hat 

Pij = O i + j =f: 2n + I 
p 2n+ l- i.i =-= - pi. 2n+ l - i = a i 

I 
; = I. 2 • .. . n. ~ 

(15.3) 

Die Kollineationen Cl und C2 gehören dem allgemeinen Typus an; 
jede mit n Deckpunkten . Es sind augenscheinlich die Eckpunkte des 
Koordinatensimplexes. Mit dem in W I gelegenen Deckpunkt 

X i = 0 (l =f: k) y i = 0 (i = I. 2 . . .. n) . (15.4) 

ist korrolar verbunden der in W 2 gelegene (n - 2)~dimensionale Raum 
mit den Gleichungen 

Xi = 0 (i = I. 2 . . . . n) Yk = 0 . (15,5) 

Sie bestimmen einen Rn- I. welcher ganz auf Q liegt und die Gleichungen 
hat: 

X i = 0 (i = I. 2 . . .. k- l. k+ I. .. . n) ~ 

yk = 0 \ 
(15.6) 

Die Kollineation C hat in allem n (2n-l) Deckgerade; es liegen 
davon (2n 2- 2n) auf Q. 

Der Komplex hat n eigentliche Achsen. 
Eine Achse hat die Gleichungen 

X i = y i = 0 (i = 1. 2 . ... k- l, k+ I. .. . n) 

Je zwei Achsen sind konjugiert zu Q . 

(15.7) 

Die Anzahl der Deck - Rn- I von C beträgt (2;). Ein solcher hat die 

Gleichungen 

( 15.8) 

wo p + q = n. 

Der Deckraum liegt auf Q. wenn jede Zahl ki ungleich ist jeder Zahl 
Ij. Die Anzahl der auf Q gelegenen Leiträume Rn-: beträgt also 

1 + (7) + (~) + ... = 2n
• Sie zerfallen in 2n

-
1 windschiefe Paare. 

Die Bewegungen. welche den Komplex invariant lassen. sind an ers ter 
Stelle diejenigen. welche aus den mit Cl vertauschbaren Matrizes gebildet 
werden können . Sie bilden eine n~gliedrige Gruppe . lhre Gleichungen 
sind 

(15.9) 

wo (! und bi . b2 • •• . bn willkürliche Zahlen =f: 0 sind. Die Achsen des 
Komplexes blei ben bei diesen Bewegungen jede für sich invariant. 
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Neben dieser Gruppe gibt es noch die Transformation T 

(15.10) 

und die Produkte von T mit den Elementen der Gruppe (15.9) ; die 
Transformationen dieses adjungierten Systems vertauschen die Exemplare 
jedes Paares windschiefer auf Q gelegenen Leit-R n_ l; auch diesen Be­
wegungen gegenüber ist jede Achse für sich invariant. 

Wie wir schon in (9) bemerkt haben. gibt as numerisch spezialisierte 
Fälle. wo der Komplex noch weitere automorphe Kollineationen zulässt. 

Ist n = kp. oP = I (02 *- 1). und gilt für die Koefflzienten: 

a p = Op- I mi' 

a 2p = Op- I m 2• 

wo mi' m2 '" mk willkürliche Zahlen sind. so ist der Komplex noch 
invariant gegenüber der Bewegung: 

X; = x 2. x~ = x 3' 

X~+ I = x p + 2• X~+ 2 = Xp + 3' 

X;k _ l ) p+ 1 = X(k_ l ) p + l' 

Y;=Y2' Y ;= Y 3' 

X~ =XI ' 

x ;p = x p+ l • 

X~p = X (k _ l) p+ 1 • 

Y~ =YI 

und deren Potenzen. welche ei ne zyklische Gruppe bilden . Die Achsen 
des Komplexes werden durch diese Bewegungen in einer bestimmten 
Weise permutiert. 

Die infinitesimale Transformation von C hat die Form 

dx; 
dt = a j X j • (15.11) 

welche in der Tat eine infinitesimale Bewegung darstellt. Integration 
gibt die eingliedrige Bewegungsgruppe 

x', == eS i t , (15 .12) 

wo t die Variabele bezeichnet. Durch jeden Punkt geht eine Bahnkurve. 
Der R 2n-2 senkrecht zu dem Tangenten ist der Nullraum. 

16. Der soeben betrachte te Komplex ist der erste einer Reihe VOD 

Typen. Am Ende dieser Reihe steht der am meisten spezialisierte Typus, 
wo die Produktkollineation C die Segre-Notation [(111 .. . ) (111 .. . )] hat. 
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Cl und C2 stellen identische Kollineationen dar. Jeder Punkt von W I 

und W 2 ist ein Deckpunkt von C. W I und W 2 sind jetzt eindeutig be­
stimmt. (Dies ist immer der Fall. wenn die charakteristische Wurzeln 
von C sämtlicb einander gleich sind. auch bei andern Teilbarkeitseigen­
schaften der Minoren) . 

Für Cl und C2 erhalten wir jetzt 

Cl: 

Die 

1 0 0 0 - 1 0 0 

0 0 0 o - 1 0 
C2 : 

0 0 O. 0 0 O. 

Nullkorrelation des Komplexes ist dann 

XI 

UI 0 

U 2 0 

U n 0 

V n 0 

VI 

X2 . 

0 

0 

0 

0 

0 

X n Yn" . Y 2 YI 
o 0 0 - 1 

o 0 . - 1 0 

o - 1 

o 

o 0 

0 0 

0 0 

0 0 

Der Komplex enthält keine willkürlichen 
dieses Typus sind kongruent. 

Parameter; 

0 

0 
(16.1 ) 

. -1 

(16.2) 

alle K omplexe 

Jede Gerade. welche W I und W 2 schneidet. ist jetzt eine Achse. Der 
Komplex hat 00 2n-2 Achsen . 

Die Gleichungen einer Achse sind 

Xi ==mi yi =,{ni . ( 16.3) 

wo ,{ ein Parameter. mi und ni willkürliche Zahlen sind. Die Achse ist 
uneigentlich. wenn 2: i mi ni = 0 ist. Es gibt also 00 2n- 3 uneigentliche 
Achsen. 

Was die Deck-Rn_ 1 betrifft. diese müssen W I und W 2 bezw. in einem 
R p und einem R q schneiden. soda ss p + q = n- 2. Jeder R p in W I und 
ein Rn-p- 2 in W 2 bestimmen einen Deck-Rn- 2' Es gibt also eine 
Mannigfaltigkeit solcher Gebilde. welche die Dimension hat: 

n-2 
I 2 (p+ I) (n-p- I) = 2 n 2: (p+ 1)- 22: (p+ 1)2 = t (n-I) n (n+ 1) (16.4) 
p=o 

Jeder auf Q gelegene Rn- I. welcher W I und W 2 schneidet in einem 
Rp bezw. einem Rq • so dass p + q = n - 2. ist ein Leit-Rn- I des Komplexes. 

Zu jedem R p in W I gehört ein Rn-p-2 in W 2 mlt denselben dualen 
Koordinaten. welcbe zusammen einen auf Q gelegenen Deck-Rn_1 be-
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stimmen. Es gibt deren also eine Mannigfaltigkeit mit der Dimension 
i- (n-I)n(n + l). 

Die Bewegungsgruppe welche den Komplex invariant lässt. bestimmen 
wir wieder durch die Betrachtung der mit C. vertauschbaren Matrizes. 
C. ist aber mit jeder Matrix vertauschbar. Wir erhalten also die Gruppe: 

(X') = B • . I x I y' = e . (B'.)-· I y I . (16.5) 

wo B. eine willkürliche (nicht singuläre) Matrix ist. 
Der Kamp/ex /ässt a/sa eine n2-gliedrige Bewegungsgruppe zu. 
Es ist diese auch gerade die Gruppe. welche W. und W 2 invariant 

lässt. 
Weiter ist der Komplex noch invariant für die Transformation 

x; = Yi 
(16.6) 

und für das aus dieser Transformation und der Gruppe zu bildende 
System. W. und W 2 werden durch diese Transformationen vertauscht. 

Die zum Komplex gehörige infinitesimale Bewegung ist 

die eingliedrige Gruppe 

dXi - -x dt - I 

x ~ =etx. 
I , 

dYi _ 
dt -yi 

, _ -t 
y/-e Yi' 

(16.7) 

Die Bahnkurven sind also Geraden; und zwar die Transversalen über 
W. und W 2• 

17. Zuletzt geben wir noch ein Beispiel in Ril; wir setzen voraus. 
dass der T ypus durch die Segre-Notation [(21) (Il) I] angedeutet wird. 
Für C. und C2 erhalten wir dann : 

a. 0 0 0 0 -a. 0 0 0 0 0 

0 a . 0 0 0 0 -I - a. 0 0 0 0 

C. : 
0 0 a. 0 0 0 

C2 : 
0 0 - a. 0 0 0 

(17.1) 
0 0 0 a2 0 0 0 0 0 -a2 0 0 

0 0 0 0 a2 0 0 0 0 0 -a2 0 

0 0 0 0 0 a3 0 0 0 0 o -a3 

wo a~. a~ und a; verschieden sind. Für die Koeffizienten der Null­

korrelation (1,1) haben wir dann. so weit sie nicht verschwinden: 

pl2 .• = p •• 2 = PIO.3 = a. 

P.2.2 = 1 

P9.i = P8.5 = a2 

• P 7.6 = a3 ~. (17.2) 

Der Komplex enthält zwei absolute metrische Invarianten. nämlich die 
Verhältnisse der Zahlen a~. a~. a~ . 
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Die Deckpunkte in W I sind : 

die Punkte der Geraden II : ÀI 0 }'3 0 0 0 t die Punk te der Geraden mI: 0 0 0 À~ }'5 0 (17.3) 
der Punkt A I : 0 0 0 0 0 ~ . 

Diejenigen in W 2 sind : 

die Punkte der Geraden 12 : 0 lt 2 P'l 0 0 0 I die Punk te der Geraden m2: 0 0 0 ft" lts 0 , . (17.4) 
der Punkt A 2 : 0 0 0 0 0 

Die Deck~R4 in W I sind: 

die R" des Büschels bI: ft2 X2 + /i3 X3=0 ~ die R" des Büschels Cl : ft" Xi + fts xs = O (17.5) 
der Ri : X6=0 

~. 

Diejenigen in W 2 sind: 

die Ri des Büschels b2 ; )'1 YI + }' 3 Y3 = 0 I die Ri des Büschels C2 : À,! Yi +Às Ys= O 
~ . 

(I 7.6) 
der R~: Y 6= O 

Eine Achse des Komplexes erhält man . indem man einen Deckpunkt 
in W 1 mit einem in W 2 verbindet. In mehreren Fällen sind sie aber. 
wie wir aus (7) wissen. uneigentlich. Hier ist das der Fall bei den 
Kombinationen 

Die eigentliche Achsenfigur des Komplexes enthält die Kongruenz 
(ll' 12) (mit Ausnahme der durch }.3 ft 3 = 0 dargestellten Strahlenbüschel). 
die Kongruenz (mI m2) (wenigstens soweit lilt'! + }.s fl's ~ 0). und die 
isolierte Achse AI A 2 • Die Gebilde W I und W 2 sind für den Komplex 
nicht von absoluter Bedeutung. Man kann. von einer Vertauschung von 
W I und W 2 abgesehen. W I ersetzen durch bwz. die Rn-I mit den 
Gleichungen 

XI = X2 = X3 = y" = Ys = Y 6 = 0 

XI = X2 = X3 = y" = Ys = X6 = 0 

XI = X2 = X 3 = X" = Xs = Y6 = 0 

Urn die Bewegungsgruppe zu finden. welche den Komplex invariant 
lässt. müssen wir auf (10) zurückgreifen. Für die dort definierten Zahlen 
nk finden wir hier 

Also 
N = 6 + 2.2 = IO . (17.7) 

Der Komplex lässt also eine zehnglredrige Bewegungsgruppe zu. 
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Wenn man die Matrizes hinschreibt, welche mit Cl vertauschbar 
sind. findet man für die Bewegungsgruppe folgende Form : 

x; = h,x, + h2X2 + h3X3 

I x ' - h,x] 2-

X; = h4X2 + hSX3 
(17.8) 

x ' = h6x 4 + h7XS 

\ 
1 

X~ = h8x 1 + h9X, 

X~= h lOX6 

Wird diese x-Transformation mit I x' I = BI . ! x I bezeichnet. dann muss 
man weiter 

nehmen. Die Gleichungen (17.8) und (17.9) enthalten in der Tat zehn 
wesentliche Parameter. 

Eine weitere automorphe Bewegung des Komplexes wird dargestellt 
durch 

X; = Y2 y; = x 2 

I x;= YI Y; = XI 

x; = Y3 Y; = x 3 (17.10) 
.x~ = Y4 y~= Xi 

\ 
x~ = Ys y~ = xs 

X~ = Y6 Y~ = x6 

DaraLls geht hervor. dass der Komplex noch ein zu der zehngliedrigen 
Gruppe adjungiertes System von Bewegungen zulässt. 

Die zum Komplex gehörige infinitesimale Bewegung lautet: 

dx, 
Yt = alxl + X2 

dX4 
-dt = a2x 4 

dy, _ 
dt - - aIYI 

dy'I _ 
Yt -- a'.! Y4 

dX2 dx dY2 dys s _ 
dt=a l x 2 dt~ - a2x S ~dt =-YI - a IY2 -dt= - a2 Ys 

dX3 
Yt = a,x3 

dX6 
-~it = a3x6 

dY3 
dt = -a'Y3 

dY6 
Yt=-a3 Yó 

Für die durch Integration hieraus hervorgehende eingliedrige Gruppe 
hat man dann: 



688 

Diese GleichunÇlen kann man wieder als diejenigen der zur Gruppe 
gehörigen Bahnkurven auffassen. 

V. Die Komplexe in R3. 

18. Zum Schluss geben wir noch einen kurzen Überblick über die 
linearen Komplexe im nicht-Euklidischen dreidimensionalen Raum . Die 
absolute Figur Q bat die Gleichung 

XI YI +X2 Y2 = O . . (l8.I) 

Es gibt offenbar drei Typen. welcbe bzw. die Notation [11]. [2]. 
[(I 1)]. haben. 

Beim ersten Typus baben die Kollineationen Cl und C 2 die Form 

mit a~ :rf: a~ . Das Verhältnis der Zablen a~ und a~ ist die metrische 
Invariante des Komplexes. 

Die Nullkorrelation wird dargestellt durch 

XI X2 Y2 
Y'I UI 0 0 0 - al 

UI 0 0 - a2 

~ j 
( 18.2) 

V 2 0 a2 0 

VI al 0 0 

Sind [ij die variabelen Plückerschen Koordinaten einer Geraden. so 
lautet die Gleichung des Komplexes : 

Die in der allgemeinen Theorie genannten Varietäten W I und W 2 

sind jetzt die Geraden 

YI = Y2 = O. (I8.i) 

Sie haben für den Komplex keinen absoluten Sinn. da sie auch ersetzt 
werden können durch die Geraden 

(18.5) 

Die vier Geraden (18.4) und (18.5). welche ein windschiefes Vierseit 
bilden. sind zugleich diejenigen des Komplexes. welche auf der absoluten 
Figur liegen. 

Der Komplex bat zwei eigentliche Achsen : 

X I = YI =0 (18.6) 
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Es sind die Diagonalen des genannten Vierseits; sie sind konjugierte 
Gerade des Komplexes und zugleich konjugiert bezüglich Q. 

Der Komplex ist invariant gegenüber der Bewegungsgruppe 

x;=b. x. 
x; = b2 x2 

y '. = (! bi · Y. ( 

y; = (! bl
l 

Y 2 ~ 
(18.7) 

Das ist die zweigliedrige Gruppe der Schraubenbewegungen um die 
Achsen (18.6). 

Der Komplex lässt daneben noch die Transformation 

oder 

Y;=x. i 
Y; = X 2 ~ 

zu. Die Achsen werden durch (18.8) vertauscht. 

(18.8) 

Die zum Komplex gehörige infinitesimale Bewegung hat die Gleichungen 

Durch Integration geht daraus die eingliedrige Gruppe hervor 

19. Der zweite Typus. welchem die N otation [2] zukommt. hat die 
zugeordneten Kollineationen . 

- 1 

-1 
(19.1) 

Sämtliche Komplexe dieses Typus sind kongruent. Die Nullkorrelation 
ist jetzt 

X I X2 Y2 
g, I 

U. 0 0 0 -1 

U2 0 0 -1 

-~\ V 1 0 0 

VI 0 

(19.2) 

Die Gleichung des Komplexes ist: 

123 + 114 + 131 = O. (19.3) 

Die Geraden W. und W 2 haben die Gleichungen 

XI =X2=O YI =Y2=O. (19.4) 
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Sie können nicht durch andere Geraden ersetzt werden. Die Geraden 
(18.5) des vorigen Typus sind in die Gerade: 

(19.5) 

zusammengefallen. Der Komplex hat mit Q also nur drei Geraden ge~ 
meinsam. 

Der Komplex hat keine eigentliche Achse. Die zwei Achsen des 
vorigen Typus sind ebenfalls in die uneigentliche (19.5) gerückt. 

Die Bewegungsgruppe des Komplexes ist 

x; = bil XI + b l2 x2 

x;= bll X 2 

Auch diese Gruppe ist zweigliedrig. Sie enthält keine eigentlichen 
Schraubenbewegungen. Während beim vorigen Typus die durch die 
eigentlichen Achsen bestimmte lineare Kongruenz invariant war, so ist 
das jetzt mit der parabolischen Kongruenz der Fall, welche aus den 
Geraden besteht. die Q längs (19,5) berühren. Die Gruppe enthält die 
eingliedrige Untergruppe, wofür b l2 = O. 

Der Komplex lässt weiter die Transformationen 

oder 

zu. 
Die infinitesimale Bewegung ist hier 

dX I 
Yt = x l + X2 

dYI _ 
Yt - -YI 

dX2 
Yt=X2 

dY2_ 
Yt--YI-Y2' 

und die eingliedrige Gruppe 

20. Für den dritten Typus [(ll)] haben wir: 

-1 0 

o - 1 11 . 

(19.7) 

(19,8) 

(20,1) 
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Die Komplexe dieses Typus sind ebenfalls sämtlich kongruent. Die Null­
korrelation ist jetzt: 

XI X2 Y2 YI 

UI 0 0 0 -1 

U 2 0 0 -1 0 · (20.2) 

V 2 0 1 0 0 

VI 0 0 0 

Die Gleichung des Komplexes ist also 

123 + 114 = 0 · (20.3) 

Die Geraden W I und W 2 : 

XI = X2 = 0 . YI = Y2 = 0 · (20.4) 

sind die einzigen. welcbe der Komplex mit dem einen System von Erzeu. 
genden auf Q gemeinsam bat; der Komplex enthält jedoch jede Erzeu­
gende des anderen Systems. Die Gleichung einer Gerade dieses 
Systems ist 

die Plückerschen Koordinaten 

112 : 131 : 113 : 112 : 114 : 123 = 0: 0 : a 2 : 1 : -a : a · (20.5) 

Der Komplex hat eine Achsenkongruenz; ihre Richtlinien sind W I 

und W 2• Die Gleichungen einer eigentlichen Achse sind 

XI = aX2 • YI = bY2 • ab 1=- - 1. 

ihre Kóordinaten 

o : 0 : a : - b : ab : 1 . . . . . • (20.6) 

List invariant für die viergliedrige Bewegungsgruppe 

oder 

X; = bil XI + b12 X2 • 

x~ = b21 XI + bn X2 • 

Y; = ebn YI - eb21 Yl 

Y~ =-ebI2YI +ebll Y2 

1;3 = ebll bn 113 - ebî2/14 + ebll b21 113 - ebl2 b22 /24 

· (20.7) 

1;4 = ebi I bnll4 - eb~2/23 - ebll b21 113 + ebl2 b22 124 • U.S.W. 

Wählt man die Zahlen bij so. dass 

(bll-bn ) : bl2 : b21 = (ab-l) : a : b. 

so erhält man die Bewegung. wobei die Achse (20.6) und auch die 
polare Gerade in Ruhe bleiben. 

45 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXV. 1932. 
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Der Komplex ist. wie der des ersten Typus. auch gegenüber der 
T ransform~tion 

invariant. 
Aus (20.1) geht hervor. dass der Komplex autopolar ist. 

Seine infinitesimale Bewegung ist 

die eingliedrige Gruppe 

Die Bahnkurven sind Geraden. und zwar die Achsen. 

21 . Wir fügen noch eine Bemerkung hinzu über die Frage inwieweit 
die soeben besprochenen Typen in den üblichen nicht.Euklidischen 
Geometrien redl vorkommen können . 

In unsrer Ableitung nahmen wir Q in der Gesta\t 

(21.1 ) 

an. Durch die Transformation 

erhält sie die Gleichung 

ç~ + ç~ + 1]~ - k21]~ = 0 (21.3) 

Für k2> 0 bzw. k2 < 0 kann man auf (21,3) eine hyperbolische. bzw. 
elliptische Geometrie gründen . Aus (21.2) geht für die Linien Koordi. 
naten. welche wir im (ç. 17)·System mit Àij bezeichnen wollen. folgende 
Transformation hervor 

(21.4) 

u.s.w.; die übrigen Koordinaten sind für uns ohne Bedeutung. 
Aus (18.3) ersehen wir. dass der erste Typus sowoh\ ih der hyper. 

bolischèn. wie auch in der elliptischen Geometrie redl möglich ist. 
Der zweite Typus. (19.3) ist in keiner dieser Geometrien reeiJ mögJich; 

was übrigens auch aus dem Vorkommen der einzigen Achse (19.5) 
unmitte\bar hervorgeht. 

Aus (20.3) endlich folgern wir. dass der dritte Typus nur in der ellip. 
tischen Geometrie reell möglich ist. Aus den Eigenschaften dieses Kom. 
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pi exes lässt sich leicht eine Konstruktion herleiten. Man nimmt auf Q 
zwei konjugiert imaginäre windschiefe Erzeugenden W I und W 2 • und 
ordnet jedem Punkte P die Ebene zu durch die Poigerade der Trans~ 
versale über W I und W 2• 

Wir bemerken übrigens. dass man diese Konstruktion als eine einfache 
projektive Erzeugungsweise des allgemeinen linearen Komplexes auf~ 

fassen kann. 

Chemistry. - On the magnetic properties of same campaunds of Malyb~ 
denum. Tungsten and Chromium. in variaus states of valency of 
these elements. By B. TH . TJABBES. (Communicated by Prof. F. M. 
JAEGER . ) 

(Communicated at the meeting of April 30. 1932.) 

§ 1. This paper must be cansidered as a preliminary 1) communication 
of the results obtained in the study of the magnetic proper ties of a number 
of compounds of the so-called " transition-elements" . No's 21-28. 39-46. 
57~78 and 89-92 of the periodical system. Of ,these elements. which. - as 
weH in the form of atoms as in that of ions. - aH possess electronic levels 
with an incomplete number of electrons. those of the iran-group. as weil as 
those of the rare earth-metals. have been studied in sufficient details. 
Moreover. some exact work has been done with respect to the platinum­
metals and some of their compounds. but in some cases the agreement 
between the results obtained by the different observers is rather unsatis­
factory. As far as their magnetic proper ties are concerned. our knowledge 
about the compounds of the other transition-elements. however. is still a very 
rudimentary one. Of these latter elements more in particular a series of 
derivatives of malybdenum in its various states of valency and of 
pentavalent tungsten and chromium will be considered here with respect to 
their magnetic behaviour. 

As an illustration of the fact of the incompleteness of the electronic 
d-levels . - respectively of the 4f-level in the case of the rare earth-metals 
- . a survey of the number and distribution of the electrons in the ions of 
some of these elements is given in the following Table I; the number of 
electrons present in the incomplete level is indicated in heavy print . 

. A d-Ievel is complete when it contains 10. the f-level. when it contains 
14 electrons. 

§ 2. The manifestation of a relatively strong paramagnetism in chemical 
compounds proves to be dependent upon the presence in them of such 
elements with incomplete electronic levels. In the following. the specific 
magnetic susceptibility of the element or the compound investigated will 

I) Conf. Thesis. Groningen. to be published on 6th of July. 

45* 


