
852 

zwar der projektive Zusammenhang der E~ . aber infolge der Abhän
keit der Abbildung der E 4 auf die E: von dieser Wahl bleibt der 
projektive Zusammenhang der E 1 invariant. 

Vom Standpunkte der lokalen E4 bedeutet Aenderung der Wahl von 
x ). nur eine Aenderung der projektiven Koordinaten ; die Xi. sind ja die 
Koordinaten der unendlichfernen Hyperebene der E1 . Einführung des 
Bewgssystems (c) von G. F. I § 3 genügt schon um den Einfluss der 
Wahl von X i. vollständig aus den Gleichungen zu eliminieren. was darin 
seine Ursache findet . dass x ). in bezug auf dieses System stets die 
Bestimmungszahlen (- ca 2• O. O. O. 0) hat. Alle Gleichungen in Bezug auf 
dieses System sind also bei Aenderung der Wahl von X i. invariant und 
dasselbe gilt somit ebenfalls für alle physikalische Gleichungen in 
gewöhnlichen nichthomogenen Koordinaten der V 4 • 

Mathematics. - Asymptotische Entwicklungen von BESSELschen. HAN
KELschen und verwandten Funktionen . 11 I). Von C. S. MEIJER. 
(Communicated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT). 

(Communicated a t the meeting of J une 25. 1932) . 

Hilfssatz i . lst 

n -= 0: ( ) -= n d - 2 = '\l S2 = 2 un 

so ist sinh S I -::j=. sinh S2 ; weiter gilt cosh s -::j=. o. rails - i < 3 (s) < Î ist. 

Beweis . Dieser Satz ist bekannt. siehe z. B. KNOPP. Unendliche Reihen. 
p. 416 und 417. 

Wir definieren nun die Funktion ,= F (z) durch die Beziehung 

, = F (z) = p sinh qz (40) 

Hierin ist p =f O. q > 0 und p und q sind unabhängig von z. Wir 
betrachten weiter den Rand edes Rechteckes begrenzt durch die Geraden 

worin bi und b2 positiv sind. Dann gilt 

I) Erste Mitteilung : These Proceedings. Vol. 35 (1932), S. 656-667. 



853 

Hilfssatz 5. Ist N ganz rational =- 0 und liegt z im Innern von C. 
so ist 

d z _ 1 N-:} 21fcOSh l't dt I;m f cosh vt dt 
cosh v z d l; - 2ni I~O I; F (t)21+1 + 2n i F (t)2N (F (t)- I; ) (41 ) 

c c 
und 

d z 1 N- 1 J' sinh ,'t d t 1;2N + 1 f sinh l't dt 
sinh l 'Z d l; = 2ni 1:0 1;21+ 1 F (t)2ï+T + 2 ;;[, F (t)2 N+ 1 (F (t) - I; ) ; . (42) 

c c 

hierbei wird der Rand C in positivem Sinne durchlaufen . 
B eweis . Aus (40) und Hilfssatz 4 mit s = qz ergibt sich. dass 

cosh vt 
F(t) - F(; ) 

für jedes z im Innern von C und für alle Punkte t =f z auf dem Rande 
und im Innern von C ei ne analytische Funktion von t ist . Weiter ist 
F ' (z) =f 0 für z im Innern von C. Daher hat man . wegen des Residuen
satzes. wenn z innerhalb Cliegt. 

__ l_ JCOSh l't dt _ cosh l 'Z _ h , d z 
2 n i F (t) _I:, - F ' (z ) - cos 1 z d l:, . 

c 

Nun ist 

1 n-::; I I;k I;n 

F (t ) - I:, = k~O F (t)k + 1 + F (t)n (F (t) -I;) . 

also 

cosh l' Z d z = _1_ ni/ I:,k {' cosh vt dt + ~J cosh vt dt (43) 
d l:, 2 ni k=O L F (t)H 1 2 ni F (t)" (F (t) -1;) 

c c 

Ebenso findet man 

. dz 1 n- I kfsinh vt dt 1;" J sinh vt dt 
srnh l'Z d l; = 2 ni k~O I; -PTt)k+ï""" + 2 ni F (t)" (F (t)-I:,) (44) 

c c 

Da F (t) eine ungerade Funktion von t ist, so enthält die Entwicklung 
von 

cosh vt 
F (t) k+ 1 

nach steigenden Poten zen von t. falls k ungerade ist. nur gerade Poten
zen von t. Hieraus folgt. mit Rücksicht auf den Residuensatz. 

f
COSh vt dt _ fCOSh vt dt - 0 
F (t)k+ 1 - F (t)k+1 - . 

C (0 + ) 
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für ungerade k. Auf analoge Weise findet man. falls k ge rade ist. 

J' sinh vt dt - 0 
F(t)k+1 - . 

c 

Man bekommt nun (41). wenn man in (43) n = 2 N und (42). wenn 
man in (44) n = 2 N + 1 setzt. 

Hilfssatz 6. [st N ganz ratianal ==- O. F (t) ~ d (ür alle Punkte t 
van C und d unabhängig van t. sa ist. wenn bI und b2 unbeschränkt 

wachsen. [alls N> I ~ ~) I - t ist. 

vn 
2 i cas - ':' 

J cash vt dt - 2q J cash vx dx 
F(t)2N(F(t)-d)-(-I)N p2N- 1 (cashqx)2 N- 1 (p2cash2qx+d2) . (45) 

und. [alls N> I ~ ~) I - 1 ist. 

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt. dass im Integral 

J cash vtdt 
F(t)2 N (F(t)-d) 

c 

die Beiträge der vertikalen Seiten von C nach Null streben. falls bI und 
b2 unbeschränkt zunehmen. Also ist. wenn RI und R2 von links nach 
rechts durchlaufen werden. 

J cash vtdt (J J) cash vtdt 
F(t)2N(F(t)-d)= - + F(t)2N(F(t)-d)" . . (47) 

C RI R. 

Ebenso hat man 

J sinh vtdt ( J J) sinh vtdt 
F(t)2N+I(F(t)-d)= - + F(t)2N+I(F(t)-d)" . (48) 

C RI R • 

. n 
Setzt man t = x ± I 2q' je nachdem t auf RIoder auf R2 liegt. so 

ist wegen 

cosh v ( x ± ~~) = cash vx cas ;: ± i sinh vx sin ;:. 

sinh q (x ± ~~) = ± i cash qx 
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und (40) 
00 

f cosh vtdt 
F (t)2 N (F (t)-d) 

{
( cosh "X cos~ + i sinh vx sin~) dx 

• (ip)2 N (cosh qX)2 N (ip cosh qx- d) 
Rl -00 

V:Tl 
cos - 00 

-;---:-:-;--;-2q""77.J cosh ,'xdx 
(-l)N p2 N (cosh qX)2N (ip cosh qx-d)" 

- 00 

Ebenso hat man 

V:Tl cos _ 00 

j ' cosh vt dt 2q J cosh vx dx 
F (tF N (F(t)-d) - (-l)N p2 N (cosh qxF N (- ip cosh qx-d)' 

~ -00 

also 

( f J) 
cosh vtdt 

- + F(t)2N (F(t)-d) = 
Rl R, 

2 i cos V:Tl 00 

2q J cosh vx dx 
7""( --::-;1)~N;-p-;O-2N- t (cosh qX)2N- t (p2 cosh2 qx + d 2)' 

- 00 

Hieraus und aus (47) folgt (i5). 
Auf analoge Weise findet man 

( J J) 
sinh vtdt 

- + F(t)2 N+t (F(t)-d) = 
Rl R. 

J .. ( ":Tl V:Tl) sinh vx cos 2" + i cosh vx sin 2 dx 
- q q + 

(ipFN+t (cosh qx)2N+t (ip cosh qx-d) 
-00 

JOo ( V:Tl V:Tl) sinh vx cos 2 - i cosh vx sin 2 dx 
q q -

(-ip)2N+t (cosh qx)2N+t (-ip cosh qx-d) -
-00 

2 j sin V:Tl 00 

-:-----:-;-~ 2q J cosh vxdx 
(-l)N p2N (cosh qx)2N(p2 cosh2 qx + d2)' 

woraus. mit Rücksicht auE (i8). Beziehung (46) folgt. 



856 

Hilfslatz 7, Ist N ganz ratianal > 1 ffi2~~ - t. sa ist. {alls ;q + t 
keine ganze ratianale Zahl ist. 

N-I 

J

OO cash vx dx _ (-I)N n 
2N +I - , 

(cash qx) 2N+ I (2N) , l n 
II (v2 - (2h + 1)2 q2). (49) 

h=O q . cas 2 
-00 q 

v 
und. {alls 2q + t ganz ratianal ist. 

warin 

00 

J 
cash vxdx = (_ I)N+k+1 (8k + 4) jt(v2-(2h + 1)2 2) 

(cash qX)2N + I q2N- I (2N) 1 bO q . 

k= l!J -t I). 
2q 

h =1= k 

(50) 

Beweis. Setzt man in (45) van Hilfssatz 6 p= I und d=O. sa findet 
man 

J 

cash vt dt 2 i vnj'" cash vx dx 
(sinh qt)2N+I = (-I) N cos 2q (cash qX)2N+I . 

C - 00 

Da t = 0 die einzige im Innem van C liegende Nullstelle von sinh qt 
ist. hat man also 

J 

cash vt dt 2 i vnJoo cosh l'X dx 
(sinh qt)2N +I = (_I)N cas 2q (c~sh.qx)2N+I· 

(0+) 

Hieraus erg/bt sich. wegen (38) van Hilfssatz 3 mit a = q und m = 2 N. 

vnJOo coshvxdx _ (-I)N n N-I 2 2 2 

cas 2q (cash qx)2N+ 1- q2N-+ I (2N) 1 hl!O (v - (2h + I) q ) •. (51 ) 

-00 

womit (49) bewiesen ist. 

Ist v reell und ~ ~ = k + t (k ganz rational). so sind beide Seiten van 

vn 
(51) gleich Nul!. die linke Seite wegen des Faktors cas 2q' die rechte 

Seite wegen des Faktors v2 - (2 k + I)2 q2. Da 

J

OO cash vx dx 
(cash qx)2N+I 

- 00 

I) Man hat al50 k ganz rational ~ 0 und N > k. 
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eine stetige Funktion von )' ist, und 

lim 
I ,. I =1= 2q k + q 

I " 1 ~2qk+q 

)' n 
cos -

2q 

ist. folgt dann Formel (50) von Hilfssatz 7 aus (51). 

> Im2q(1l _ 1. v Hilfssatz 8. Ist N g anz rational so ist. raUs 2q 

keine gan ze rationale Zahl ist. 

00 

N-I 

J 

cosh vxdx _ (- I)N nv 
2N +2 - , 

(cosh qx ) 2N+2 (2N + I)' . ) n 
n (v2 - (2h + 2)2 q2) (52) 

h= O 
- 00 q . sm 2q 

) ' 

and, {alls 2q eine gan ze rationale Z ahl ~ 0 ist. 

J<>: cosh J'x d x (_ I)N+k 16k2 N-I 
(cosh qX)2N+2 = q2N- 1 (2 N + I) / hIZo (v2 

- (2 h + 2)2 q2), 
- 00 h =1= k - I 

. (53) 

worin k = M (k gan z rational > 0); weiter hat man. raUs N ganz 
2q 

rational =- 0 ist, 

JOO dx 22N + 1 (N 1)2 
(cosh qX)2N+2 - q(2N+ 1)/ . . . (54) 

- 00 

Beweis. Setzt man in (46) von Hilfssatz 6 p = I und d = 0 so findet 
man 

00 

j ' sinh J't dt 2 i .)' nJ cosh vx dx 
(sinh qt)2N+2 = (- l)N sm 2q (cosh qX)2N+2 ' 

c - 00 

Also hat man, wegen (39) von Hilfssatz 3 mit a = q und m = 2 N + I 
angewendet, 

. VnJ OO cosh vxdx _ (- l)N nv N- I 2 2 2 
sm 2q (cosh qX)2N + 2 - q2N + 2 (2 N + 1)/ hIfo (v - (2h + 2) q), (55) 

- 00 

womit (52) bewiesen ist. 

Ist ;q ganz rational ~ 0 und ~v~ = k (k ganz rational > 0), so sind 

beide Seiten von (55) gleich NuIt die linke Seite wegen des Faktors 
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. v:n 
sm 2q' die rechte Seite wegen des Faktors v2 - i k2 q2. Da 

v (v2 - i k2 q2) 16 k2 q3 
Urn = (-1)k -_!..... 

1 
v :n :n I 'l I = = 2q k sin _ 

I 'l 1-+2qk 2q 

ist, folgt dann aus (55) Forme1 (53) von Hilfssatz 8. Werden beide 
v:n 

Seiten von (55) durch sin 2q gekürzt, und strebt v nach Nul!. so erhält 

man (Si). 

Hilfssatz 9. Ist areelI, N gBnz rational > 1 a 1- t. so ist, [alls 
a + t nicht ganz rationBI ist, 

- 00 

und, [alls 1 a I = k + t (k ganz rBtional) ist. 

J"" J~ cosh ax dx 
e-Ç' l:,2N dl:, ( x )2N + 1 -

. cosh -
o 2 

. (57) 

(-I)N+~)~2: + i) Vn E~ (ia2-(2h + 1)2). 

h =1= k 

Beweis. Setzt man in Hilfssatz 7 v = a und q = h dann findet man, 
faUs a + t nicht ganz rational ist, 

J
Oo cosh ax dx 

( 
X)2N+1 

cosh"2 
, 

- 00 

(_I)N 2:n Ni/ (i a2 _ (2 h + 1)2) 
(2 N)! cos a:n h=ü 

und, faBs I a I = k + t (k ganz rational) ist, 

J
OO cosh ax dx 

( 
X)2N+1 

cosh"2 

Wegen 

f:-ç, l'2 N dl' - I r(N+ t) _ (2 N) I V; 
~ ~ - y - 22N+1 N! 

o 

folgen hieraus (56) und (57). 
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Hilfssatz 10. Ist a reell * 0, N ganz rational > ! a I - I, sa ist. 
{alls a nicht gan z rational ist. 

J:-~' C2N+ ldC 1,,00 coshaxdx _ = (- I}N N!2 na Niïl(4a2_ (2h + 2)2) (58) 

( h 
X)2 N+2 (2 N + Ij ! sin a:rr. 1>=0 

o cas 2 

und, raUs I a I = k (k ganz ratianal > 0) ist. 

Weiter ist, rails N ganz ratianal - ~ 0 ist. 

. (60) 

- 00 

Beweis. Setzt man in Hilfssatz 8 l ' = fl und q = t dann findet man. 
faJls a nicht ganz rational ist. 

- 00 

und. faJls I a I = k (k ganz rational > 0) ist. 

{

OO cash ax ~~ = (_ I)N+k 32 k2 
Ni/ (4 2_ (2 h+ 2)2) 

( 
X)2N+2 (2 N + l)! IdJ a . 

cash 2 I, =1-k- I 

Ist N ganz rational =- O. dann hat man 

. 
Wegen 

{

OO dx 22 N+2 (N 1)2 

( 
X)2N+2= - (2N+ I)! . 

cash 2 

00 

.fe-~' ( 2 N + I dC = t N! 

o 

folgen hieraus (58). (59) und (60). 

Procecdings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXV. 1932. 
56 
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Hilfssatz 11. [st a ree/I, N ganz rational > I; 1 - -h so ist, (alls a 

keine unguade ganze Zahl ist, 

J
'" e'-U u2 N du (CO cosh ax dx 

(cosh X)2 N+I 
o 

~ 

-00 

und, (alls 1 a 1 = 2 k + 1 (k ganz rational) ist. 

J: - UU2NduJoo coshaxdx = (_I)N+k+1 (8k+i) nl
(a 2-(2h+l)2). (62) 

(cosh x)2 N+ 1 h= O 

o - '" h =1= k 

Beweis. Setzt man in Hilfssatz 7 v = a und q = I, dann findet man, 
faIls a keine ungerade ganze Zahl ist. 

J

'" cosh a~~:1 = (-- I)N 7C ft (a 2 -(2h + 1)2) 
(cosh x) (2 N)! cos a 7C h = O 

- 00 2 

und, faIls 1 a 1 = 2 k + 1 (k ganz rational) ist. 

J

oo cosh axdx = (_I)N+k+1 (8k + i) f/ (a 2-(2h + 1)2) 
(coshx)2N +1 (2N)/ h = O • 

-<Xl h =1= k 

Wegen 
00 

J e-U u2N du == (2 N) ! 

o 

folgen hieraus (61) und (62). 

Hilfssatz 12. Ist a ree/I :I: 0 und N ganz rational > I; 1 - I, so 

ist, (alls a keine gerade ganze Zahl ist. 

(63) 

und, (alls 1 a 1 = 2k (k ganz rational > 0) ist, 

j~e-u U2N+1 duJoo cosh axdx = (_I)N+k 16k2Nj} (a 2-(2h + 2)2) (64) 
(cosh X)2N+2 h = O 

o - 00 h =/= 1<-1 
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Weiter ist, faUs N ganz ratianal ::::: 0 ist, 

f
'!' f':' d e- u u2N+ldu __ x = 22N+I(Nf)2 

(cash x)2N +2 . . (65) 

o 

Beweis. Setzt man in Hilfssatz 8 l' = u und q = I, dann findet man, 
falls a kein~ gerade ganze Zahl ist, 

N- I 

j'!' c~s~xdx _ (- I) N 11. a _ 

( h )1N -t 2 -

'- 00 cos x (2 N + I)! sin a
2

11. 

17 (u 2 - (2 h + 2)2) 
I, =: O 

und, falls ! a I = 2 k (k ganz ratianal > 0) ist, 

j ;'" cash rl x dx = (_ I)N+k 16k
2 r/ (a2 - (2h + 2)2) . 

(cashx)2N+2 (2N + l)! I, =: O 

~oo " -I k- I , 

Ist N ganz rational ~ 0, so hat man 

Wegen 
on 

. j' e- u u2N + I du = (2 N + I) f 

o 

folgen hieraus (63), (64) und (65). 

Hilfssatz 13. Es sei w ;lc- 0, - 11. < arg w < 211., arg w' l, = t arg w, 

( 

11. 311. ) ( 11. 11. ) Max - 2' - 2 + arg IV < p. < Min 2"' 2 + arg w . (66) 

dann kBnn : 

I. Fiir jedes g an ze N > I ~H (1') I - } die Funktion H~ I) (w) auf die 

Gestalt 

( 'T) ~ I- I 
- j .. - '1, '·7r - 1- N-=! (i)117 (41 ,2 _ (2h + 1)2) 

(I ) Ij 2 e ~-, h =: O 
H , (w) = - 'I, } ~ 1'(8 )' + 

11. W r,=:o . w 

(67) 

gebracht werden . 
56* 
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2. Für jedes ganze N > I :)Î (1/) I - 1 die in (13) definierte Funktion 
G, (w) auf die Gestalt 

I- I 

N~ (i) l+ l[f II(41'2- (2 h+ 2)2) 
G" (w) = eiJU 211 ,-, __ ~h=ü==-:--:----:--c-,-,-_~ 

~ (2W)1+1 (21+ 1)1 

gebracht werden. 

Beweis . 1. Wir gehen van der Integraldarstellung (30) van H~l) (w) 
aus und setzen 

(P (z) = iw cash z, . (69) 

z = x + i Y und benutzen die Methode der Sattelpunkte 1). Wir betrachten 
nur den Streifen der z-Ebene zwischen den Geraden Rs und R6' worauf 
y = n bez. y = - n (einschliesslich Rs und R6). Der Punkt z = 0 ist ein 
Sattelpunkt van <p (z). Die Gleichung der Kurve 0' (e- i ,u cp (z)) = 0' (e- i

,H cp (0)) 
ist 

(cash x cos y - 1) cos (arg w - !i ) - sinh x sin y sin (arg w - 11,) = O. (70) 

Diese Kurve hat einen Doppelpunkt in z = 0 und ist symmetrisch in 
Bezug auf diesen Punkt ; die zwei Tangenten in z = 0 bilden Winkel 

n f.t 3n It 
van 4 - t arg w + 2 bez. 4 - t arg w + 2 mit der positiven x-Achse. 

n 
Ist arg w - ,u = 2' dann besteht der im betrachteten Streifen liegende 

Teil der Kurve (70) aus der reellen und der imaginären Achse und 

ausserdem aus den Geraden Rs und R 6' 

n G Ist arg w - f.t ~ 2' dann schneidet die erade x = 0 die Kurve (70) 

zwischen Rs und R6 nur im Punkte z = O. Die Gerade x = a schneidet, 
n 

falls a ~ 0 und arg w - It ~ 2 ist , die Kurve (70) zwischen Rs und R6 
in zwei Punkte ZI und Z2 . von denen der eine zwischen der reellen 
Achse und Rs, der andre zwischen der reellen Achse und R6 liegt. Denn 
setzt man die linke Seite van (70) gleich g (x, y). dann hat 2) g (a, y) 
höchstens zwei Nullstellen im Intervall - n < y < n; g (a. n) und g (a . - n) 
haben dasselbe Vorzeichen wie - cos (arg w - !i). und g (a, 0) hat 
dasselbe Vorzeichen wie cos (arg w - ,u). soda ss 3) g (a. y) im In tervall 

1) Ein Punkt Zo heisst Sattelpunkt von ( (z) . falls f' (Zo) = 0 ist . 
2) Die Funktion lf. (y) = Al cos Y + A 2 sin y + A 3 ha t. falls Al, A 2 und A3 reell sind. 

höchstens zwei NullstelIen im Intervall -" < Y <:T. 

3) Wegen (66) ist cos (arg w - I.) ~ O. falIs arg w - I' ~ f ist, 
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-ll < IJ < II zwei Nullstellen besitzt, von denen die eine im Intervall 
II 

-ll < Y < O, die andre im Intervall O< IJ < ll liegt. Ist argw- p *"2 ' 
dann besteht also der im betr!,!chteten Streifen liegende Teil der Kurve 
(70) aus zwei Zweigen, die die reelIe Achse nur im Punk te z = 0 
schneiden und die Geraden Rs und R6 weder schneiden noch berühren. 

Aus (70) geht hervor, dass bei unbeschränkt wachsendem x IJ nach 
einem Grenzwert 1/ strebt mit cos (I) + arg w - /1) = O. Bezeichnen 
00 + i Y I und 00 + i IJ2 (IJl > IJ2) die im Unendlichen liegenden Punk te 
der obengemeinten Zweige, dann sind also Ijl und IJ2 Nullstellen von 

II 7l 
cos (IJ + arg w-,u)=O. Hieraus ergibt sich: Ist - 2 < arg w - ft < 2' dann ist 

7l 7l 7l 371 
Ijl = - arg w + p + 2' IJ2 = - arg w + It - 2; ist 2 < arg w - p < 2' 

3ll 7l 

dann ist Ijl = - arg w + ft + 2 ' Y2 = - arg w + p. + 2' Stets 

verbind et also einer der Zwei ge von (70) den Punkt z = 0 mit 

00 + i (~ - arg w + ItJ Wir werden diesen Zweig L nennen. Ist 

II II 3ll 
arg w - p = 2' dann ist L die positive x-Achse. Ist 2< arg w- p< 2' 

II 
dann ist 2 - arg w + IJ. < 0 ; da L die reelIe Achse nur in z= O schneidet, 

liegt also L, falls x> 0 ist, zwischen der reellen Achse und R6' sodass 
L diejenige Zweige der Kurve (70) ist, welche in z = 0 einen Winkel 

von ~ -targw+ i mitderpositivenx-Achsebildet. Ist - ~ < arg w-p < ~ 
dann liegt L, falls x> 0 ist, zwischen der reellen Achse und Rs, 
sodass auch dann L diejenige Zweige von (70) ist, die in z = 0 einen 

Winkel von ~ - 1- arg w + ~ mit der positiven x-Achse bildet. 
4 2 2 
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Nehmen wir in (30) L als Integrationsweg. dann erhalten wir wegen (69) 

2 ei (w- 'I, "?rl f' 
H \11 (w) = - --. - e \, (=l -\, (Ol cash l 'Z dz . . 

nl .. 
(71) 

L 

Ist f( z) eine analytische Funktion von z. dann ändert sich bekannt
hch 91 f( z) monoton auf den Teilen der Kurve .0 f(z) = O. die keinen 
Sattelpunkt von f (z) enthalten. 

Wird jetzt 

1;2 = cp (0) - (f!(z ) = - iw (cash z - l) . (72) 

gesetzt. dann ist für jedes z auf L 0 (e- I !' (cp (0) - cp (z) ) ) = 0; im Punkte 

z=o ist 1;2= 0. und im Punkte z= oo + i(~-argw+ fI. )ist1;2= ooei
;< . 

Da der Koordinatenursprung der einzige auf L liegende Sattelpunkt von 
cp (z) ist. ändert sich also 1;2 e - i!1 monoton von 0 nach 00. wenn z den 

Zweig L von 0 nach 00 + i (i - arg w + ft) durchläuft . 

Wenn man (siehe (72)) 

1; = ;p (z) = e - i ~/2 w'l, sinh =- (arg w 'I, = t arg w) . (73) 
2 

setzt. dann ist. da die Tangente von L in z = 0 einen Winkel von 

~ - t arg w + ~ mit der positiven Achse bildet. auch 1; e 2 =- 0 fürjedes 
4 2 
z auf L. Man findet daher wegen (71) und (72) 

i;< 
ooc -

2 

I 2 ei(W- 'I,"".lj "" dz 
H !, I (w) = - ni- e- " cash l'Z d 1; d 1; . 

o 

(74) 

Wir betrachten nun die Kurve Cl. bestehend aus R5' R6 und 
den Geraden x = dl und x = - d2• worin dl und d2 unbeschränkt 
wachsen (x = dl verbindet 00 - ni mit 00 + ni. x = - d2 verbindet 
- 00 - ni mit - 00 + ni) . Wir w:nden (41) von Hilfssatz 5 an mit 

.,,-i 

C = Cl und F (z) = cp (z) . also mit p = e- iVZ w'l. und q = t . Wir 
nnden dann für jedes z im Innern von Cl 

Aus Hilfssatz 4 folgt. dass ;P (t) =f cp (z) ist. falls t auf Cl und z im 
Innern von Cl liegt. Man hat somit wegen (iS) von , Hilfssatz 6 mit 
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,,-j 

p = e -11/2 w'l". q = i und d = 4J (z) = C für jedes z innerhalb Clund 
für jedes ganze N> I m (v) I - ~ 

00 

• cosh vt dt _ e 4 (-i)N cos v:n 2 . 
- ~ f 2 iw COSh2~ cash vxdx 

J <I! (t)'N (<I! (t)-() - - !!!=' "'±' ( x)' N H ( . X) 
C 2 2 W 2 cash - 2Iwcosh2- -C2 
'22 

- 00 

Weiter gilt wegen (38) von Hilfssatz 3. mit a = t und m = 21 
angewendet. 

,,-j 
- (21+1) 

[
COSh l,tdt e 1 f cosh vtdt 
cp(tj2I +1 = 21 + 1~1 + 1 ( . t)21 + 1 = 

C, 2 2 W 2 smh 2" 

also 

dz 
cosh l ' Z -dC 

(0+) 

,,-j 
- (21+ J) 

4:nie 1 I- I 

21+ 1 21 + 1 Il (4v2 -(2h + 1)2); 
2- 2- w - 2- (21) I h=O 

N - I 

L 
1= 0 

e 1 (i)1 C21 I- I 

21 1 21+ 1 Il (4v2 -(2h + 1)2) 
- - h = O 

2 2 W 2 (21) 1 

00 

'!f f 2 i W cosh2 x2 cosh vx dx 
e (-i)N C2N cos v:n 

+ 2N+1 2N+1 X 2N+1 x· 
:n 2- 2- w- 2- (cash "2 ) (2iwcash 22" - C2) 

Hieraus und aus (74) folgt. wegen 

die erste Behauptung des Satzes 

2. Wir gehen aus von der Definition (13) und nehmen als Integra~ 
tionsweg die Kurve L. Wir erhalten dann wegen (69) 

Gv (w) = J ejw~o.hz sinh vz d z = e1 ,vJ e l' (z) -I'(O) sinh vz dz 

L L 
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oder. wenn wir (72) benutzen 

00 • 2 

G . J ~' " dz 
J (w) = e"" e- ' smh " z d l; d l; . " (75) 

o 

worin I; = ~ (z) durch (73) definiert ist. 
Wegen (1:2) von Hilfssatz 5 mit C = Cl und F (z) = ~ (z) also 

."./ 

P = e - -i V 2 w' l, und q = t . hat man. falls z im Innern von Cl liegt. 

d z 1 N- I fSinh vtdt 1;2N + 1 r sinh ,Jt dt 
sinh n d l; = 2 n i I~O 1;21+ 1, ~ (t)2 1 + 2 + 2ni. ~ (t) 2N +1 (~ (t) - I;)" 

C, C, 

Wegen (1:6) von Hilfssatz 6. mit p = e - - i V2 w'l,. q=t und d=~ (z)= I; 
angewendet . hat man für jedes :: innerhalb Cl und für jedes ganze 

N> Im(") I- 1 
00 

s inh ,·t dt - 2 ~in vn 2 f 2 iw cosh 2 ~ cosh "x dx r <1> (t)"" (<1' (t) -C) = (i)N (2 w)N+' ( X) '" +>( " x)" , cosh - 2LW cosh 2 - _1;2 
C, 2 2 

Weiter hat man wegen (39) von Hilfssatz 3. mit a = t und m = 2/ + 1 
angewendet. 

[
Sinh ,·t dt (i) /+1 r sinh "t dt 8 nv (i)1+2 I- I 

è, <1' (I)i"" = (2 W)''' . ( ,i nh i )"+> = (2 w)'+'(21+ I )J i?o (4 
v' - (2 h + 2)' I 

(0+1 

also 
N-I 

" d z _ ~ 1: V (i)1+ 1 1;21+1 I- I 2 2 

smh vz d l; - ft (2 W)/+I (2/+ 1)/!Z0 (4v -(2 h + 2) ) 

Wegen 

00 

f 2 iw cosh 2 ~2 cosh vx d x 
1;2 N+ I sin "n 

n (i) N+ 1 (2 W)N+ 1 ( X)2 N+2 ( " X)" 
cosh 2 2 LW cosh2 2" _ 1;2 

- 00 

folgt hieraus und aus (75) die zwei te Behauptung des Satzes. 




