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zwar der projektive Zusammenhang der Ej, aber infolge der Abhén-
keit der Abbildung der E, auf die Ei von dieser Wahl bleibt der
projektive Zusammenhang der E, invariant.

Vom Standpunkte der lokalen E, bedeutet Aenderung der Wahl von
x; nur eine Aenderung der projektiven Koordinaten; die x; sind ja die
Koordinaten der unendlichfernen Hyperebene der E,. Einfiihrung des
Bezugssystems (c) von G. F. I §3 geniigt schon um den Einfluss der
Wahl von x; vollstindig aus den Gleichungen zu eliminieren, was darin
seine Ursache findet, dass x; in bezug auf dieses System stets die
Bestimmungszahlen (—w? 0,0, 0,0) hat. Alle Gleichungen in Bezug auf
dieses System sind also bei Aenderung der Wahl von x; invariant und
dasselbe gilt somit ebenfalls fiir alle physikalische Gleichungen in
gewohnlichen nichthomogenen Koordinaten der V.

Mathematics. — Asymptotische Entwicklungen von BESSELschen, HAN-
KELschen und verwandten Funktionen. I1'). Von C. S. MEIJER.
(Communicated by Prof. J. G. vaAN DER CORPUT).

(Communicated at the meeting of June 25, 1932).

Hilfssatz 4. Ist

e ] 4
=J()=% und s, #s,

—‘"21<ms,)<” 5

. _ B
2’ 2
so ist sinh s, 7 sinh s,; weiter gilt cosh s # 0, falls — ;—l <3 (s) <72-l ist.

Beweis. Dieser Satz ist bekannt, siehe z. B. KNOPP, Unendliche Reihen,
p. 416 und 417.

Wir definieren nun die Funktion { = F (z) durch die Beziehung
{=F(z)=psinhqz . . . . . . . (40)

Hierin ist p7#0, ¢ >0 und p und q sind unabhingig von z. Wir
betrachten weiter den Rand C des Rechteckes begrenzt durch die Geraden

R, (3 o) = 2%) R, (% fy = i) \Ry (R (2) = by) und R, (R ()= —by),

worin b, und b, positiv sind. Dann gilt

1) Erste Mitteilung: These Proceedings, Vol. 35 (1932), S. 656—667.
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Hilfssatz 5. Ist N ganz rational — 0 und liegt z im Innern von C,
so ist

N_
coshvz -d— :

oy (fcoshvedt N (* coshwvtdt (41)
dt ™ 2ai = J F@* 2n i‘f F (2N (F ()—¢)
o C
und
) z 1N, (sinh 154{ (N sinh vt dt
sinh vz dr = 2 1:2.;) ¢ j F 2 o f FN 1 (F(9— {) . (42)

hierbei wird der Rand C in positivem Sinne durchlaufen.
Beweis. Aus (40) und Hilfssatz 4 mit s = qz ergibt sich, dass

cosh vt

F(t)— F(2)
fiir jedes z im Innern von C und fiir alle Punkte r# 2z auf dem Rande
und im Innern von C eine analytische Funktion von ¢ ist. Weiter ist

F’(2) # 0 fiir z im Innern von C. Daher hat man, wegen des Residuen-
satzes, wenn z innerhalb C liegt,

1 (‘coshrtdt coshvz_ .. dz
24i) FO—¢  F'( 7% ar
C
Nun ist
l . n—I1 Ck ) Cn
Fl)—t = 2 Fip*1 T F(r (FO—0)"
also
dz 1 =21 cosl}ltdt {n (C coshwvt dt
CoshIZ E =5 s f Frn T2 27i) Flor 00 )
Ebenso findet man
sinh vz dz 1 5 &_k sinhvtdt O sinh vt dt (44)

dt = 27,0 ) F@*' T 2q4i) F@ (F(O—0)
C C

Da F (f) eine ungerade Funktion von t ist, so enthilt die Entwicklung

von
cosh vt

’F’E}(T\

nach steigenden Potenzen von ¢, falls k ungerade ist, nur gerade Poten-
zen von t. Hieraus folgt, mit Riicksicht auf den Residuensatz,

cosh vt dt cosh vedt
F(t)k +1 k+1 -

0 +)




854

fir ungerade k. Auf analoge Weise findet man, falls k gerade ist,
“sinhvede
j F(+
c
Man bekommt nun (41), wenn man in (43) n =2 N und (42), wenn
man in (44) n=2 N + 1 setzt.

Hilfssatz 6. Ist N ganz rational =0, F(t) #Zd fiir alle Punkte t
von C und d unabhingig von ¢, so ist, wenn b, und b, unbeschréinkt

wachsen, falls N > [ ;) | — 4 ist,

coshvtdt 2i cos cosh vx dx (45)
‘J F(tN(F()—d) (—1)Np2N-! J (cosh qx)* N1 (p? cosh?qx + d? °
und, falls N> IRe)_ 1 ist,

2q
sinh vt dt 2ising, 2q J cosh vx dx (46)
F(t)2N+‘(F(t)—d) T (—=1)Vp? (cosh qx)*N (p? cosh? qx + d?)
C —oo
Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt, dass im Integral
coshvtdt
F(6?N (F()—d)

die Beitrdge der vertikalen Seiten von C nach Null streben, falls b; und
b, unbeschrinkt zunehmen. Also ist, wenn R, und R, von links nach
rechts durchlaufen werden,

coshvtdt cosh vt dt
F (07~ (F(0— ( f + [ )F(t)w(F(t) —ay - - @)
Ebenso hat man
sinh vt dt sinh vt dt
fF(t)ZN“ (F()—d) ( f'l_f) F(c)2 N+t F(t) d) .. (48)

Setzt man f— x + ig:—l, je nachdem ¢ auf R, oder auf R, liegt, so

ist wegen

in 4 v
coshv| x +— | = cosh vx cos =—— =+ i sinh vx sin —,
2q 2q 2q

; in\ .
sinh q(xiia)— +icoshqx
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und (40)

©o

(cosh X COS -+ i sinh vx sin ——) dx
coshvtdt 2q N
ye=s

F (¢ (F (t)— (ip)* N (cosh gqx)*V (ip cosh qx — d)
v
cos — @
2q cosh vx dx

(—1)Np?™N ) (cosh qx)*N (ip cosh qx — d)’

Ebenso hat man

&1
cosh »t dt . 2q ' cosh vx dx

F(PN(F()—d)~ (—1)¥p*N ) (cosh qx)*N (— ip cosh qx—d)’

2

also
( f+J) cosh vt dt
F (02N (F()— d)
Yyt

AR 2q cosh vx dx

(—1)Np2N=1 ) (cosh qx)*N—! (p? cosh? qx + d?)’

Hieraus und aus (47) folgt (45).
Auf analoge Weise findet man

sinh vt dt
( +f ) FP™ (FO—d)

/(smh VX COS E + i cosh vx sin ——) dx
N (ip)*N*1 (cosh qx)*N*! (ip cosh qx—d)

+

(smh X COS e i cosh vx sin —) dx
2q 2q _
J (—ip)*N+1(cosh qx)?*N*' (—ip cosh qx—d)

A
2iain 2q j cosh vx dx
(—1)Np2N (cosh gx)*N(p? cosh? gx + d?)’

woraus, mit Riicksicht auf (48), Beziehung (46) folgt.
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Hilfssatz 7. Ist N ganz rational > |ER((;)| . so ist, fallszlq +%
keine ganze rationale Zahl ist,
( cosh vx dx —1)WVNx N—
f(cosh XN = -l o I (2—Q2h+1)2q). (49)
L g+ (2N) ! cos 2 0

und, falls f,’& + 4 ganz rational ist,

[ coshrxdx _ (—1)NV+k+1 (8k + 4) N

(b A 2N+ 1 = 2 2.2
(cosh qx)?¥+1—  @gN-1(2N)I hI_I (*—2h+1?q%)., (50)
- h=|-k
worin k= Il 3
2q ’
Beweis. Setzt man in (45) von Hilfssatz 6 p—=1 und d=0, so findet
man

" coshwvtdt _ 2i oy * cosh vx dx
J(sinh qt)PN+ T (—1)Y cos 2q ) (cosh qx)N+'"

Da t—=0 die einzige im Innern von C liegende Nullstelle von sinh gt
ist, hat man also

0o
* coshwvtdt _ 2i 18 * cosh vx dx

(sinh qOy?N+1 — (—1)N (coshagx)N+1

0+) —oo

Hieraus ergibt sich, wegen (38) von Hilfssatz 3 mit a—q und m=2 N,

va 3 coshvxdx (—1)N=a _ )
Coszq (cosh qxN+1 — @N+T(2N)I , H(” (2h +1)2q%.. (51)

— 0o

womit (49) bewiesen ist.

Ist » reell und Ilql =k + 4 (k ganz rational), so sind beide Seiten von

(51) gleich Null, die linke Seite wegen des Faktors cos 2q die rechte
Seite wegen des Faktors »* — (2 k+1)?q% Da

¥ cosh vx dx
(cosh (cosh qx)N+1

1) Man hat also k ganz rational > 0 und N>k.
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eine stetige Funktion von » ist, und

v2—(2k + 1)? q2: (—1)*+'4q2 2k + 1)

lim
s v n
[v]=|-2qk+q COS —
|v|=>2qk+q 2q

ist, folgt dann Formel (50) von Hilfssatz 7 aus (51).

Hilfssatz 8. Ist N ganz rational >i{2((;)»l—-— 1, so ist, falls 2iq
keine ganze rationale Zahl ist,
¥ cosh vx dx —1)Navy N—'
[ oo = ——— 2 @k + 2 (52)

qgN*t2(2N + )’smé— =

—oo

und, falls 2—1q eine ganze rationale Zahl + 0 ist,

* cosh vxdx o i—”irk 16 k2 N-1 , .
J (cosh qx)?N+2 — g2N-1 (2 N + 1)!;,1__[0(’ 2h+2724q%), . (53
b=l k—1

— 0o

worin k_|27 (k ganz rational >>0); weiter hat man, falls N ganz
rational = 0 ist,

J' dx 2NN

(cosh qx)?N+2  q(2N+1)! " (54)

—oo

Beweis. Setzt man in (46) von Hilfssatz 6 p=—1 und d =0 so findet

man

*osinhvtdt  2i sin*" % coshvxdx
(sinh qt)N+2  (—1)N " 2q (cosh qx)™N+2°
C

— 0o

Also hat man, wegen (39) von Hilfssatz 3 mit a—q und m=2N+}1
angewendet,

va (% coshvxdx . (—1)WNavy L,
2q. ) (cosh qx)?N+2— gNt2Z(2N + 1)/ ,— H (»*—(2h + 2)2 q?). (55)

— 0o

sin

womit (52) bewiesen ist.

Ist %1 ganz rational # 0 und Izlqlzk (k ganz rational > 0), so sind

beide Seiten von (55) gleich Null, die linke Seite wegen des Faktors
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sin )2;: die rechte Seite wegen des Faktors »> — 4 k? g% Da

) v(2—4k?q?) . 16k% ¢°
|v|£l|:2qk_ sinv_{l _(_1) 7 a
|v]|=>2qk 2q

ist, folgt dann aus (55) Formel (53) von Hilfssatz 8. Werden beide

Seiten von (55) durch sin;’—z gekiirzt, und strebt » nach Null, so erhilt

man (54).

Hilfssatz 9. Ist a reelll N ganz rational >|a|— 14, so ist, falls
a+ 4 nicht ganz rational ist,

.J'e_:ZCZNdC/(COShaxdx CONabim Nty (2h + 1)?) (56)

X N+1 7 NIZZNCOS(I.‘H;, 0
cosh

0

— 00

und, falls |a|=k+ 4 (k ganz rational) ist,

oo

v ~ cosh ax dx
j e = (2Nd( (o i
0 : ) Ccos 7

e N 74!
(— 1N+k+1 8k 4 4V a N
N/22N

1 (40— 2k + 1)
v

Beweis. Setzt man in Hilfssatz 7 » —=a und ¢ =%, dann findet man,
falls a + } nicht ganz rational ist,

' cosh ax dx (—1)N 2= N 5 .
/ (Cosh f)ZNH B (ZN)[COS QT h=0 (4 * (2 h+ l) )
2

— 00

und, falls |a| =k + § (k ganz rational) ist,

¥ coshaxdx  (—IN***1 (16 k4 8) Mot
X \ZN+ 2 N)! hI=Io (4a>—(2h+1)?).
cosh E h:_I:k

Wegen

d V'
f—C’cszc— FD(N+4) = (sz,’N,”

0

folgen hieraus (56) und (57).
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Hilfssatz 10. Ist a reell #+0, N ganz rational > a|— 1, so ist,
falls a nicht ganz rational ist,
gy [ _cosh ?,{dx - (—1>”N ’%za_ 7 2
s cosh

— oo

und, falls |a| =k (k ganz rational > 0) ist,

oo

'_::'21\1 1 ) cosh ax dx _(7—1)”+"N/16k72 N—1 ) ,
Je el /( x)2N+2 = QNLI) 11(4 —(2h+42)). (59)
cosh2

(s

0 h k]

—

Weiter ist, falls N ganz rational =0 ist,

o

dx 22NN

;';il ZN T
,‘e e / LEYNT @NE!
0 (COSIZ)

— 0o

Beweis. Setzt man in Hilfssatz 8 » —« und g =1 dann findet man,
falls « nicht ganz rational ist,

@;I—:’Cjﬁ\@ T (2 N+1)!sinax h”o (#a?—(2h+2))

/‘m coshaxdx  (—1)N4aa NI
2

—oo

und, falls |a| =k (k ganz rational > 0) ist,

W“’“ T 2N+ ,]d’) (4 > — (2 h+2)?).
2

h,! ke—1

[m coshaxdx  (—1)Ntk32 k> NOI

— 0o

Ist N ganz rational —— 0. dann hat man

oo

22N+2(N!)2
N2N+2 ) N-+-1)/
[cosh (2N-1)!

Wegen

J-e—;‘f g2N+idr =14 NI
folgen hieraus (58), (59) und (60).

56
Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXV. 1932.
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Hilfssatz 11. st a reell, N ganz rational > |L2| — 4, so ist, falls a
keine ungerade ganze Zahl ist,

oo

5 __1\N., N—1
Jemwna [é‘gi’; weds 0 @ @atap) . 61
i .

amn p—o
. -

2

v
—oo

und, falls |a| =2k + 1 (k ganz rational) ist,
e~ u?N du " cosh ax dx ()N (8 ket d) TT (a2 — (2 BH1)2). (62)
(cosh x)2N+1 ,,:lo

Beweis. Setzt man in Hilfssatz 7 »—=a und q—=1, dann findet man,
falls a keine ungerade ganze Zahl ist,

L —__1\N N—1
[t = LV sy
(2N).’c037h:0

und, falls |[a|=2k + 1 (k ganz rational) ist,

* cosh ax dx _ (= 1)N+k+1 (8 4 4) N
(COSh N+ T (2 N) 130( a? (2’1 + 1)2).

o hz=k

Wegen

o

fe’“ uNdu==(2N)!

0

folgen hieraus (61) und (62).

Hilfssatz 12. Ist a reell # 0 und N ganz rational >‘LZI —1, so
ist, falls a keine gerade ganze Zahl ist,

g Y ¥ cosh ax dx _(— WaaN
fe wrdu Lottt =E I @ h o 2p) 6)

gl sin —-

2
und, fall.§ |a| =2k (k ganz rational > 0) ist,

s cosh ax dx N
J u?N+1 dy f(cosh = = (— 1)N+k 16 k2 ;.I:Io (a>—(2h+2)?) (64)

h :]: k—1
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Weiter ist, falls N ganz rational — 0 ist,

oo

jeHMNHduJ dx __2NO(NIR ... (65)

(cosh x)?N+2

0 — oo

Beweis. Setzt man in Hilfssatz 8 »—=« und ¢—=1, dann findet man,
falls a keine gerade ganze Zahl ist,

‘.fomfzg?z"’ =T e n 42
2N+ 1)! sin -

cosh x

— 0o

und, falls 'a| =2k (k ganz rational > 0) ist,

¥ cosh ax dx (_1)Nsk 16 k2 N-!
‘ (cosh x)N+2 (2N + 1)! :,l]( 12— (2h + 2)%).

v b ht
Ist N ganz rational —0, so hat man
Todx 2NN
’(Cosh xPN* 2T 2N+ 1)/
Wegen |
j}ﬂMNHmu:uN+ww
b

folgen hieraus (63), (64) und (65).

Hilfssatz 13. Es sei w # 0, —a < argw < 2n, argw':—=} arg w,

¥
Max (— % — 32n -+ arg w) < pu < Min ( - 1 arg "’) (66)
dann kann:

1. Fiir jedes ganze N >|W ()| — | die Funktion H."(w) auf die

Gestalt
¢ (oter=— ) - 11 (@2 —@h 412
(1) o / 2 e o ) S o {
H lv) l ll’ / / ﬁ o (8 u)), i i +
in / ? (67)
2 ’ X
ol 2iwcosh? " coshvxdx
(—i)N cos v j - 2
) s .

L TN d T N2N+1 T e N
aV 2wl % . (cosh ch) (21 wcosh2 ) ——Cz)s

gebracht werden.
56*
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2. Fiir jedes ganze N > N(v) — 1 die in (13) definierte Funktion
G, (w) auf die Gestalt

L TT (49— (2 h2))
h=0

N-

G" w) — eilv 2 v -
) 2; uw)*T 21+ 1)!
o we 2 [ 2 iw cosh? % cosh vx dx (6%)
o e:’ sin mN Je,;z C2N+L g %
()N +! +1 2N+2
7 (i) 2w) s (coshg) (2 iw COShZ;— CZ>

— 0o

gebracht werden.

Beweis. 1. Wir gehen von der Integraldarstellung (30) von H." (w)
aus und setzen

¢(z)=iwcoshz, . . . . . . . . (69

z=x+iy und benutzen die Methode der Sattelpunkte !). Wir betrachten
nur den Streifen der z-Ebene zwischen den Geraden R; und R, worauf
y —n bez. y—= — a (einschliesslich Rs; und Ry). Der Punkt z =0 ist ein
Sattelpunkt von ¢ (z). Die Gleichung der Kurve \j (e ¢ (2)) = 3 (e~ " ¢ (0))
ist

(cosh x cos y — 1) cos (arg w — u) — sinh x sin y sin (arg w — 1) =0 . (70)

Diese Kurve hat einen Doppelpunkt in z=0 und ist symmetrisch in

Bezug auf diesen Punkt; die zwei Tangenten in z=0 bilden Winkel
3n

4 Yargw + /21 mit der positiven x-Achse.

B ad
von targ w+ 5 bez.

JT
Ist argw — =

5 dann besteht der im betrachteten Streifen liegende

Teil der Kurve (70) aus der reellen und der imaginiren Achse und
ausserdem aus den Geraden R; und Rq.

Ist arg w — u _f"_—;— dann schneidet die Gerade x—=0 die Kurve (70)
zwischen Rs und R nur im Punkte z — 0. Die Gerade x—a schneidet,
falls a# 0 und arg w—,u—_,t% ist, die Kurve (70) zwischen R5; und Ry
in zwei Punkte z; und z,, von denen der eine zwischen der reellen
Achse und R;, der andre zwischen der reellen Achse und Ry liegt. Denn
setzt man die linke Seite von (70) gleich g (x,y), dann hat?) g (a, y)
hochstens zwei Nullstellen im Intervall —z<y<=z; g (a,#) und g (a, —7)

haben dasselbe Vorzeichen wie — cos(argw —u), und g(a, 0) hat
dasselbe Vorzeichen wie cos(arg w —u), sodass?) g(a,y) im Intervall

1) Ein Punkt z; heisst Sattelpunkt von f(z), falls f' (z9) = 0 ist.
2) Die Funktion y(y) = Ajcosy-+ Azsiny+ Az hat, falls A;, A; und Aj reell sind,
hochstens zwei Nullstellen im Intervall — 2 <y <a.

3) Wegen (66) ist cos(arg w — p) 7‘_‘ 0, falls arg w — fe ;ﬁ % ist.
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—a<y<n zwei Nullstellen besitzt, von denen die eine im Intervall

—a <y <0, die andre im Intervall 0 <y <=x liegt. Ist arg w—,u?%,
dann besteht also der im betrachteten Streifen liegende Teil der Kurve
(70) aus zwei Zweigen, die die reelle Achse nur im Punkte z=0
schneiden und die Geraden R; und R, weder schneiden noch beriihren.

Aus (70) geht hervor, dass bei unbeschrinkt wachsendem x gy nach
einem Grenzwert 7 strebt mit cos(y -} arg w — p)=0. Bezeichnen
o +iy, und o +iy,(y, >y, die im Unendlichen liegenden Punkte
der obengemeinten Zweige, dann sind also y; und y, Nullstellen von

cos (y+arg w—pu)=0. Hieraus ergibt sich: Ist — ; <argw —p < ]21 dann ist
7 n .oz 3n

y, — —argw + /4-%—2, yZ:—argw—{v/t—~»2~; 1st2 <argw—u < 2

dann st y,:—argw-k,u—l-an, yzz—argw—i—/t—i—%. Stets

verbindet also einer der Zweige von (70) den Punkt z2—=0 mit

R

Ré
oo+i<;—argw+ /L). Wir werden diesen Zweig L nennen. Ist

T

, dann ist L die positive x-Achse. Ist 72—t< arg w—,u<37n,

argw — =75
dann ist 721—— argw -+ u < 0; da L die reelle Achse nur in z—0 schneidet,

liegt also L, falls x >0 ist, zwischen der reellen Achse und R sodass
L diejenige Zweige der Kurve (70) ist, welche in z =0 einen Winkel

von Z —Yargw+ g mitder positiven x-Achse bildet. Ist — ; <argw—u 12'

dann liegt L, falls x>0 ist, zwischen der reellen Achse und R;,
sodass auch dann L diejenige Zweige von (70) ist, die in z=0 einen

Winkel von Z— targw +g— mit der positiven x-Achse bildet.
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Nehmen wir in (30) L als Integrationsweg, dann erhalten wir wegen (69)

2 e((u 1, v)

H (w) = Jef“‘—?(o’coshrzdz.. N VA

EL4] .
L

Ist f(z) eine analytische Funktion von z, dann &ndert sich bekannt-
lich M f(z) monoton auf den Teilen der Kurve .3 f(z) =0, die keinen
Sattelpunkt von f(z) enthalten.

Wird jetzt

(?=¢0) —o(z) =—iw(coshz—1) . . . . . (72

o

gesetzt, dann ist fiir jedes z auf L .j (e~ (¢ (0) — ¢ (z))) = 0; im Punkte
z=0 ist £2=0, und im Punkte z =00 | i(yzl—arg w+,u) ist [2— oo ei®,

Da der Koordinatenursprung der einzige auf L liegende Sattelpunkt von
@ (2) ist, &ndert sich also (?e~"* monoton von 0 nach oo, wenn z den

Zweig L von 0 nach o -+ z(; — arg w + /t) durchlauft.
Wenn man (siehe (72))

i

(=9 (2) = e V2w sinh g (argw':=4%argw) . . (73)

setzt, dann ist, da die Tangente von L in z=—=0 einen Winkel von
Z—éarg w +§ mit der positiven Achse bildet, auch (e 2 ~—Ofiirjedes
z auf L. Man findet daher wegen (71) und (72)

e

1((0*'/’*)
HY (w) = Ze Je:’coshrzdcd&' w 5 o« @2

i ‘
0

Wir betrachten nun die Kurve C,, bestehend aus Rs;, R¢ und

den Geraden x—d, und x—= —d,, worin d; und d, unbeschrinkt
wachsen (x—=d,; verbindet o — 7z mit oo 4 @i, x——d, verbindet
— o0 —ai mit — oo -} 7). Wir we_nden (41) von Hilfssatz 5 an mit

C=C, und F(2)=0¢(2), also mit p—=e *V 2w und q=4. Wir

finden dann fiir jedes z im Innern von C,

oy dz__ 1 N)—: “cosh 1trd{ 2N cosh vt dt
coS zd( 27711 s . CP )21+1 2711!@ 2N 4;(1» )

Aus Hilfssatz 4 folgt, dass @ (f) # @ (2) ist, falls ¢ auf C, und z im

Innern von C, liegt. Man hat somit wegen (45) von Hilfssatz 6 mit
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p=e V2wh q=1% und d=29(2) =1 fiir jedes z innerhalb C, und
fiir jedes ganze N > |R(»)| — 1

i

. x
2 iw cosh?= cosh vx dx

J cosh vt dt e *(—iNcoswr 2
(0

2N 2N—1 2N+1 2N+1 .
(- 27 w2 (cosh;f) (2iwcosh2%‘—52)

Weiter gilt wegen (38) von Hilfssatz 3, mit a=1 und m =21
angewendet,

1‘(21+1)
“coshvtdt e cosh vt dt
2041~ 20+1  2+1 ——21?
©+)
1"'12!+l)
4nie’ -1
g oawn M2 —2h 4 1)7);
27 w? @y "
also
d = 4 )\ CZI 1—1
coshvz GZ =) T_j—(zl%—— 1 (49> —(2h + 1)
=97 w7 2l

i . x

= 2iw cosh? =- cosh vx dx
e (—i)N{Ncosvan 2

+ IN¥1T 2Nl

INF1 .
—— (cosh g) (21'wcosh292£ —8)

2 2
w2 w

Hieraus und aus (74) folgt, wegen
- @)!Va
fe Sodl= k)l
0
die erste Behauptung des Satzes

2. Wir gehen aus von der Definition (13) und nehmen als Integra-
tionsweg die Kurve L. Wir erhalten dann wegen (69)

G, (w) :"—fe"”‘°”" sinhvzdz = e“"fe?“‘“?“’) sinh vz dz

L
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oder, wenn wir (72) benutzen

2

© e

G, (w):e"""J e sinhazd&dC B 4]

worin { =@ (z) durch (73) definiert ist.
Wegen (42) von Hilfssatz 5 mit C=C, und F(z) = (z) also

p=e *V 2w und q=1, hat man, falls z im Innern von C, liegt,
3 ] N sznh:tdt [ANHI sinh vtdt
inhwz 22—~ 3 pa+n
Slnh1zdé_—2ni IZOC CP( 21+2 2_7” {CD 2N+l C) :

Wegen (46) von Hilfssatz 6, mitp —e * V2w, q=+undd=9(z)=¢
angewendet, hat man fiir jedes - innerhalb C, und fiir jedes ganze
N> |NE) | —

, 2 iw cosh?Z cosh vx dx
" sinh vt dt — 2 sinwn 2
O

. )ZNH( (¢ ) C) (’)N (2 w)NH' (cosh ;)2 NTZ w coshzg— Cz)’

Weiter hat man wegen (39) von Hilfssatz 3, mit a—4 und m=21+1
angewendet,

‘sinhvedt (i)'t Csinhvtdt _ 8av (i)t ) ]
f DR T 2wy [ t)zm (2w)*1 (21 1)] hl_lo(‘h (2h+2)?)
C Slnh 2

&)
also

4.‘, )H—l CZH! —1 2 )
smhzzd—C S‘(Zw)“ ity 14— 227

. x
2 iw cosh? = cosh vxdx
2N+ sin vo 2

T (AN+1 (D, \N+I 2N+2 4
(™ 2 w) (cosh ;—C) (2 iw cosh? %. — 52)

— oo

Wegen

iy
me

2

J.e_;._, o g =1
2

folgt hieraus und aus (75) die zweite Behauptung des Satzes.





