Mathematics. — Asymptotische Entwicklungen von BESSELschen, HAN-
KELschen und verwandten Funktionen. IV'!). Von C. S. MEIJER.
(Communicated by Prof. J. G. vaAN DER CORPUT).

(Communicated at the meeting of October 29, 1932.)

§ 3. Beweis der Sitze 1—6.

Beweis von Satz 1. Ist x reell, W () = a und 3 () = 7, dann hat man
|coshvx| =1 e+ x| e—latinix| —_ L (exx | e~**) = cosh ax. (101)

Ist Ce—'?' ——0, xreell, w#0, —n <argw< 2z und
Max (— g — %t—l— arg w) < pu < Min (g,;—{—arg w). . (66)

dann konnen wir in Hilfssatz 15

r::2|w|cosh2£,d:I£[2 , = — jeni ¥

2 |w
setzen, sodass f—argw — g—,u ist. Wir erhalten dann
i 2 X i 2 X
2iwcosh ) - 2ie " w cosh )

2iwcosh? & — 2 ’——Zie“-""wcoshz—;f—i—MIz?
2 L (102)
1

. 7T
— = —u
sm(argw 2 /)

und sogar

. x
2iwcosh?

2

2iwcosh2; — 2

=1, falls — = argw—%—,uf% ist. (103)

1) Erste, zweite und dritte Mitteilung: These Proceedings, Vol. 35 (1932), S. 656—667,
S. 852866 und S. 948 —958.
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Es werde gesetzt:

A =1, falls —7:arg w—g-—yég ist,
und
. (falls—n<argw—»2~ ,u<—£ und
A = sin (argw——2 —#>,, ‘
)falls <argw——%—y<n ist.
Wegen
ip
wel o
g2 1 ’ —t*cos jt 1 2
fe—|,| cos | ICIZN‘dC{:] e !t2th:Es#)N+‘/zle_'T CZNdC
0 K °

folgt also aus (101), (102) und (103) fiir jedes ganze rationale N > |a| —

(]
. x
2iw cosh? = cosh vx dx

J eroNde : <

2N +1
‘ 0 (COSh ;) (Ziwcoshzg—fz)

‘Je | g ICosulciZNldC| [ Coshax(j:+l_

cosh

1 J s * cosh axdx
% (cosh ?)

—oe

Hieraus und aus (67) von Hilfssatz 13 und (56) und (57) von Hilfssatz
9 folgt, falls a + 4 nicht ganz rational ist,

oy = ,
T e | ETr
H")(“’)—|/;T( 2 T B u
. (104)
[4 COSvn(l)N H (4a2—(2h+l))' s
A . (cos )N+ cos an NI@wN S

ip

1) In (102) und (103) gilt nicht fiir jedes 5 mit e 2 =0 das Gleichheitszeichen.
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und, falls |a| =k + + (k ganz rational) ist,

g ,,(w_,,,,,_,, =Y 714; —(2h+)) \
2 +(

(105)
a(—1F 1 ([)YBk | Y eosvm M=t L 5
A.(COS/L)N+/71N!(8II)) 1210(4(1 _(2h+1)) ’
h :|: k /
worin |o|<1 ist.
Wenden wir jetzt Hilfssatz 17 mit x — N+ | und ¢ —argw — 725 an,
dann finden wir, wenn
M= Max A . (cos )N+l
Max (—- : . ——3; -I—argw)<'u<Min(: . : +argw)
gesetzt wird:
Falls 0 — argw = & ist, ist M = 1.
Falls — 2z <argw <0 ist, ist
M — cos (u, — arg w) (cos pu,)N +'le;
hierin ist u, der durch!)
sin (a 2u,) = 2N—
in (arg w —2u, 2N+3smargw
eindeutig bestimmte, im Falle — 7 <argw = — ; zwischen — % und

72?* + argw und im Falle — ; < arg w <0 zwischen arg w und 0 liegende

Winkel.
Falls # <argw <2z ist, ist

M = — cos (u; — arg w) (cos u)N +'l:;

hierin ist «, der durch

2N—

sin (arg w — 2#2)—2N+ 3

sinarg w

arg w < 2 n zwischen — 3 + arg w

eindeutig bestimmte, im Falle 3

JT -
2

und 7 und im Falle 7 < argw < 377 zwischen 0 und arg w — 7 liegende

2
Winkel.
!) In Formel (16) liese man ;x;3 statt gx;: .

70*
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In (104) und in (105) bezeichnet u einen beliebigen Punkt des Inter-
A . (cos )N +': durch

valles (66). Wir diirfen also in (104) und in (105)
seinen (oben gegebenen) grossten Wert ersetzen und finden dann, falls

a + + nicht ganz rational ist,

S

() P e-(.w-,,,,_ gN : ] 4"2—(2h+1)2)
H; (w):] - - 1T (8w) f
Nt (106)
cosyr @ I (4a'—(2h+1))
" cosan N/ (8w)N
und, falls |a|=k+ } (k ganz rational) ist
5 "(w-"'*—- XU T (2= @+ 1))
)=/ 2 Z -
ELd faer I.’ (8w)!
(= D+ @OV (8 k + 4) N -
- cos v N>
g — o (gw)— 1:7 (4a? —(2h+l))§
worin
|6,| <1, falls 0 = arg w = n ist,

: falls —n < arg w <0 ist,

16,1 < cos (u; — arg w) (cos ;)
—1
|
16,] < P p——— e L falls 7 < arg w < 2= ist.
Hiermit sind die Beziehungen (14), (15) und (17) der ersten Behauptung

und ausserdem die zweite Behauptung von Satz 1 bewiesen
Der Beweis der Relationen (19) und (20) geht folgendermassen

Ist
n 3n
~g AW

{=—0,x reell, w#0 und

dann kénnen wir in Hilfssatz 16

2 ’

r:2]wlcoshzg.d:é'z,e"’:—l Tw]" also f—=argw —

setzen. Wegen
: 2 _"‘ —_D 2
2iw cosh 2 2iw cosh 2

2iw cosh? '—CZ ~—2iwcosh2%—i—&'2
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erhalten wir dann

2 fwreoshie
- 2 . 7 T 3 .
0=arg| - —argw— ., falls £ =argw < ) ist,

2iwcosh? :;:—CZ

und

2iwcosh?
—arg =0, falls——*<argw*~1st

2
2iwcosh2§ — 2

JT
arg w—

2

Ist \3 (©)=0, also »—=a, dann folgt hieraus

]
. x
o 2iwcosh? > cosh vxdx

j e~ S NdL =
©

x 2N +1 . 2x )
(cosh 2—) (Zzwcosh 5—4’)

e . (108)

oo
~»

}‘J e 1IN g ~ cosh Zx (2:154?1 '
(cosh 2—)

0

—oe

worin
0=argl= — 2 falls 2= 23 i
—argh—argw— ., falls 5 —argw 5 ist
und

B s il == ¥ .
arg w— “—argl=0, falls > <Largw — > ist.

Ist —%< argw<—32n, so diirfen wir in Hilfssatz 13 u =0 setzen.

Aus (67) mit £« =0, (108) und (56) folgt jetzt, dass in (106)

0=arg 0,§argw—12t— ist, falls » =a und ; Eargw<§£j ist,

und

arg w — % “—arg @, =0 ist, falls y=a und —- < arg w - % ist.
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Hiermit ist auch die erste Behauptung von Satz 1 vollstindig bewiesen.
Ist » reell und |»|=k + } (k ganz rational), dann ist cos v2x =0 und
—1
IT (42 — (2h + 1) ) =0 fiir jedes ganze | > k. Hieraus folgt mit Riick-
h=0
sicht auf (107) die dritte Behauptung von Satz 1.

Beweis von Satz 2. Der Beweis dieses Satzes ist dem Beweis von
Satz 1 analog; man braucht dabei nur (68) statt (67) von Hilfssatz 13
und Hilfssatz 10 statt 9 anzuwenden.

Beweis von Satz 3. Ist ue " =0, x reell, w#0, —aargw <=
und

7T

Max(—i.—;Z +argw)<,u<Min(%, ;—’—i—argw). (76)

dann konnen wir in Hilfssatz 15

2

r=|wl|?cosh’x , d=|ul|? , efa":e—z"“'l:|2
setzen, sodass f =2 arg w — 2 u ist. Wir finden dann
w?cosh? x | e 2iwlcosh’x | __ 1
'wz cosh? x + u? ! ~ |e 2 wcosh?x+ |ul? |~ | sin(2argw—24) | (109)
und sogar
\% =21, fans—g—;zargw—z,‘g; ist. . (110)

Ist R(») =a und x reell, dann ist (man vergleiche (101))

|coshvx| =coshax . . . . . . . (111)
Es werde gesetzt:
T o _ <77t :
B—=1, falls — ) =2argw—2u= 5 ist,

und

falls —n<2argw——2,u<—; und
B=|sin (2 arg w —2 )|,

falls %<Zarg w—2u<m ist.
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Wegen
fe | |cosu|u|2NLdu‘—.fe—tcos,utZth—(Cos#)2N+lJe—u uZNdu
0 0 0

folgt also aus (109), (110) und (111) fiir jedes ganze rationale N > |a|—

<

—u 2N dy w? cosh? x cosh vx dx
J ! (cosh x)*N+1 (w? cosh? x + u?)

i

oo €

lfe |u |Cos/t|u{2N|d |J cosh ax dx .

B (cosh x2N+1
1 g w 2N ¥ cosh ax dx
B . (cos ,u)“’“j e u duj (cosh x2N+1°
0 —oo

Hieraus und aus (77) von Hilfssatz 14 und (61) und (62) von Hilfssatz
11 folgt, falls a keine ungerade ganze Zahl ist,

N—1
1 -1
A (w)= ) iy O (2= Q2h+1)7)+
1=0 -
ot (112)
‘ COS7 1— Nﬁl( 2_(2h+ 1)2
B . (cos p)?N+1 an wNt ;) @ )
cos
2
und, falls |a|=2k -+ 1 (k ganz rational) ist,
Not
A=} 17 62— (h+ 1)) +
(113)

T(_])k+‘(8k+4)COSV;N l
B.(cosu)PN+1 72N +1 I_I (a?—(2h+ 1)),

h:l:k

worin || < 1 ist.
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Wenden wir jetzt Hilfssatz 18 mit x=2N+1 und 6=2argw an,
dann finden wir, wenn

M* = Max B.(cosp)?N+1

” ” s k3
Max(— 2" ——2—+argw)<‘u<Min(7 ,—2—+argw>

gesetzt wird:
ist, ist M*=1.

Falls —n <argw < — % ist, ist

M* = sin 2 py — 2arg ) (cos ™ 41
hierin ist ©; der durch

(2N+43)cos(Bus—2arg w) = (2N —1) cos (u3 — 2 arg w)

3
eindeutig bestimmte, im Falle —z <argw = — Tn zwischen — 721 und

721 + arg w, im Falle — BTH largw = —g— zwischen ‘);1 +argw und
7T i T T . T

7 + arg w und im Falle — 2 <argw < — 7 zwischen 7 +arg w und 0
liegende Winkel.

Falls ;—z < argw < 7 ist, ist
M* = sin (2 arg w — 2 ;) (cos pg )N +1;
hierin ist u, der durch

(2N + 3) cos 3, — 2argw) = (2N —1) cos (#y — 2 arg w)

eindeutig bestimmte, im Falle 9471 = arg w < n zwischen — 72—1 + arg w und

3n

2 im Falle 2= = arg w < ) zwischen — 721 + arg w und — g + arg w und

2 =
im Falle éll <largw < 72—l zwischen 0 und — % + arg w liegende Winkel.

Da in (112) und in (113) u einen beliebigen Punkt des Intervalles (76)
bezeichnet, diirfen wir in (112) und in (113) B.(cos #)2N*! durch seinen
(oben gegebenen) grossten Wert ersetzen und finden dann, falls a keine
ungerade ganze Zahl ist,

!) In der ersten Mitteilung, S. 661, Z. 1 v. u. liese man —;— + arg w statt — %—l—argw.
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N-1
1 1—1
Avw)=Y s 11 62— (2h+1)°) +
=0 -

v ... (114
Ccos 7 1 N—1 ( )
03— n wNTI hI_IO(O‘2 —(2h 4 1)?)
cos > -

und, falls || =2k + 1 (k ganz rational) ist,

N—1
1

1—1
A )= oy I 02— @h+17) +

1=0

(— 1)+ (8 k + 4) cos —

2 N—1 )
by I (@ — 2R 1)),
h :]: k

worin

|65 <1, falls —%éargwéz ist,

1

sin (2u; —2 arg w)(cos pus)N+1’

|6;5] < falls —n<argw<——% ist,

1
sin(2arg w — 2 uy) (cos pug) N+’

| 85 < falls —;1<argw<n ist.

Hiermit sind die Beziehungen (21), (22) und (24) der ersten Behauptung
und ausserdem die zweite Behauptung von Satz 3 bewiesen.

Der Beweis der Relationen (26) und (27) ') geht folgendermassen:

Ist

u=0, x reell, w#0 und —%<argw<-27£,

dann konnen wir in Hilfssatz 16

2
r=|wl|%cosh?x,d =u? efi = ':P also f=2argw,

setzen. Wir erhalten dann

- w? cosh? x — _ L
0=arg (;z—cosh—zxm) =2argw, falls 0 =argw < 5 ist.

1) In Beziehung (27) liese man arg 03 statt 03.
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und

2 2
w? cosh x—i)éo' falls _%<argw§0 ist.

Gy (m+ u

Ist 3 (») =0, also »—=a, dann folgt hieraus

L

oo
D 3 2 3
J e— 12N dlu w? cosh? x coshvxdx

(cosh x)?N+1(w? cosh? x +u?) ~—
0 — 00

(115)
et 2N cosh ax dx
’7 w du f(cosh XN+
worin

0=argn=2arg w, falls Ofargw<— ist,

und

2argw = argn =0, falls —%<arg w =0 ist.
Aus (77) mit u=201), (115) und (61) ergibt sich nun, dass in (114)

0=arg 6, =2argw ist, falls v—=a und Oéargw<% ist,

und

2argw = arg 6; =0 ist, falls y=a und ———;—<arg w=0 ist.

Hiermit ist die erste Behauptung von Satz 3 vollstindig bewiesen.
Der Beweis der dritten Behauptung ist dem Beweis der dritten Be-
hauptung von Satz 1 analog.

Beweis von Satz 4. Der Beweis dieses Satzes ist dem Beweis von
Satz 3 analog; man braucht dabei nur (78) statt (77) und Hilfssatz 12
statt 11 anzuwenden.

Beweis der Sitze 5 und 6. Ist
wF0, —2rn < argw < 7, argw'> = § argw, N ganz rational > |R (»)| —

T

7 . n 3n
Max(_—?,—7+argw)</t<Mzn (?,7+argw).

) Ist — ’—;—< argw < %, so diirfen wir in Hilfssatz 14 ; = 0 setzen.
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dann folgt aus (67) und (32) ')

— —z(w—l/ Hr—; N—1 n (4’ (2h+1)2)
H? w) = | 2e +
’ "' n = 1/ (Bw)!
i ~ (116)
e 2iw cosh? > cosh vx dx
()N cos v fe_;._. avge | 2
N+
V;( ) 2 (cosh ;) (21w cosh?= —i—CZ)S

Aus (5) und (6) ergibt sich

P, (w) =], (w) cos (w — Lo — \) + Y, (w) sin (w — Ly — 1),

Q. (w) =], (w) sin (w — L v — ]; ) — Y. (w) cos (w —Yva— %).
also wegen (3) und (4)

ifw—1yrr—

B, (=1 (e_'("’_""”—‘*) H" () + e ( }) H? w)), (117)

5 @ 7T oy —

w—1,rr—

Q (w) = — T)H.‘.” (w)). (118)
Ist
wF0, —alargw<a,argw'h=}argw,

24

Max (— 5 —Z + arg w) < u < Min (;, % + arg w).

dann folgt aus (67) und (116), mit N=2m angewendet (m ist ganz
rational >3 |R (v)| — 1), und (117)

/ 2j—1
_ m—l (__ i 2 2

=] 2 ) S e,

Al (e Pt ) (Bw)

i & (119)
=e? i 4w?cosh® ~ cosh vx dx

(— )™ cos vn e g 2

Vaogpn ) € X\
al n (2w) s (cosh 5) (‘hv cosh®= —}—C")S

— 0o

) In Formel (32) liese man H‘l),, (we™i) statt HE,”(we"i).
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Aus (67) und (116), mit N—=2m-+4 1 angewendet (m ist ganz ratio-
nal >4 |R ()| — %), und (118) geht hervor

20 Y et p
Q. (w) = ;WZ 2j+ 1) Bw)i+! +

j=0

iu ‘: 120
e ? 4 w? cosh* % cosh vx dx (120

(—1)™ cos v B g
——— e = C m+2 dC 4m+3 *
aVa (2w)n+ ‘0 (cosh %) (4 w? COSh‘% + C’) S

Der Beweis der Sitze 5 und 6 ist weiter dem Beweis von Satz 3
anolog. Im Beweis von Satz 5 braucht man nur (119) statt (77) und
Hilfssatz 9 mit N — 2m statt Hilfssatz 11 anzuwenden; im Beweis von
Satz 6 braucht man nur (120) statt (77) und Hilfssatz 9 mit N —=2m + 1
statt Hilfssatz 11 anzuwenden.

BERICHTIGUNG
zu der ersten Mitteilung (These Proceedings, Vol. 35 (1932), S. 656—667).

i statt N1

. 2N—
S. 659. Formel (16)' lies W& m.

S. 661, Z. 1 v.u.: lies —:——{-argw statt —%—!—atgw.
S. 662, Formel (27): lies arg 63 statt 63.

S. 666, Formel (32): lies H(l),, (w e™i) statt H(vl)(w emi),

Geology. — The interference of meridional and transversal stress in the
southeastern part of Borneo. By G. L. SMIT SIBINGA. (Communicated
by Prof. H. A. BROUWER.)

(Communicated at the meeting of October 29, 1932.)

Several geologists who worked in the tertiary strata of the southeastern
part of Borneo have noticed the interference of two different main trends,
caused by interfering compressional stress. l.e. a transversal main trend,
parallel to the pretertiary nucleus of the island interferes with a meridional
main trend, parallel to the eastcoast. Predominating meridional stress
results in a transversal main trend, predominating transversal stress in a
meridional one, whilst balanced meridional and transversal stresses result



