
Mathematics. - Asymptotische Entwicklungen von BESSELschen, HAN­

KELschen und verwandten Funktionen. IV 1). Von C. S. MEIJER. 
(Communicated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT). 

(Communicated at the meeting of October 29. 1932.) 

§ 3. Beweis der Sätze 1-6. 

Beweis von Satz 1. Ist x reelI, m (v) = a und .0 (v) = )', dann hat man 

1 cosh J'X 1 = t i é< +iï' lx + e - 1Gt+i'l)x 1 -c - t (eh + e- GtX
) = cosh ax. (101) 

i ,'/_ 

Ist 1; e - 2" -~ 0, x reelI, w =1- 0, - 'Jl < arg tv < 2'Jl und 

( n 3n ) (n n ) Max -2'-2+argtv < ft < Min 2' 2+argtv , 

dann können wir in Hi)fssatz 15 

X 
r = 2 1 tv 1 cosh2 - , d = 1 1; 1

2 

2 

n 
setzen, soda ss fJ = arg tv - 2 -1,1, ist. Wir erhalten dann 

2itvcosh2 ~ 

2 i tv cosh2 ; _ 1;2 

und sogar 

-2ie- l,j tv cosh2 x 
2 I 

\ 

(66) 

(102) 

2itvcosh2 ~ 
-== I, falls - f -== arg tv - ; - ft -:= ; ist. (103) 

2itvcosh2 ~ _ 1;2 

1) Erste. zweite und dritte Mitteilung : These Proceediogs. Vol. 35 (1932). S. 656-667. 
S. 852-866 und S. 9i8-958. 
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Es werde gesetzt: 

A 1 f 11 n -== n -== n = . a s -"2 = arg w - "2 - ft = "2 ist. 

und 

l falls - n < arg w - !!.. - ft < _!!.. und 

A = 1 sin (arg w - ; - ft ) I. n n 2 2 
fallsi < arg w -"2 - ft < n ist. 

Wegen 

folgt also aus (101). (102) und (103) für jedes ganze rationale N> 1 a 1- t I) 

i ,11 

Ooe 2 
00 

~f e- I ÇI"co'fL 1 C 12N 
1 dC 1 {( co,h :Xp+, = 

° cosh 2" 
0/ 

1 je;' _~' C2N dC {CO cosh ax dx 
A . (cos ft)N+' /, e (X)2N+ I' 

° cosh 2" 
~ 

Hieraus und aus (67) von Hilfssatz 13 und (56) und (57) von Hilfssatz 
9 folgt. falls a + t nicht ganz rational ist. 

- i(W-""''''-~)l N- I (i)' nl
(4v2-(2h + 1)2) 1 

(I) -J/2 e ~' h = O 
H ,. (w) = /- 'I, ~ 1'(8 )' + n W [ ~ o . W 

(i)N il
l
(4a2-(2h + 1)2) l \ e cos v n __ h_=_O--::-=-:-:-=----:-= __ _ 

A . (cos ft)N + 'I, cos an N! (8 W)N 

. (104) 

ip. 

I) In (102) und (103) gilt nicht für jedes ; mit ; e - T = 0 das Gleichheitszeichen. 
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und. falls 1 a 1 = k + t (k ganz rational) ist. 

{ I - I \ 

- ; ( w- ' /" ' ''' - ~h N - I (i)1 !I (4y2_(2h + 1)2) I 
(1) 1/ 2 e . , h = O 

H,. (w) = V :Tl w' /, ( 6' -':-/-:-/ "C"":(8=-W---;-)-:-1 - - + 

(}(-I)k + l(i)N(~k + 4)cosY:Tl I-II(4a2-(2h + I)2)!. \ 
A . (cos ft)N + 1':Tl N / (8W)N h=O 

h =1= k 

(105) 

worin 1 (} 1 < 1 ist. 
:Tl 

Wenden wir jetzt Hilfssatz 17 mit Y. = N + -Ir und a = arg w - 2 an. 

dann finden wir. wenn 

gesetzt wird: 
Falls 0 :-= arg w := :Tl ist. ist M = I. 
Falls - :Tl < arg w < 0 ist. ist 

M = cos (ft) - arg w) (cos ftl)N + 'I, ; 

hierin ist ftl der durch I) 

. ( 2) 2N-I . 
sm arg w - ftl = 2N+ 3 sm arg w 

eindeutig bestimmte. im Falie - lT. < arg w -= -; zwischen - ; und 

:Tl :Tl 2 + arg w und im Falie - 2 < arg w < 0 zwischen arg w und 0 liegende 

Winkel. 
Falls :Tl < arg w < 2 lT. ist. ist 

M = - cos (fl2 - arg u') (cos ft2 )N + ' I, ; 

hierin ist ,u2 der durch 

2N-I 
sin (arg w - 2ft2) = - - --- sin arg w 

2N+ 3 

3:Tl __ 3:Tl 
eindeutig bestimmte. im Falie 2 ~~ arg w < 2 lT. zwischen - 2 + arg w 

:Tl F 3 lT. h I und 2 und im alle :Tl < arg w < 2 zwisc en 0 und arg w - lT. iegende 

Winkel. 

2N - 1 2N-l 
I) In Formel (16) hese man 2N+ 3 statt 2N+ 1 . 

70* 



1082 

In (104) und in (105) bezeichnet f ' einen beliebigen Punkt des Inter~ 
valies (66). Wir dürfen also in (104) und in (105) A . (cos I')N+ 'I, durch 
seinen (oben gegebenen) grössten Wert ersetzen und Bnden dann, falls 
a + t nicht ganz rational ist, 

- i (w- '/" '''- - : ) (N- I (i)llj/ (41'2 - (2h + 1)2) i 
( I ) V 2 e ) ~ h=O 

H,. (w) = --; w' /, ( 6 -----:-/-:-/ --;-(8=-W--')-:-1 --- + 

\ 
. (106) 

und, falls 1 a 1 = k + t (k ganz rational) ist, 

( I ) 1/2 ei(W - ' / ''' ''- - ~)~;=; (i)1 :~~ (4v
2
- (2h + l)2) 

H ,. (w) = --; w' /, { 6 / / (8w)' + 
. (107) 

Ol (- I)k+ 1 (i)N (8 k + 4) cos ) 1]1; Ni/ (4a2-(2h + l)2)!, 
:Tt N / (8w)N h = O 

h =1= k 

wo rin 

101 1 < I, falls 0 = arg w -= :Tt ist, 

I 
1 0 1 < falls - :Tt < arg w < 0 ist, 

I cos (1'1 - arg w) (cos 1'1) N + ' /, ' 

- I 
1 e 1 < falls :Tt < arg w < 2 :Tt ist. 

I cos (1'2-argw) (COSI'2)N +'/, ' 

Hiermit sind die Beziehungen (14), (15) und (17) der ersten Behauptung 
und ausserdem die zweite Behauptung von Satz I bewiesen. 

Der Beweis der Relationen (19) und (20) geht folgendermassen: 
Ist 

c == 0 , x reelI, w 1=- O und 
:Tt 3:Tt 

- 2 < argw < T' 

dann können wir in Hilfssatz 16 

r-2 lw lcosh2 x d -r2 e(3 I--I'~ also p=argw- :Tt
2 

' - 2' - <" - Iwl ' 

setzen. Wegen 

2iw cosh2 ~ 

2 i W cosh2 i - C2 

_ 2iwcosh2 X 
2 
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erhalten wir dann 

( 

2 · h2 X ) I W COS 2" 3 
o -= arg -=- arg W - ; • falls ; -= arg W < ; ist. 

2iwcosh2 ~ _(2 

und 

arg w- -; -= arg -= O. falls - ; < arg w -= ; ist. 
( 

2 iwcosh2; ) 

2iwcosh2 ~ - C2 

Ist 0 (J') = O. also J' = a, dann folgt hieraus 

(108) 

worin 

O -= , n f II n .-- 3n = arg Il = arg w - "2 ' a s 2" - arg w < 2 ist, 

und 

n n .-- n 
arg w - 2" -= arg À -= O. fa lls - 2" < arg w - 2" ist. 

n 3 n 
Ist - 2 < arg w < -Z. so dürfen wir in Hilfssatz 13 f1. = 0 setzen. 

Aus (67) mit f1. = O. (108) und (56) folgt jetzt. dass in (106) 

O -= Ll -= n n 3n 
= arg UI = arg w - 2" ist, falls v = a und -i -= arg w < 2 ist. 

und 

arg w - ; -= arg ()I -= 0 ist. falls "= a und - ; < arg w -= ; ist. 
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Hiermit ist auch die erste Behauptung von Satz 1 vollständig bewiesen. 
Ist y reell und I y I = k + t (k ganz rational), dann ist cos yn = 0 und 

1- 1 

II (4y2 - (2h + 1) 2) = 0 für jedes ganze I > k. Hieraus folgt mit Rück-
h=O 

sicht auf (107) die dritte Behauptung von Satz 1. 

Beweis VOD Satz 2. Der Beweis dieses Satzes ist dem Beweis von 
Satz 1 analog; man braucht dabei nur (68) statt (67) von Hilfssatz 13 
und Hilfssatz 10 statt 9 anzuwenden. 

8eweis VOD Satz 3. Ist u e- i
/' :=- 0, x reell, w ~ 0, - n < arg w < n 

und 

Max ( - ; , - ; + arg w ) < p < Min ( ; . ; + arg w). (76) 

dann können wir in Hilfssatz 15 

setzen, sodass fJ = 2 arg w - 2 pist. Wir finden dann 

I 
W2 cosh2 X I I e-2

/' t w 2 cosh 2 x I 1 
w 2cosh2X+U2 = e-2 ,lJ.j w2cosh2x+ luI2 --= I sin (2arg w-2ft) I (109) 

und sogar 

1 
W2 cosh

2 
X 1--= 1 falls - ~ --= 2 arg w - 2 IL --= ~ ist. . (110) 

w2cosh2X+U2 - . 2 - r - 2 

Ist ffi (y) = a und x re ell , dann ist (man vergleiche (101)) 

I cosh yx l --= cosh ax . (111) 

Es werde gesetzt: 

B f II n --= 2 2 --= n = 1. a s - 2 = arg w - p = 2 ist, 

und 

n 
falls - n < 2 arg w - 2 p < - 2 und 

n 
falls 2 < 2arg w - 2ft<n ist. 
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Wegen 

;n 

J"" :~ I u I cos ,L< 1 U 12 N 1 d ui = r""e- teo.1-' eN dt = 1 J:-. u2 N du 
• (COSf-l)2N + 1 

000 

folgt also aus (109). (110) und (111) für jedes ganze rationale N> t 1 a 1- t 

;" ooe - 00 

I f j' cosh ax dx - e - I u I cos /' 1 U 12 N 1 du 1 = 
B (coshxFN + l . 

o 

1 Joo e-U u2 N dUJ"" cnsh ax dx 
B . (cos f-l)2 N + 1 (cosh X)2 N + 1 • 

o - 00 

Hieraus und aus (77) von Hilfssatz 14 und (61) und (62) von Hilfssatz 
11 folgt . falls a keine ungerade ganze Za hl ist. 

N-l 1 I - I 

A " (w) = , 2ï+ï [J (v2 -- (2h + 1)2) + 
'- W h = O 
1=0 

v:n 
1.' cosT 

B.(cosf-lFN + l ~ 
cosT 

und. falls 1 a 1 = 2 k + 1 (k ganz rational) ist. 

l.'(_l)k+l (8k+4)cos v; N - l 

B ( )
2N + l 2N + l TI (a 2-(2h+ 1)2) • 

. cosf-l :nw h = O 

h =1= k 

worin 11.'1 < 1 ist. 

. (112) 

. (113) 
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Wenden wir jetzt Hilfssatz 18 mit ,,= 2 N + 1 .und 0 = 2 arg wan, 
dann finden wir. wenn 

M*= Max B. (cos ,u)2N + I 

gesetzt wird: 

F I n -== -== n . M* al s - - - arg w - - lst ist = 1. -4 - - -4 • 

n 
Falls - n < arg w < - 4" ist. ist 

M* = sin (2,u3 - 2 arg w) (cos ,u3)2N + I ; 

hierin ist ,u3 der durch 

(2 N + 3) cos (3,u3 - 2 arg w) = (2 N - 1) cos (,u3 - 2 arg w) 

3n n 
eindeutig bestimmte, im Falie - n < arg w -== - 4 zwischen - 2" und 

n 3n n n 2" + arg w. im Falie - 4 < arg w -== - 2" zwischen 1) 4 + arg w und 

n . n n n 
2" + arg w und lm Falie - 2" < arg w < - 4 zwischen 4 + arg w und 0 

liegende Winkel. 
;n 

Falls 4 < arg w < ;n ist, ist 

M* = sin (2 arg w - 2,u4) (cos ,u1)2N + 1 ; 

hierin ist ,ui der durch 

(2N + 3) cos (3,u4 - 2arg w) = (2N -1) cos (,u1- 2arg w) 

3n ;n 
eindeutig bestimmte, im Falie 4 -== arg w < n zwischen - 2" + arg w und 

n 1f 3n ;n ;n 
2' im Falie 2 -== arg w < 4 zwischen - 2" + arg w und - 4 + arg w und 

n n n 
im Falie 4 < arg w < 2 zwischen 0 und - 4" + arg w liegende Winkel. 

Da in (112) und in (113) ,u einen beliebigen Punkt des Intervalles (76) 
bezeichnet. dürfen wir in (112) und in (113) B. (cos ,u) 2 N + 1 durch seinen 
(oben gegebenen) grössten Wert ersetzen und finden dann, falls a keine 
ungerade ganze Zahl ist, 

1) In der ersten Mitteilung. S. 661. Z . I v . u. Hese maD ~ + arg w sta tt - ~ + arg w . 
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N-I 1 I - I 

A" (w) = 1: W 21 + 1 h~O (v2 
- (2h + 1)2) + 

'=0 
vn 

cos 2 
8 3-­

an 
cos-

2 

1 N - I 

2N +1 IJ (a 2 - (2h + 1)2) 
W h= O 

. (114) 

und. falls I a I = 2 k + 1 (k ganz rational) ist. 

vn 
(-I)k+1 (8k + 4) cos 2 N- I 

8 3 2N+ I 17 (a 2 - (2h + 1)2). 
n W h = O 

h ~ I= k 

worin 

I 8 I 1 f 11 n -=== ~ n 
3 < . a s -"4 = arg W = 4- ist. 

I 8 I < 1 falls - n < arg w < - ~ ist. 
3 sin (2,u3 - 2 arg w)(cos ,u3)2N + 1 • 4 

I 
1 n , 

83 I < sin (2 arg w _ 2 ,ui) (cos ,ui)2N + I' falls "4 < arg w < n lst. 

Hiermit sind die Beziehungen (21). (22) und (24) der ersten Behauptung 
und ausserdem die zweite Behauptung von Satz 3 bewiesen. 

Der Beweis der Relationen (26) und (27) I) geht folgendermassen : 
Ist 

U ::::- O. x reelI. w *" O und 

dann können wir in Hilfssatz 16 

w2 

r=lwI2cosh2x.d=u2.e;3 i =~. also fJ=2argw. 

setzen. Wir erhalten dann 

( 
w2 cosh 2 

X ) n o -=== arg 2 h2 + 2 -= 2 arg w. falls 0 -= arg w < -2 ist. 
w cos x u 

I) In Beziehung (27) liese man arg 03 statt 03. 
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und 

( 
w2cosh2x ) :Tl --- 0 

2 arg w -= arg 2 h2 + 2 -= 0, falls - -2 < arg w - ist . 
w cos x u 

Ist -3' (v) = 0, also v = a, dann folgt hieraus 

J~ 2N d Joo w 2 cosh2 x cosh vx dx e-U u u -
(cosh X)2N + 1 (w2 cosh2 X + u2) -

o - 00 

(115) 

J~ 2N J OO cosh ax dx 
'Y} e-

a 
u du (cosh X)2N + I ' 

o -00 

worin 

o -= arg 'Y} -= 2 arg w, falls 0 -= arg w < ; ist, 

und 

:Tl 
2 arg w -= arg 'Y} -= 0, falls -"2 < arg w -= 0 ist. 

Aus(77) mit,u=OI), (1l5)und (61) ergibt sich nun, dass in (114) 

:Tl o -= arg 8 3 -= 2 arg wist, falls v = a und 0 -= arg w < Z ist, 

und 

:Tl 
2 arg w -= arg 8 3 -= 0 ist, falls v = a und - Z < arg w -= 0 ist. 

Hiermit ist die erste Behauptung von Satz 3 vollständig bewiesen. 
Der Beweis der dritten Behauptung ist dem Beweis der dritten Be~ 

hauptung von Satz I analog. 

Beweis voo Satz of. Der Beweis dieses Satzes ist dem Beweis von 
Satz 3 analog: man braucht dabei nur (78) statt (77) und Hilfssatz 12 
statt 11 anzuwenden. 

Beweis der Sätze 5 ood 6. Ist 

w "* 0, - 2:Tl < arg w < :Tl, arg w'/, = t arg w, N ganz rational > I ffi (v) I - t, 

(
:Tl:Tl ) . (:Tl 3:Tl ) Max -Z'-Z+argw <,u< MIn Z'Z+argw , 

I) Ist - ~ < arg w < -=-. 80 dürfen wir in Hilfssatz 14 f' = 0 setzen. 
2 2 
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dann folgt aus (67) und (32) I) 

(116) 
00 

003 J . 2

X l (' )N ' 21 W cosh -2 cosh yxdx 
I cos J'JT f - c' J-2N d ' ___ :---=-;..,..,--:-______ ---,-

V; e . <, ( ---:( ) 2N + I ( ) . 
7l 7l (2W) NÖ _ 00 cosh ~ 2iwcosh2 ~+ '2 

Aus (5) und (6) ergibt si eh 

P" (w) = J" (w) cos ( w - t Jl7l - ~ ) + V" ~ (w) sin ( w - t Y7l - ~ ). 

_ . ( I 7l ) ( 7l ) Q" (w) - J" (w) sm w - l! JI7l - 4 - V" ~ (w) cos w - t Y7l - i . 

also wegen (3) und (4) 

I -{v - ' I,"""-~) (I ) / (v- ' I, " ""-~) (2 ) 
P,. (w) = ~ (e H " (w) + e H " (w)). (117) 

_ 1 - / (w - ' I, " ""-~ ) (1) /( IV - 'I, """ - ~) (2) 
Q" (w) - - 2i (e H " (w) - e H " (w)). (118) 

Ist 

w "* O. - 7l < arg w < 7l . arg w'l. = t arg w. 

Max ( - ; • - ; + arg w ) < ~ < Min ( ; • ; + arg w ). 

dann folgt aus (67) und (116). mit N = 2 m angewendet (m ist ganz 
rational > t I m (Y) I - i ). und (117) 

(119) 

- 00 

1) In Formel (32) liese man H~" (we"" ;) stat! H\!) (w e"";) . 
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Aus (67) und (116), mit N = 2 m + 1 angewendet (m ist ganz ratio~ 

nal > t I ffi (v) I - t), und (118) geht hervor 

ll'i I \ f. (~I)I+' .~o (4v' ~(2 h + I)') 

Q" (w) = V n w'l. ~ j=O (2j + 1) I (8 W)2j + 1 + 
I f' 

",.2 

(-I)m COS vn fe-ç, l;1m+2 dl; 
nV n (2 w)2m+l 

o 
- .. 

(120) 

Der Beweis der Sätze 5 und 6 ist weiter dem Beweis von Satz 3 
anolog. Im Beweis von Satz 5 braucht man nur (I 19) statt (77) und 
Hilfssatz 9 mit N = 2m statt Hilfssatz 11 anzuwenden; im Beweis von 
Satz 6 braucht man nur (120) statt (77) und Hilfssatz 9 mit N = 2m + 1 
statt Hilfssatz 11 anzuwenden. 

BERICHTIGUNG 

zu der ersten Mltteilung (These Proceedlngs, Vol. 35 (1932). S. 656-667). 

2N-1 2N-l 
S. 659. Forme! (16) : lies 2N+3 statt 2N+ 1 . 

S. 661. Z. 1 v . u.: lies ~ + arg w statt - ~ + arg w. 

S. 662. Formel (27) : lies arg 0) Iltatt 0). 

S. 666, Formel (32) : lies H!!}" (w e...- i ) statt H~) (w e1l'1). 

Geology. - The interference of meridional and transversal stress in the 
southeastern part of Borneo. By G. L. SMIT SIBINGA. (Communicated 
by Prof. H. A. BROUWER.) 

(Communicate<l at the meeting of October 29, 1932.) 

Several geologists who worked in the tertiary strata of the southeastern 
part of Borneo have noticed the interference of two different main trends. 
caused by interfering compressional stress. I.e. a transversal ma in trend. 
parallel to the pretertiary nucleus of the island interferes with a meridionaI 
main trend. parallel to the eastcoast. Predominating meridionaI stress 
results in a transversaI ma in trend. predominating transversaI stress in a 
meridional one. whilst balanced meridional and transversal stresses result 


