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Sie führt zu einer "Quasikrümmungstheorie" totalisotroper Flächen unter 
Zugrundelegung ei nes ausgezeichneten Bahnkurvenfeldes: 

(33) 

d.h. der Extremalen des (ersten) Variationsproblems der "Quasibogen­
länge" ! I) 

I) Es sei mir an dieser Stelle gestattet. den Herren Professoren R. WEITZENBÖCK u. 
J. LENSE meinen ergebensten Dank für das dieser Arbeit erwiesene förderliche Interesse 
aus:tusprechen . 

Mathematics. Ueber die Nulfstellen einer Funktion von zwei kom-
p/exen Veränderlichen . Von STEFAN BERGMANN. (Communicated 
by Prof. J. G . VAN DER CORPUT) . 

(Communicated at the meeting of November 26. 1932). 

1. Zu den interessanten Problemen in der Theorie der Funktionen von 
zwei komplexen Veränderlichen gehören die folgenden Fragen: 

I. Sei 'B ein schlichtes, zusammenhängendes Gebiet im zlz2-Raume. 
Sei ferner lJlk (ZI' Z2), k = 1. 2. 3, .. .. , eine unendliche Folge von in '8 
quadratintegrierbaren I) Funktionen. Existiert dann eine in '8 analytische 
Funktion f (ZI ,Z2)' die in '8 durch alle tpk (ZI' Z2) teilbar ist, d.h. von der 

Eigenschaft, dass f (z( I' Z2)) für jedes k in Q3 regulär bleibt? 
lJlk ZI' Z2 

Palls die Funktion 'Ih (ZI' Z2) in 'B irgendwo verschwindet, bezeichnen 
wir sie als die Nullfunktion von {(ZI,Z2) im Bereiche Q3 
und denjenigen Teil der analytischen Fläche lJlk (ZI' Z2) = O. der in Q3 liegt. 
als N uIl f I ä c h e v 0 n f (ZI' Z2) i n Q3 2) . 

II. Sei Pk (ZI (k), Z2(kl), k = 1. 2, 3 ...... eine abzählbar unendliche Punkt-
folge. die in Q3 liegt und sich nirgends im Innern von Q3 häuft. Gibt es 
eine nicht identisch verschwindende, in 'B reguläre Funktion f(zi' Z2)' die 
in den Punk ten Pk verschwindet? 

I) Die im folgenden durchgeführten Betrachtungen lassen sich ohne wesentliche Ver­
änderungen bei jeder Klasse von Funktionen. die im "weiteren Sinne in !B quadrat­
integrierbar" sind . durchfünren . Andrerseits lässt sich zeigen. dass jede ab:tählbare Folge 
von in !B regulären Funktionen. die gewissen natürlichen Bedingungen genügen. :tU einer 
Klasse von "im weiteren Sinne quadratintegrierbaren" Funktionen gehört. Näheres darüber 
soli an elner anderen Stelle berichtet werden. 

2) Wenn im Polgenden über Nullfunktionen oder NullHächen gesprochen wird. so 
verste hen wir stets Nullfunktionen bezw. Nu1l8ächen in !B. 
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2. Bevor wir zur Aufstellung gewisser hinreichender Bedingungen für 
das Bestehen von I bezw. II übergehen. er. nnern wir an einige früher 
bewiesenen Sätze. 

In einer Reihe von Arbeiten ') wurde eine spezielIe Klasse 2) von in 
~ analytischen Funktionen betrachtet. nämlich die Gesamtheit derjenigen 
Funktionen h (z I' Z2)' für die 

(h. h) -j' Ih (ZI Z2W dw --=== 1. 

~ 

(dw = vierdimensionales 
Volumenelement) 

(1 ) 

gilt . Man zeigt nun leicht. dass zu jedem (festen) Punkte (tl' t 2) von '8 
eine Funktion W(Z,. Z2; tI' t 2) existiert (mit (Wo W) = 1). soda ss für 
jedes h (z\. Z2)' das (l) erfüllt. 

(2) 

gilt. 
Durch K~B(tl' t 2) = IW(tl • t2 ; tI' t 2)12 wird somit in jedem Punkte (tl' t 2) 

eine reelIe Funktion definiert. die man als Kernfunktion van IB bezeichnet. 
Für die Kernfunktion gilt die Ungleichung 

(3) 

wobei A (tl' t 2) den Abstand des Punktes (t,. t2) vom Rande bedeutet 3). 
Schliesslich setzen wir 

JI ( ) 2d - 1 M~1 Z, . Z 2 ; t,. t2 1 W , - K- (- --) 
1!1 t,. t2 

~ 

(4) 

(5) 

(6) 

') Vgl. dazu die Arbeiten : B. "Ueber unendliche HERMITEsche Formen. die zu einem 
Bereiche gehören . nebst Anwendungen auf die Fragen der Abbildung durch Funktionen 
von zwei komplexen Veränderlichen. " Math. Zeitschr. 29 (1929) S . 6i I. insbesondere § I. 

b. ··Ueber die Kernfunktion eines Bereiches und ihr Verhalten am Rande I. " Journ . f. 
reine u. angewandte Math . 169 (1933) S . I § 1. 

Die hier betrachtete Kernfunkt ion ist gleichzeitig der Kern des im Bereiche vollständigen 
Systemes von Orthogonalfunktionen. 

2) Es sei . bemerkt. dass die Gesamtheit dieser Funktionen keine "Klasse von Funktionen'· 
im Sinne einer kürzlich von Herren H . CARTAN und THULLEN aufgestellten Definition 

bildet. Vgl. dazu Math . Ann. 106 (1932) S . 627 . 
3) Vgl. dazu die Arbeit B . Formel (15) . 
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Mit .Î'e bezeichnen wir die Menge der Punkte (zJ' Z2) van 18 für die 

mit he die Gesamtheit der Punkte (zJ' Z2) van 5B für die 

K~ (ZJ , Z2)=C . 

ist J). 

(7) 

(8) 

Aus der Ungleichung (3) folgt, dass die Bereiche ~en den Bereich 18 
ausschöpfen, wenn Cn eine wachsende Zahlenfolge mit lim Cn = 00 durch~ 

n .... '" 

läuft. d .h. zu jedem ganz im Innern von 5B gelegen en Bereiche ~l ein 
''))Ck existiert, sodass ')( C ~ek gilt . 

3. Sei lp (ZJ' Z2 ) eine in 5B quadratintegrierbare Funktion. 
Mit N bezeichnen wir die Gesamtheit der in ~ regulären und dort 

ni r gen d 5 ver 5 c hwi n den den Funktionen. Lässt man v (ZI. Z2) 
alle Funktionen aus N durchlaufen, 50 wird 

. [ 11 - J' (ZI' Z2 ) 1jJ (ZI' Z2) 12 dw 

~ 

eine untere Grenze haben . die wir mit A (1jJ) bezeichnen. 
Man erhält. indem man v (ZI' Z2 ) = const. setzt. in 

(9) 

(10) 

eine Abschätzung nach oben für A (lp) . Eine Abschätzung nach unten 
gewinnt man dagegen folgendermassen : Es sei a die kleinste Zahl c mit 
der Eigenschaft, dass 'Î'c wenigstens einen Punkt (tl' t2) mit 1jJ (tl ' t2) = 0 
enthält. Da [1 - J' (Z I ' Z2) 1jJ (Z I' Z2)] in (tl ' t2) den Wert eins annimmt, 50 

gilt (nach der Arbeit a., S. 652, 2) 

A (VJ) =.[11 - J' (zJ ' Z2) 1jJ (ZI . Z2) 12 dm -:=. +. 
'Jl. 

(l1) 

4. Sa t z. Sei lPk (ZI . Z 2) eine (unendliche) Folge von in \B quadrat~ 

I) Die hier verwendeten Bezeichnungen weichen von den in den Arbeiten a . und b. 
benutzten etwas ab : die Kernfunktion K~ (rl . t2) wurde dort mit K!8 (th t2; ~ . t2) und 

M!8 (zJ. z2 ; tJ. t 2) in a. mi t U (zJ . Z2) , in b. mit M!8 (ZI. z2; ft . t21 bezeichnet. 
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integrierbaren Funktionen. von denen jede irgendwo in '5 verschwindet. 

Existiert ein positives p. sodass 

(12) 

konvergiert. so gibt es eine in ~ regulä re Funktion {(ZI' Z2). die die 

1/lk (ZI. Z2) und nur die 1/Jk (ZI. Z2) zu Null{unktionen in ~ hat. 

Be wei s. Ohne Beschränkung der AlIgemeinheit können wir p ganz 
a nnehmen. denn konvergiert die Reihe (12) für irgendein p . 50 konvergiert 
sie für jedes grösseres p. Man kann ferner offenbar eine Folge von 
Ek > 0 (lim Ek = 0) so finden. dass 

k~1O 

( 13) 

konvergiert. und zu jedem Ak = A (1/Jk) + lik eine Funktion )' k (ZI. Z2) der 
Klasse N so bestimmen. dass 

,f l (1 - )'k (ZI Z2) !jJk ('I Z2) 1
2 d w = A k . 

IB 

(14) 

wird. Wir ordnen die A h sodass sie ei ne nicht zunehmende Folge bilden. 
setzen zur Abkürzung 

I - Y k (ZI.Z2) 1/Jk(ZI.Z2)_ ( ) ) 
V Ak - - -IPk 'I. Z2 \ (15) 

d.h. Yk (ZI' Z2) 11'k (ZI' Z2) = I - rpk (ZI ' Z2) V ~k ~ 
und bilden den Ausdruck 

00 

{(ZI, Z2) = IJ [ yd ZI, Z2) '!jJk(ZI' z2)eBk (z ,.:,J]. 
k = 1 

(16) 

von dem wir zeigen werden. dass er die gewünschten Eigenschaften hat . 
Da lim A k = 0 ist. kann man zu jeder festen Zahl c ein endliches m 

6nden. sodass für k::: m 
I 

Ak < - . 
c 

gilt. Da alle rpk (ZI' Z2) nor miert sind d.h. 

(17) 

(18) 
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ist. gilt nach (2) und (7) [für alle k] in .pc die Ungleichung 

/ rpk (ZI' Z2) /2 < C • 

und keine der Funktionen 

(k :::=- m). 

wird in ~c verschwinden. 
Wir werden nun zeigen . dass für 

in .pc die Ungleichung 

(19) 

(20) 

(21) 

gilt . wo raus man dann die Existenz und das identische Nichtverschwinden 
von f( z i' Z2) erschliesst. I) 

Urn (21) zu beweisen . genügt es zu zeigen. dass (bei passender Wahl 

von log [Vk (Z I ' Z2) 1j)k (ZI. Z2) eBk (Z,.zJ]) die Reihe 

i log [Vk (ZI ' Z 2) 1j)k (ZI . Z2) eBk (z, .:,)] 
k = rn 

in '~c gleichmässig konvergiert. 2) 
(22) kann man auch in der Form 

t.) log [I - r ,(x, . x,) VA.1+ "~' + [.,,(x,. x, ) V A.]" ~ = I 
\ 

(22) 

(23) 

schreiben . Nach dem WEIERSTRASSschen Doppelreihensatz genügt es 
weiter zu zeigen. dass ei ne von Z I' Z2 unabhängige konvergente Majo-

rantenreihe 1 M k existiert . sodass 
":=m 

(24) 

I) Vgl. dazu z.B. O SGOOD. Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. 1 (1907) S. 157 und 
461. (111. 11. § 6 und § 7). 

2) Wegen der Zulässigkeit der Limesvertauschung be i gleichrnässig konvergenter Reihe 
vg l. z.B. O SGOOD. Lehrbuch der Funktionentheorie Bd . " (1921) S. 13. (I . § 8). 
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ist. Nach (17) bzw. (19) ist der links in (24) stehendè Ausdruck kleiner 
als 

" I 
~ . 

(25) 

) 

Nach der Voraussetzung bzw. (13) konvergiert also die Majorantenreihe 

(26) 

womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

6. Eine Anwendung dieses Satzes ergibt ei ne hinreichende Bedingung 
für das Problem 11. 

Kor 0 II a r. Ist Pk (Z\k). z~)) eine abzählbare Folge von Punkten und 
existiert eine positive Zahl p. sodass 

(27) 

konvergiert. sa gibt es eine in Q3 reguläre (von identlsch Nul/ verschiedene) 
Funktion f( ZI' Z2)' die in den Punkten P k verschwindet. 

Beweis: Wir setzen 

(28) 

wo MI8(zl' Z2 : tI' t2) die in (4) elngeführte Funktion bedèutet. Nach (5) 
gilt jetzt 

(29) 

Aus (6) folgt nach der SCHWARZschen Ungleichung. dass die tpk (ZI' Z2) 

quadratintegrierbar sind. Oa ferner v (ZI' Z2) = 1 eine zulässige Kon­
kurrenzfunktion der Klasse N ist. gilt nach (6) 

(30) 

und aus der Konvergenz von (27) folgt die Konvergenz der in diesem 
FalIe gebildeten Reihe (12). Oa somit alle Voraussetzungen des Satzes 
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auf S. 1190 erfüllt sind . können wir die ob en angegebene Funktion 
f( z l' Z2) konstruieren und nach (29) wird sie in den Punkten (Z\k). Z~k)) 
verschwinden . 

B e mer kun g. Die auf die angegebene Wei se konstruierte Funktion 
f( z l Z2) hat nun die Eigenschaft . dass zu jedem Punkte Pk eine andere 

{(ZI' Z2) 
Funktion lPk(ZI' Z2) gehört. Dementsprechend wird ---- in allen von 

lPm (ZI. Z2) 
Pm verschiedenen Punkten Pk verschwinden . 

7. Aus dem Korollar foJgt nun . dass jeder Bereich -;::; . der die Eigen­
schaft hat. dass für jeden seiner Randpunkte (( I . (2) 

lim Ks (ZI. Z2 ) = 00 
(z,.:,) _ I; ,.Ç,) 

gilt. ein E x istenzbereich ist. d.h . dass man eine in -S reguläre Funktion 
[(ZI' Z2) konstruieren kann . für die der Rand von Ei eine natürliche Grenze 
ist. Wir brauchen nur die Folge der Punkte Pk (vgl. das Korollar) so 
zu wählen . dass sie sich gegen jeden Randpunkt häufen und so nahe 
an dem Rande liegen. dass die Reihe (27) konvergiert. 


