Mathematics. —Ueber den Reduktionssatz bei affinem und projektivem
Zusammenhang. VON R. WEITZENBOCK.

(Communicated at the meeting of December 17, 1932).

§ 1. Die A, mit der Gruppe P.

In einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X, (x', x?,..., x") mit der

Gruppe P aller topologischen Abbildungen x— x oder x'— x' (x!, x2, . ., x7)
spricht man von einem “affinen Zusammenhang /', wenn ein System

: » 1 P
von n? Funktionen I'j (x', x?,.., x") gegeben ist, das bei einer Trans-
formation x = x aus P vermdge der Gleichungen transformiert wird:

r s 2 ..t +k
Ih=1r 9{— O—x— Ox* (1 xﬁ 0 oder ')
ox* Ox/ oxt 0x' 0x’/ Oxt
(1)
Homt_pEl S
1] k L J

Diese Transformationsweise der I'/; ergibt sich am einfachsten aus der
Forderung, dass fiir jeden kovarianten Vektor v; der Ausdruck

dvidx' — Iyvedxrdxs . . . . . . . (2

bei der Gruppe P absolut-invariant ist. Statt (2) kann man auch fordern,
dass fiir jeden kontravarianten Vektor w'
; ow' i
ow=——dx*+ lwdx. . . . . . . (3
0x*
wieder ein kontravarianter Vektor ist.
Die Zusammenhangskomponenten I, bestimmen in der X, in bekann-

ter Weise ?) die infinitesimale Parallelverschiebung von Vektoren und die
geodétischen Linien (paths). Letztere sind durch die Differentialgleichungen

d? xi i dxtdx* dx’ .
ey = =Adx). =4 xi=xi(®). . . . (4
A . & 0 )
r dxr « O xo 92"'
) Wir schreiben im Folgenden kurz — statt —— und — statt ——z, ebenso - ; an
i Oxi 3 ) xi3 ik
32xm
Stelle von ———— u.s.w.
dxt dxk

2 Vgl. etwa H. WEYL, Raum-Zeit-Materie, 5. Aufl. Springer (1923), p. 113 oder
J. A. SCHOUTEN, Der Ricci-Kalkiil, Springer (1924), p. 76.
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gegeben. Die n-dimensionale Mannigfaltigkeit X, mit den in ihr gege-
benen I'f; zusammen bilden eine affin-zusammenhingende Mannigfaltig-

keit A,.
Die Theorie der Differentialinvarianten @ dieser A, gegeniiber der
Gruppe P beruht dann auf dem Reduktionssatz!): die @ sind affine

; ko opyk . .
Invarianten von Tensoren S;;, U; .. und deren kovarianten Ableitungen
k K k y
Sii@ . Sliw@. ..o Uimnew, ... . Dabei ist

Sh=10%5—10% . . . . . . . . .

und U ist der “Kriimmungstensor”

M oars ; j
U:‘.mn:%—x; 3 0 I — W TS . . . . (6)
Weiter ist
Slk v ) Ve VA
Sij(a):%;;' + I Sij— e S5 — i S

und analog fiir die weiteren Ableitungen.

Sind die I7; bezgl. i und j symmetrisch so fillt Sf; weg und es bleiben
nur der Kriimmungstensor und dessen kovariante Ableitungen im Re-
duktionssystem. Sind in der A, weitere Tensoren gegeben, so sind diese
und deren Ableitungen in ein Reduktionssystem aufzunehmen.

Nach (4) bestimmen I, und I';, dieselben geoditischen Linien; wir
wollen deshalb imNachfolgenden stets die Symmetrie I',,— I\, voraussetzen.

§ 2. Die A, mit den Gruppen P und B.

k

Differentialinvarianten @ der A, sind Funktionen der I ',-}] , g%’
OZ—E’} (und allenfall T k t dd Ablei
SO und allenfalls von Tensorkomponenten und deren ei-

tungen), die bei der Gruppe P und bei den Transformationen (la) die
Invarianteneigenschaft haben. Wir verlangen nun ausserdem bei den
Funktionen @ noch Invarianz bei den Transformationen der Gestalt

Ps=rf 46y +ow, . . . . . ..

wo 1, einen willkiirlichen kovarianten Vektor bedeutet. Alle diese ,,bahn-

treuen”’ Abinderungen der I/ bilden eine unendliche additive Gruppe B.

Der Name ,bahntreu” stammt daher 2), dass I}; und I}; in der A, diesel-

1) Vgl. meine “Invariantentheorie”, Groningen (1923), p. 356.
2 Vgl. J. A. SCHOUTEN, Der Ricci-Kalkiil, Springer (1924). p. 76, 129.
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ben geoditischen Linien bestimmen und dass umgekehrt auch jedes F.’,'
mit dieser Eigenschaft die Form (7) haben muss ).

Zur Ermittlung aller $ liegt es auf der Hand vorerst die Gruppe B
auszuschalten. Dies gelingt leicht durch Elimination der y; aus (7) und
liefert nach T. Y. THOMAS ?) die bei B absolut-invarianten Funktionen

R
n—+1

Sie werden ,, Komponenten eines projektiven Zusammenhanges” genannt

Ilfleffle‘fj~ OFIu+6850%) . . . . (8

und wir setzen im Folgenden voraus, dass nicht alle II/=0 sind.

Eine Mannigfaltigkeit X, in der die IT% nebst ihrer Transformations-
weise gegeben sind, wollen wir eine B, nennen. Fiir die bei x— x
enstehenden 11,-’;- findet *) man nach (8) und (1):

O _qpr  _qpe, 7 00 @ 00w g
i h i ] 0x j ox i
wobei gesetzt ist :
i 2
s=— lgn . A:‘o_le' g L Olgh_ 1 0ls 0
n-+1 | ox n+1 0x n+1lisr

Die Differentialinvarianten ® der B, sind dann Funktionen der ITj;,
1T
PR

mit Invarianteneigenschaft bei (9) und ergeben sich durch

2 3

Elimination der Ableitungen Q‘} a,a

, ij ijk

den daraus durch Differenzieren entstehenden Gleichungen.
Aus (8) folgen noch die Gleichungen?)

..... aus den Gleichungen (9) und

Iy=0; , My=05=0. . . . . . . {11)

§ 3. Die Projektivkriimmung.

Beziiglich des im vorigen § formulierten Eliminationsproblem bemerken
wir vorerst, dass es keine Differentialinvarianten nullter Ordnung der
0%
11% allein gibt, denn aus (9) allein ist eine Elimination der — nicht
1]
moglich. Auch eine Auflésung der Gleichungen (9) nach den 4 n?(n-+1)
) H. WEYL, Géttinger Nachr. (28. 1. 1921).
2) Proceed. Nat. Acad. of Sciences 11 (1925), p. 199—203.
3) Vgl. L. P. EISENHART, Non-Riemannian Geometry, New-York (1927), p. 99.

%) Auch bei nicht-symmetrischen l‘fj wiirde man hier (11) erhalten.
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2,

zweiten Ableitungen P " ist nicht moglich. Man hat zwar ebensoviele
L

Gleichungen (9), sie sind aber nicht linear-unabhingig, da z.B. (9) mal

{1 wegen (11) zu 0 =0 fiihrt.

Die Bestimmung der Differentialinvarianten erster Ordnung erfordert
zunédchst einmaliges Differenzieren von (9) nach x* und Elimination der
. 0’a .
dritten Ableitungen ar durch Vertauschung von j mit k. Man erhilt
t]
so den WEYL'schen projektiven Kriimmungstensor

; 1 ;
W?ikzll?jk—f—ﬁ--_:l O Iy —op IL;). . . . . (12)

Hierbei bedeuten:

VI, ol , ,
(oxi'k -—‘Ox;f S I I — T, . . . (13)

”:".ik:
My=™w: . . . . . . . . « (14

dies sind keine Tensoren, denn man findet die Transformationsgleichungen

My =13, 1412

— ikt Oe; . . . . (15
a i j k

_ . _ 2
- 1(11,.—11,‘,;_5 ﬁ):n:’._af’jua_“@—“ . (16)
J J . . J - . e

n—1 i j h i ij

Die letzte dieser Gleichungen kann man auch so schreiben'):

2,—-0 —9 —0 2o ,
Lol S R L S (11,.,,—11”/? f) L (17)

ij v on—l i j

und statt (15) erhilt man vermoége der ersten der Gleichungen (16) die

Transformationsgleichungen fiir W/:
=Wy — =L — . . . . . . . (18

Fiir diesen Tensor gilt:

k= — Wi : Wi+ Wia+ Wi, =0 ; e

W= W= Wt=o0. ) 1)
ijk— ijk— ijk—VY.

1) EISENHART, l.c. p. 100.
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Dagegen haben wir fiir die /1j:

Iyy=—Mh,;, ; Mu+O+M=0. . . . (20)
M=0. . . . . . . . . . @

. 1L — :
= T y= — My =—Ma. . . . (22)

Differenziert man (17) nach x*, vertauscht j mit k und subtrahiert, so
entsteht:

o

Hop=Me s P 7 ca—npws, 2 . 23
i j k h

11,b,k:_51k’” _ 611,7“411;, M, — 1500, . . . (24)

I jo=— 11 ; L o+ 11 i + 1T 5 =0. . . . (25

§ 4. Die skalare Dichte Z.

Wenn man iiber eine skalare Dichte T (= relative Invarianten vom
A-Gewichte Eins) verfiigt, ldsst sich das Reduktionsproblem fiir die

Differentialinvarianten & der II/; leicht 16sen. Dabei kann ¥ auch von
den II und deren Ableitungen selbst abhingig sein. Wir haben bei der
Gruppe P: T—= /A .T und daher

06 1 dlogA 1 (Ologi_dlogi_f_)' (26)

ﬁ;:"if_* — =
0x ox’ i

35 n4+1 30x  n+1

Hiermit wird es méglich, die Ableitungen von & in (9) zu eliminieren.
Man erhilt dann die Transformationsgleichungen fiir die Komponenten

h 5
T, eines affinen Zusammenhanges :

T8 = I, + —. (a?"'°?3+a,“.°’°?§) @)
: 1

n—+1 J

9
~—, durch kovariantes

Jetzt ist es moglich, das partielle Differenzieren 5 x
Ableiten mit Hilfe dieser T} zu ersetzen.
Auf diese Weise erhilt man aus (16) statt der II;; den symmetrischen

Tensor

1 1 _,0logT 1 0logTologl
A==yl n+1H‘f h (n+1)2 i j + -
41 Olog?

n+1 ij
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Dagegen tritt an die Stelle der 1T, ;x nach (23) und (26) der Tensor

1 . Olog T
Mg+ g Wik ‘:f’ S (29

l‘
—1

Uk—
1y n

Er weist dieselben Symmetrieeigenschaften auf wie Wi
Bildet man von einem Tensor S die kovarianten Ableitungen mit
Hilfe der T,','- von (27), so entsteht ein Tensor Sy. Nimmt man bei

diesem Prozesse die IT/; statt der T}j, so entsteht i. A. kein Tensor,
sondern !) ein System von Funktionen S«. Der Zusammenhang zwischen

Sty und Sy wird dann durch (27) festgelegt. Man findet?)
Ili,jk:IIljfk_[IiHj B ¥ & s 3 @ . (30)

und mit Hilfe dieser Beziehung ldsst sich dann der Tensor U von (29)
auf A;ju — Aix() zuriickfiihren. Damit gewinnt man den Reduktionssatz:
Die Differentialinvarianten & der 11 sind Invarianten der Tensoren W/
A.; und der hieraus durch kovariantes Ableiten mit Hilfe der T/, entste-
henden Tensoren.

Es liegt nahe, die hier gebrauchte Tensordichte ¥ aus den I1 allein
aufzubauen. Es gibt, wenn W/ nicht identisch verschwindet, wofiir
z.B. n > 2 notwendig ist. ausser dem projektiven Kriimmungstensor
keine weiteren Tensoren erster Differentiationsordnung. Differentialinva-
rianten erster Ordnung @, sind dann aus den W/ allein zu konstruieren.

Ist &, ganz-rational vom Grade p in den W} , dann hat man 3p un-
tere und p obere Indizes, also ist

o 1_ . —ZL’— .
q=—Bp—p)=" ~=ganz =2
das A-Gewicht von @, und
1
T=@,* . . . . . . . . .. (3

ist eine Tensordichte, die bei (27) verwendet werden kann.

Fiir den Fall, dass bei n > 2 der Tensor W/ wenigstens eine nicht-
verschwindende Invariante @, besitzt, haben wir also die Tensoren

Wi, Ay und deren kovariante Ableitungen im Reduktionssystem3).
Wir behandeln vorerst den Fall n = 2.

) O. VEBLEN und ]. M. THOMAS nennen S, die “projektive Ableitung” von S.
Vgl. Annals of Math. 27 (1926), p. 279—296. '

2) EISENHART, l.c. p. 101.

3) Man kann dies auch so ausdriicken: Im Raume B. mit dem projektiven Zusammen-
hang n!} wird durch &; ein topologisch-invarianter affiner Zusammenhang T,.hj ausge-
zeichnet. Vgl. J. A. SCHOUTEN und ST. GOLAB, Mathem. Zeitschr. 32 (1930), p. 207,
Anmerkung.



Hier ist Wi;x=0 und nach (25) ist Il. 3, ein Tensor 3. Stufe, der
wegen n—=2 und Il 3, = — Il,,5 auf die kovariante Vektordichte
= a
]i:IIi,IZ ]-:A]a—

i

fiihrt.

(32)
Wir setzen voraus dass ], -/~ 0, dass also der Raum B, nicht
projektiv-eben sei.

Nach (24), (12) und (14) haben wir

J,— Ol au,2

2

+ 10y I, — M5 11, (i=1,2) .
Hyg=—— O[}’U I H;-).-H‘gj:

Ji ist also von zweiter Differentiationsordnung

Wir trachten wieder eine skalare Dichte niedrigster Ordnung zu
finden. Hierzu gehen wir vorerst aus vom Produkte II" ] ]

i;].],. alternieren
iiber ir und ebenso iiber js und iiberschieben mit /i, d.h. wir bilden
J=(

I Jo Jo— 21002 i [, + T ]y ) )
Setzen wir zur Abkiirzung

(35)

[a,- bk Ce ds] == a; bk Cr ds — ar bk Ci

so kann man statt (35) schreiben

s

a, b, c- di + a, b, c: di (36)

J= L] ] -

Nach (9) und (32) erhdlt man fiir dieses / die Transformationsgleichung

=00 /+A’—1/J/a -

Gehen wir andererseits von (32) aus, so haben wir

(37)

o,
j

=3].6;+ A "é 224

i j
Hiermit finden wir

;}_i,]s_]]a. .. (38)



1227

2

Aus (37) und (38) lassen sich die zweiten Ableitungen a:g eliminieren
tJ

und geben die einzige Invariante dritter Ordnung vom A-Gewicht 5:

K:UmLLUr—?fLLJ:[@mﬁ_éf)ﬁﬂp . (39)
K=M\K \

Setzen wir also

oY=

T=K°, . . . . . . .. . (40

so wird ¥ eine skalare Dichte und fiir den Fall K == 0 kann man sie

nach (27) zum kovarianten Ableiten verwenden. Das Reduktionssystem

besteht dann aus I, dem Vektor ]; und dessen kovarianten Ableitungen.
Ist J; = 0, dann ist der Raum B, projektiv-eben und umgekehrt.

§6. n—3 Wi, |oO.

Hier hat man zwei Fille zu unterscheiden, je nach dem der WEYL'sche

Kriimmungstensor W/, eine Invariante @, -~ 0 besitzt oder nicht. Fiir
den ersten Fall ist der Reduktionssatz am Schlusse des § 4 formuliert
worden. Wir wollen hieran anschliessend zeigen, dass im Allgemeinen
ein @, existiert. Sei ndmlich n=-3. Dann kann man statt des Tensors

Wi die Tensordichte V{'= W/, einfiihren, wobei jk! die Indizes 123

sind. Hieraus konstruieren wir die Invariante vom /A-Gewicht zwei:

O=3 + VHVIRVE L (41
al3y

wobei iiber «, f und y alterniert wird.
Nehmen wir nun V32, V{' und V2 verschieden von Null, alle

anderen V" aber —0, so ergibt sich
&, =—3Vy>. Vi'.vit=+o0.

Der zweite Fall stellt sich ein, wenn alle algebraischen Invarianten
von W/ verschwinden; hier muss man zu Differentialinvarianten von
wenigstens zweiter Ordnung iibergehen. Wenn wir W/ die mit den
I, und Wf}w die mit den II;, gebildeten ,kovarianten” Ableitungen

h 4 " > v
von Wi, nennen, so ergibt sich die Beziehung

Wik = Wi —2Wiio + Wiva o) — 2 Wi . (42)

ijk
79
Proccedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXV, 1932.
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wobei v; = I; gesetzt ist. Hieraus folgen weiter

Wi}}k(hi: W-"}k|h+(N—2) Wil;'k Uh . . .. (43)
1 «
Wi';'k(l) = n——Z ijk(«) (5? = [
(44)
h 1

Wiikia 0 —2 Wi}}k v — 3 Wiiu S
ik

== ijkl_n___'_z'

Fiir die durch (24) gegebenen Funktionen I, ergibt sich (30) und!?)

n—2

h
Wikin=
L n—1

e, . . . . . . . . (45

woraus wir entnehmen konnen, dass wir bei der weiteren Konstruktion
von Differentialinvarianten von (44) allein Gebrauch machen miissen.

Auch die ldentitit von BIANCHI, die aus der zyklischen Summe 3 W.-'}k(,,
ki

entsteht, liefert keinen neuen Tensor.
Aus (42) entsteht:

S Wiki= SWieadh . . . . . . (46)

jkl n—?2 Jkt

Von (42) kommt man zu Differentialinvarianten zweiter Ordnung der H,-'j-
auf die folgende Weise. Wir schreiben statt (42)

Who=Wixi—ative . . . . . . (47)
wo a/x; den Tensor
A =2 WL S L Wi S S — S Whe s, . . . (48)
ijk

. . . h
bedeutet. Nun nennen wir S irgend eine Indexanordnung ijx; und setzen:
h 7 h hr r
ijk(z) =Us , Wijk = Us Aijk1 — as;
dann kann man (48) kiirzer so schreiben:

&s—U:a3v, B € )]

Schreiben wir diese Gleichung fiir n+1 verschiedene Indexgruppen
S:.S2,...,8.4+1 an und eliminieren die v, , so entsteht

A

— 1 2 n
Us, — Us, ay, B ewses s ay,
T 1 2
Us, — Us, ay @h  mu s s ay
=0
: 1 2 n
Us,,, —Us,., a5, a3 0. ag |

1) EISENHART, l.c. p. 102.
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oder auch

i 1 g2 1 n
us,as,as|"" 'U ag o} . ...y

d.h., wenn wir die Indexgruppen S; wieder aufldsen: Die Determinanten

’ W | hy1 hyn
i j1 kg “ ailjx"l A SRS ailjl ki 1y
’ !
‘ hpg1 hpyy {lhn+l n !
] n+1 Jnt1 kntlngr Tingt dngd Kagt vt T Tingy dngt kpdr lakr |
|

stellen Tensordichten zweiter Ordnung vor ).

§ 7. Zusammenfassung.

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen. Sind alle 11/, ~ 0 (fiir alle x;),

so gibt es keine Invarianten. Wir setzen also /T 0 voraus und haben
dann die Fille:
I. n=2, W/ =0 mit den Unterfillen:
Ia. J: =0 (Gleichung (33)). Die Mannigfaltigkeit B, ist projektiv-
eben. Keine Differentialinvarianten.
Ib. J; | 0,K 0 (Gleichung (39)). Der Reduktionssatz fiir diesen
Fall wurde am Ende des § 5 gegeben. Unerledigt bleibt
die Frage was K= 0 bedeutet und wie man dann zu den
Differentialinvarianten hdherer Ordnung kommt.
II. n >2, W/ =0. B, ist projektiv-eben ; nach (46) verschwinden auch
alle II, j, und es gibt keine Differentialinvarianten der I1/.
III. n >2, W/ | 0,aber alle algebraischen Invarianten des WEYL schen
Tensors W/i verschwinden. Hier enstehen weitere Diffe-

rentialinvarianten der /I aus den Tensordichten £ (Glei-
chung (50) ). Ungelost bleibt die Frage nach der besonderen

Struktur, die ein Tensor W/ aufweist, wenn alle seine
algebraischen Invarianten verschwinden.

IV. n >2, W, 0und wenigstens eine Invariante $, von W/ ist - 0.
Dann gilt der am Schlusse des § 4 formulierte Reduktions-
satz. Dass ein ; 0 im allgemeinen existiert, haben wir
im § 6 an einem Beispiele fiir n =3 durch besondere Wahl

der W/, gezeigt. Unerledigt bleibt dabei noch die Frage
ob auch die l].-'j- so wahlbar sind, dass ein @, == 0 existiert.

1) Die Aufstellung der Tensordichten ¢ und der sich daraus ergebenden Invarianten
ist der erste Schritt, den ein allgemeines Aequivalenztheorem von VEBLEN und THOMAS
vorschreibt. Vgl. Annals of Mathem. ser. 2, Vol. 27 (1926). p. 279—298.

79*





