
Mathematics. - Ueber den Reduktionssatz bei affinem und projektivem 

Zusammenhang. VON R. W EIT ZENBÖCK . 

(Communicated a t the meeting of December 17, 1932). 

§ 1. Die An mit der Gruppe P . 

In einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X n (X l, x 2 , • .. ,xn) mit der 

Gruppe P aller topologischen Abbildungen x--x oder Xi = Xi (~I , ~2 , ..• Xn) 
sp richt man von einem "affinen Zusammenhang [''', wenn ein System 

von n3 Funktionen r t (Xl , x 2 , •. ,xn) gegeben ist, das bei einer Trans

formation X -- x aus P vermöge der Gleichungen transformiert wird : 

(i) 

Diese Transformationsweise der ri~ ergibt sich am einfachsten aus der 
Forderung, dass für jeden kovarianten Vektor Vi der Ausdruck 

dVi dx i - r~s Vt dxr dx' (2) 

bei der Gruppe P absolut-invariant ist. Statt (2) kann man auch fordern , 
dass für jeden kontravarianten Vektor w i 

• . ö~d + r i d uw' == -a- x~ n w r x· 
x ' 

(3) 

wieder ein kontravarianter Vektor ist . 

Die Zusammenhangskomponenten r:. bestimmen in der X n in bekann
ter Weise 2) die infinitesimale Parallelverschiebung von Vektoren und die 
geodätischen Linien (paths). Letztere sind durch die Differentialgleichungen 

d2 X i + ['i dx~ dx' _ À (X) dx' 
dt2 " dt dt - . dt 

Xi = Xi (t) (4) 

r c)xr " c)~ cPm 
I) Wir schreiben im Folgenden kurz ::- sta t! -;=- und -:; statt ~,ebenso " k an 

I (lX' j ' OXI 

()2x m 
Stelle van u.s.w . 

(lxi c)xk 

2) Vgl. etwa H. WEYL, Raum-Zeit-Materie, 5. Aul! . Springer (1923). p. 113 oder 

J. A. SCHOUTEN, Der Ricci-Kalkül. Springer (1921), p . 76 . 
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gegeben. Die n-dimensionale Mannigfaltigkeit X n mit den in ihr gege

benen r7j zusammen bilden eine affin-zusammenhängende Mannigfaltig
keit An. 

Die Theorie der Differentialinvarianten ;:P dieser An gegenüber der 
Gruppe P beruht dann auf dem Reduktionssatz I) : die ;:P sind affine 

Invarianten von Tensoren S7;. U;mn und deren kovarianten Ableitungen 

S~j (" I • S7j (~) (,'I • . ... • U i
k 

m n (a l . . .. . Dabei ist 

(5) 

und U ist der "Krümmungstensor" 

(6) 

Weiter ist 

S - a S ~j + ( ,k S ). (, i. S k _ (, i: S k. 
i j(al - o x" I.r< Ij - , r< J. j J r< I. , 

und analog für die weiteren Ableitungen. 

Sind die ri~ bezg!. i und j symmetrisch so fä llt S7j weg und es bleiben 
nur der Krümmungstensor und dessen kovariante Ableitungen im Re
duktionssystem. Sind in der An weitere Tensoren gegeben. so sind diese 
und deren Ableitungen in ein Reduktionssystem aufzunehmen . 

Nach (4) bestimmen r,i. und r:, dieselben geodätischen Linien ; wir 

wollen deshalb im Nachfolgenden stets die Symmetrie r:.= J~, voraussetzen. 

§ 2. Die An mit den Gruppen P und B . 

Differentialinvarianten cp der A.. sind Funktionen der ri~. ~ ;~ 
a2 T k 

a x" a'~ J3 . .. ... (und allenfalls von Tensorkomponenten und deren Ablei-

tungen) . die bei der Gruppe P und bei den Transformationen (1 B) die 
Invarianteneigenschaft haben . Wir verlangen nun ausserdem bei den 
Funktionen ;:P noch Invarianz bei den Transformationen der Gestalt 

(7) 

wo 'pi einen willkürlichen kovarianten Vektor bedeutet. Alle diese "bahn

treuen" Abänderungen der I't~ bilden eine unendliche additive Gruppe B. 

Der Name "bahntreu" stammt daher 2) . dass I't~ und r~ in der A .. diesel-

I) Vgl. meine " Invariantentheorie" . Groningen (1923). p. 356. 
2) Vgl. J. A. SCHOUTEN, Der Ricci-KalküI. Springer (1921). p. 76, 129. 
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ben geodätischen Linien bestimmen und dass umgekehrt auch jedes fi~ 
mit dieser Eigenschaft die Form (7) haben muss I). 

Zur Ermittlung aller ~ liegt es auf der Hand vorerst die Gruppe B 
auszuschalten. Dies gelingt leicht durch Elimination der tp; aus (7) und 
Iiefert nach T. Y. THOMAS 2) die bei B absolut-invarianten Funktionen 

1 k .' k ,k 1 (k rh k ,h 
li .i =Jl;j = l ij -

n
+

1 
b t hj + lJ j [ht) (8) 

Sie werden .. Komponenten eines projektiven Zusammenhanges" genannt 

und wir setzen im Folgenden voraus, dass nicht allelI;~ - 0 sind. 

Eine Mannigfaltigkeit X n in der die Jli~ nebst ihrer Transformations

weise gegeben sind, wollen wir eine Bn nennen. Für die bei x- x 

enstehenden J/,~ findet 3) man nach (8) und (1): 

à2 
(l _ rr-h ~ _ fJ a _~ )' 
- ~, '1 " j' -

ij h ' i j 

à 1~' (l à " ~ /1 + --- +-- -
àxi 

) àxj i 
(9) 

wobei gesetzt ist : 

{) = - 1 . log 6 
n + l 

,'ft = _ 1_ à log D. = à~ s (la) 
n + 1 àx' n + 1 is r 

Die Differentialinvarianten ~ der Bn sind dann Funktionen der Jl~. 
iJIJk, 
i'Jx;' , . . .. mit Invarianteneigenschaft bei (9) und ergeben sich durch 

à2a à3a 
Elimination der Ableitungen ~ , ._-_ .. ..... aus den Gleichungen (9) und 

i jij k 
den daraus durch Differenzieren entstehenden Gleichungen . 

Aus (8) folgen noch die Gleichungen 1) 

n k k JIh JIh 
tj = Jlji , hj = jh = O. (11 ) 

§ 3. Die Projektivkrümmung. 

Bezüglich des im vorigen § formulierten Eliminationsproblem bemerken 
wir vorerst, dass es keine Differentialinvarianten nullter Ordnung der 

à2a n k allein gibt. denn aus (9) allein ist eine Elimination der -=-=- nicht 
~ 0 

möglich. Auch eine Auflösung der Gleichungen (9) nach den t n2 (n + 1) 

I) H. WEYL. Göttinger Nachr. (28. I. 1921). 
2) Proceed. Nat. Acad. of Sciences 11 (1925). p, 199-203, 
3) Vgl. L. P . EISEN HART. Non-Riemannian Geometry. New-York (1927). p. 99. 

1) Auch bei nicht-symmetrischen r7j würde man hier (11) erhalten. 
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(p" 
zweiten Ableitungen . ~~ ist nicht möglich . Man hat zwar ebensoviele 

},I' 

Gleichungen (9), sie sind aber nicht linear-unabhängig. da z.B. (9) mal 

j wegen (11) zu 0 = 0 führt. 
a 

Die Bestimmung der Differentialinvarianten erster Ordnung erfordert 

zunächst einmaliges Differenzieren von (9) nach ~k und Elimination der 
à3a 

dritten Ableitungen =-=-= durch Vertauschung von j mit k. Man erhält 
ij k 

so den WEYL'Schen projektiven Krümmungstensor 

(12) 

Hierbei bedeuten : 

(13) 

(14) 

dies sind keine Tensoren . denn man findet die Transformationsgleichungen 

- h " h fJ y ~ IJ . h 
fl ijk = II'''''I j . -- =- --=- --,,- - "j ei k + dk Cij 

ft i f k 
(15) 

mit 

Die letzte dieser Gleichungen kann man auch so schrei ben I) : 

- - - 11· · .- - ~ + - IJ - f1 : - -.-à2 e- 0 -~ ., à e- 9 e- o ( - fJ ,,) 
i f - 'l ) , n- I 'l 1'''1 i f (17) 

und statt (15) erhält man vermöge der ers ten der Gleichungen (16) die 

Transformationsgleichungen für W ,"ik: 

Für diesen Tensor gilt : 

W 7jk = - W 7kj ; W7jk + W 7ki + WZ ij = 0 ~ 

W: jk= W t k= W7jk= O. ~ 
I) EISEN HART, l.c. p . 100. 

(I 8) 

(19) 
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Dagegen haben wir für die l1:ik: 
h IIh h TI iik + jki + IIkij = 0 (20) 

(21) 

(22) 

Differenziert man (17) nach Xk . vertauscht j mit k und subtrahiert. so 
entsteht : 

a fJ l' - h aH 
fl i . jk = nrx .,,'Y i } Ic + (1 - n) Wi jk h . (23) 

11 jk = anij - anik + Ir JI ' 11 
I. k j I j {/,k- ik '; j (24) 

lIi . j k = - D i kj fJi . jk + n j ki + lIk. ij = 0 . (25) 

§ 4. Die skalare Dichte ~. 

Wenn man über eine skalare Dichte ~ (= relative Invarianten vom 
,6.-Gewichte Eins) verfügt. lässt sich das Reduktionsproblem für die 

Differentialinvarianten ~ der IIi~ leicht lösen. Dabei kann ~ auch von 

den lI;~ und deren Ableitungen selbst abhängig sein. Wir haben bei der 

Gruppe P: ~ = ,6. . ~ und daher 

(i i = a!! = _ 1_ a log ,6. = _ 1_ ( a log ~ _ a log ~ ~ ). (26) 
ax' n + l ax' n+l ax' axY i 

Hiermit wird es möglich, die Ableitungen von {j in (9) zu eliminieren. 
Man erhält dann die Transformationsgleichungen für die Komponenten 

TI~ eines aflinen Zusammenhanges : 

T h , = n h + _ 1_ (1/ 9 log ~ + bh ~ log ~) 
I j ' j n + 1 I j j i (27) 

a 
Jetzt ist es möglich. das partielIe Dilferenzieren à X V durch kovariantes 

Ableiten mit Hilfe dieser Ti~ zu ersetzen. 
Auf diese Weise erhält man aus (16) statt der n i j den symmetrischen 

TentJor 

A - _1_ n , _ __ 1 IIh , ~J~g ~ _ 1 a log ~ a log ~ + ( 
Ij - n-l Ij n + 1 Ij h (n + 1)2 i j 

(28) 
+ _ 1_ iFlog~ 

n + 1 ij I 
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Dagegen tritt an die Stelle der ni.jk nach (23) und (26) der Tensor 

U ijk ::-:: ;;- 1 1 n jk + n ~ 1 W~k a 10: ~ 
Er weist diesel ben Symmetrieeigenschaften auf wie W,~k. 

(29) 

Bildet man von einem Tensor S die kovarianten Ableitungen mit 

Hilfe der Ti~ von (27), so entsteht ein Tensor SIk) . Nimmt man bei 

diesem Prozesse die lli~ statt der T/;, so entsteht i. A. kein Tensor, 
sondern ') ein System von Funktionen S ik. Der Zusammenhang zwischen 
S Ik) und S ik wird dann durch (27) festgelegt. Man findet 2) 

(30) 

und mit Hilfe dieser Beziehung lässt sich dann der Tensor Uijk von (29) 
auf Aij(k) - A ik(j) zurückführen. Damit gewinnt man den Reduktionssatz: 

Die Differentialinvarianten .:p der Tli~ sind Invarianten der Tensoren Wi~k , 

A ij und der hieraus durch kovariantes Ab/eiten mit Hi/fe der Ti~ entste
henden Tensoren. 

Es liegt nahe, die hier gebrauchte Tensordichte ~ aus den n~ allein 

aufzubauen. Es gibt, wenn Wi~ k nicht identisch verschwindet, wofür 
z. B. n > 2 notwendig ist. ausser dem projektiven Krümmungstensor 
keine weiteren Tensoren erster Differentiationsordnung. Differentialinva-

rianten erster Ordnung ep , sind dann aus den Wi~k allein zu konstruieren. 

Ist .:p , ganz-rational vom Grade p in den Wi~k . dann hat man 3p un
tere und p obere Indizes. also ist 

q =~ (3p-p) = 2p = ganz, -=- 2 
n n 

das ~-Gewicht von <P, und , 
't = <P, q 

ist eine Tensordichte. die bei (27) verwendet werden kann . 

(31 ) 

Fiir den Fall. dass bei n > 2 der Tensor Wi~k wenigstens eine nicht
verschwindende Invariante <P, besitzt. haben wir a/so die Tensoren 

Wi~ k. A /} und deren kovariante Ableitungen im Reduktionssystem 3). 
Wir behandeln vorerst den Fall n = 2. 

'} O. V EBLRN und J. M . THOMAS nennen S: k die "projektive Ableitung" von S. 
Vgl. Annals of Math. 27 (1926). p. 279- 296. 

2) E'SENHART. l.c . p . lOl. 
') Man kann dies a uch so ausdrücken: Im Raume Bn mit dem projektiven Zusammen-

hang ":j wird durch "~' I ein topolOll isch-invarianter afliner Zusammenhang Ti~ ausge

zeichnet . Vgl. J. A . SCHOUTRN und ST. GOLA B. Mathem. Zeitschr . 32 (1930). p . 207. 
Anmerkung. 



1226 

§ 5. n = 2. 

Hier ist Wi~k 0 und nach (25) ist Ilu. .{.'Y ein Tensor 3. Stufe. der 
wegen n = 2 und JIa.~'Y = - JIa. 'Y I~ auf die kovariante Vektordichte 

f; = Tl;, 12 
- a 

. li = 6. . Iu. -:;:- . (32) 
I 

führt . Wir setzen voraus dass !; =1= O. dass also der Raum 8 2 nicht 
projektiv~eben sei. 

Nach (24). (12) und (14) haben wir: 

(i = 1. 2) . . (33) 

dil ' 
TT - ij + JIi. JII' . ij - - -~ /I i ). j ' " . 

· (34) 

l i ist also von zweiter Differentiationsordnung . 
Wir trachten wieder eine skalare Dichte niedrigster Ordnung zu 

/lnden. Hierzu gehen wir vorerst aus vom Produkte JIh . J I. alternieren 
IJ r .or 

über ir und ebenso über js und überschieben mit Ih . d.h. wir bilden 

· (35) 

Setzen wir zur Abkürzung 

so kann man statt (35) schrei ben : 

Nach (9) und (32) erhält man für dieses I die Transformationsgleichung 

· (37) 

Gehen wir andererseits von (32) aus. so haben wir 

°li = 3/; (iJ + 6. oJu. ~ ~ + 6. ~2~J.u. . 
j fJ i j ij 

Hiermit finden wir 

· (38) 
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(j2a 
Aus (37) und (38) lassen sich die zweiten Ableitungen - eliminieren 

ij 
und geben die einzige Invariante dritter Ordnung vam D ·Gewicht 5: 

(39) 

Setzen wir also 
1 

st = K r; , (40) 

sa wird st eine skalare Dichte und für den Fall K =1= 0 kann man sie 
nach (27) zum kovarianten Ableiten verwenden. Das Reduktionssystem 
besteht dann aus '1:. dem Vektor J; und dessen kovarianten Ableitungen. 

Ist J; =- 0, dann ist der Raum B2 projektiv.eben und umgekehrt. 

§ 6. n "-~ 3, W~jk :1- O. 

Hier hat man zwei Fälle zu unterscheiden, je nach dem der WEYL'Sche 

Krümmungstensor W ;:k eine Invariante W. =1= 0 besitzt ader nicht. Für 
den ersten Fall ist der Reduktionssatz am Schlusse des § 4 formuliert 
worden . Wir wollen hieran anschliessend zeigen , dass im AlIgemeinen 
ein W. existiert. Sei nämlich n == 3. Dann kann man statt des Tensors 

W;~k die Tensordichte vt l = W;~jk einführen, wobei jkl die Indizes 123 
sind . Hieraus konstruieren wir die Invariante vam D ·Gewicht zwei: 

W. = ~ ± V~ · j V jU v r; (41) 
1X /~i' 

wobei über a, f3 und i' alterniert wird. 

Nehmen wir nun vi·J, V J
2

.
1 und v.J

·
2 verschieden van !':ull. alle 

anderen V/ k aber = 0, sa ergibt sich 

W. = - 3 V~·J. V~ · · . vi 21'= 0 . 

Der zwei te Fall stellt sich ein , wenn alle algebraischen Invarianten 

van W;: k verschwinden; hier muss man zu Djfferentialinvarianten van 

wenigstens zweiter Ordnung übergehen. Wenn wir W;~k(l) die mit den 

r:. und Wi~k l l die mit den ll:. gebildeten .. kovarianten" Ableitungen 

van W i: k nennen, sa ergibt sich die Beziehung 

Wi~ k(l l = Wi~k l l-2 Wi~ k VI + Wi~ k Va: (~~ - ~ WI~k Vi (42) 
i i .~. 

79 
Proccedi ngs Roy") Acad. Ams:crdam. Vol. XXXV. 1932. 
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wobei Vi = r:i gesetzt ist . Hieraus folgen weiter 

Wi~ k (h) = Wi~ k i l. + (n - 2) Wi~ k Vh 

h 1 " h J 
Wij k (I) - n _ 2 W ij k (" ) bi = r 

h 1 W " h W h Wh' = Wi jk i l - --2 ijk Cl IJl - 2 ij k VI - ~ Ijk Vi 
n - ijk 

(43) 

(44) 

Für die durch (24) gegebenen Funktionen U i jk ergibt sich (30) und I) 

h n - 2 
W ijk I h = --1 Jli .jk , 

n -
(45) 

woraus wir entnehmen können. dass wir bei der weiteren Konstruktion 
von Differentialinvarianten von (44) allein Gebrauch mach en müssen. 

Auch die ldentitä t von BI ANC HI. die aus der zyklischen Summe ~ W:jk(l) 
jkl 

entsteht. liefert keinen neuen Tensor. 
Aus (42) entsteht : 

W h 1 ~ W " ,h 
~ i j k ll= - 2- L. ijk l Cl UI. 
jkl n - j kl 

(46) 

Von (42) kommt man zu Differentialinvarianten zweiter Ordnung der ni~ 
auf die folgende Weise. Wir schreiben statt (42) 

W h Wh hr 
ijk(l)= ijk l l-aijkI V" (47) 

wo a7;k I den Tensor 

h r 2 Wh .ir + W i. or h Wh r 
aijkl= ijk UI i jk (} ). 1JI-~ ljkOi. (48) 

ijk 

bedeutet. Nun nennen wir S irgend eine Indexanordnung 7j kl und setzen: 

h ' h hr r 
W ijk (I) = U s • Wi jk ' l= U S . ai j kl = I1S; 

dann kann man (48) kürzer so schreiben : 

Ûs - U= as V r (49) 

Schreiben wir diese Gleichung für n + 1 verschiedene Indexgruppen 
SI . S2 ' ... , Sn + I an und eliminieren die Vr , so entsteht 

A 

U s,- Us, 

U s ., - Us, 

U Sn + 1 - U Sn + 1 

I) EISEN HART, l.c . p. 102. 

al 
SI 

al 
s, 

al 
Sn + I 

a 2 
s, 

a 2 
s , 

a 2 

Sn+ I 

an 
s, 

a n 

Sn+ I 

=0 
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s, 

1229 

a" s. 

cl.h .. wenn wir die Indexgruppen S ; wieder auflösen : Die Determinanten 

(50) 

IIn + 1 1 

U in + 1 jn + l kn + l In q 

ahn + 1 n 

;n + 1 ln+ 1 k n+ 1 In+ 1 

stellen Tensordichten zweiter Ordnung vor I) . 

§ 7. Zusammenfassung. 

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen. Sind alle J [;~ -=- 0 (für alle x;) . 

so gibt es keine Invarianten . Wir setzen also II;~ 0 voraus und haben 
dann die Fälle: 

I. n = 2 . W;~k _ 0 mit den Unterfällen : 
Ia. f; ---" 0 (Gleichung (33)) . Die Mannigfaltigkeit B2 ist projektiv

eben. Keine Differentialinvarianten. 
Ib. J; ·1 o. K -j" 0 (Gleichung (39)) . Der Reduktionssatz für diesen 

Fall wurde am Ende des § 5 gegeben . Unerledigt bleibt 
die Frage was K _ 0 bedeutet und wie man dann zu den 
Ditferentialinvarianten höherer Ordnung kommt. 

lI. n > 2 . W!j k:- 0 . Bn ist projektiv-eben ; nach (46) verschwinden auch 

alle fl; .j k und es gibt keine Ditferentialinvarianten der fl;:. 
lil. n > 2. W;~k 1 O. aber alle algebraischen Invarianten des WEYL 'schen 

Tensors W!/k verschwinden . Hier enstehen weitere Ditfe

rentialinvarianten der Ili~ aus den Tensordichten Q (Glei
chung (50)). Ungelöst bleibt die Frage nach der besonderen 

Struktur, die ein Tensor W!jk aufweist. wenn alle seine 
algebraischen Invarianten verschwinden. 

IV. n > 2. W;~k ~: 0 und wenigstens eine Invariante ~I von Wi~k ist ::1- O. 
Dann gilt der am Schlusse des § 4 formulierte Reduktions
satz. Dass ein qJ1 : 0 im allgemeinen existiert. haben wir 
im § 6 an einem Beispiele für n = 3 durch besondere Wahl 

der W;~ k gezeigt. Unerledigt bleibt dabei noch die Frage 

ob auch die 1J;~ so wählbar sind. dass ein 'P , =1:: 0 existiert. 

') Die Aufstellung der Tensordichten ~~ und der sich daraus ergebenden Invarianten 
Ist der erste Schritt. den ein allgemeines Aequivalenztheorem von VEBLEN und THOMAS 
vorschreib t. V g l. Anna ls of Mathem. ser . 2. Vol. 27 (1926) . p. 279-298. 

79* 




