
Mathematics. -- Ueber die Eigenvektoren und Elgenräume einer Matrix. 
Von R. W EIT ZENBÜCK. 

(Commllnicated at the meeting of Janlla ry 28, 1933). 

Eine n-dimensionale quadratische Matrix A = 11 a~ 11 (i. k = I • 2 ...• n) 
erzeugt in einem affinen Raume 0 (XI' X2' . . . ,xn ) eine lineare Vektor
transformation. indem dem Vektor x der Vektor Ax mit den Kompo-

nenten a~ Xk zugeordnet wird. Liegen x und Ax auf derselben Geraden 
durch den Ursprung O . so heiss t x ein Eigenvektor von A. Bleibt ein 
durch 0 gehender d-dimensionaler linearer Raum bei der Abbildung A 
invariant. so hei sst er Eigenraum (oder Fundamentalraum). 

Ich gebe im Folgenden eine na türliche Konstruktion der zu einer 
Matrix A gehörigen Eigenvektoren und Eigenräume. die nur voraussetzt. 
dass man die Eigenwerte von Akennt. 

Für einen Eigenvektor x gilt A x = }, x. d .h . (l E - A) x = 0; l muss 
also ein Eigenwert von A, d.h . eine Wurzel von 

sein . Hierbei ist À; ~ i./ç , J., ist r -fache Wurzel und rl + r 2 + .... + r, = n . 
Wir nennen 

(2) 

die Elemente der i.-Matrix }, E - A und 

B ().) = i fl7 (l) :: (3) 

die Adjungierte von i. E - A, sodass also 

(J. E - A) B = D " (l). E (4) 

ist. 
Sei nun zunächst }'I ein einfacher Eigenwert. Dann ist Dn (ld = O. 

D~ (ll) *- O. B (i'I) *- 0 und aus (4) folgt für }, = II : 
ÀI B V'I) = A B (ÀI)' 

Für einen willkürlichen Vektor ~ gilt dann II B (À I) ~ = A B (ÀI)~' d.h. 

(5) 
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ist ein zum Eigenwerte ~I gehöriger Eigenvektor. Man beweist leicht. 
dass es. von einem konstanten Faktor abgesehen . Zl1 jedem einfachen 
Eigenwerte nur einen Eigenvektor gibt. 

Die Darstellung (5) des Eigenvektors _" kann man auch aus der De
terminante 

~ I 

B" - (6) 

' a~ ~n 
111 ... .• .•• u" 0 

entnehmen : die Xi sind die Koeffizienten von Ui in dieser Determinante. 
Und dass Ax = ,1,1 X wird. erkennt man so: die Komponenten von Ax 
erhält man, indem man in (6) Ui durch a~ u' = ,tI Ui - a: u' ersetzt. 

Wir zeigen ;etzt. dass die Darstellung (6) auf mehrfache Eigenwerte 
verallgemeinert werden kann. Es sei )' 1 ein cl-facher Eigenwert mit 
Cl > I. Die Normalform von JORDAN der Matrix A hat dann ein erstes 
Land mit Cl Reihen. das in hl Felder mit je eli' e2! •.. . • eh,1 Reihen 
zerfällt : 

Alle nicht angeschriebenen Elemente sind N uIl. 
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Sei M k (À) ein k-reihiger Minor von 11 a711 = det (J. E - A). Dann ist 

(À-Àd" 

(À-Àd"-< l1 

die höchste Potenz von (À-)' I). die alle M n 

(À-},.). .. Mn- I 

(À - À.), .. M n - 2 

(2) teilt. 

(i.) 

(J,) .. . 

(À-J..), ,-e l1 - - <h,-I. I die höchste Potenz voo (À-}' I). die alle Mn - I', + I (J,) teilt. 

(À-ÀI)D " .. (À-À.)... Mn-h, (À) ... 

d .h. alle Mn - h,+ 1 (J. I ) sind Nul!. während nicht alle Mn - h, (J' I) verschwin

den . 11 a~ (J' I) 11 hat also den Rang n - hl' 
Analog zu (6) konstruieren wir weitere geränderte Determinanten 

a:. YI ~ I I a: ... ZI YI ~I 

n t 
= C7 Ui ~k D:;;== - n . = D7r/ -Ek ; 'an yn ~n ' (1n Zn y" ~ 

Vl • • • " •.• vn 0 0 w l . . . ..... w n 0 0 0 

UI . ... .. . . 0 0 
VI . .... .. . v" 0 0 0 

un 

U I .. ... ... un 0 0 0 
u . s. f. 

die. als bilineare Formen in Ui und ~k betrachtet. die Matrizen C (J.) = 11 C~ 11. 
D (A) = 11 D~ 11 • . . . liefern. Für diese Matriezen geiten die Gleichungen: 

(J. E-A) . B (J.) = Dn (l) . E 1 
(A E- A) . Cp.) = ~ B (A) ( 

~À ~-~) .. D. (l).= .~ .C (.l) . ~ 
(8) 

Beweis : Die erste dieser Gleichungen ist (4). Bei der zweiten wird C 

mit 11 a711 linksseitig miltipliziert, d.h . man hat in der Determinante C~ ~ 
die Ui durch a~ u' zu ersetzen. Die Elemente der Matrix (J. E - A). C (À) 
sind also die Koeffizienten von Ul ~k in 

YI ~I 

n 
~n 'an yn 

VI .. . vn 0 0 
I . " u· 0 0 a. u . . . a. 

I 
al ' 

VI 

O. 

. . 
.. 

n 
' an 

. vn 

. 0 

YI ~ I 

yn ~n 

0 0 
- u' y, 

, I u ,-, 
~ , 

(7) 
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EntwickeIn wir die letzte Determinante nach der letzten Zeile, so 
erhalten wir die zweite der Gleichungen (8) . Analog bei den weiteren 
Gleichungen . 

Jetzt differenzieren wir (8) s-mal nach i. ; dies gibt: 

(.i. E - A) . B is) (},) = D~) (X). E - s . BI.-
I

) (.i.) ) 

(J. E - A) . e ls) (2) =--= 2' B I, ) (i.) - s. Cl. - I ) (i.) ( 

~ 
In (9)1 setzen wir der Reihe nach 

Wegen 

Dn p.,) = D~ (}.,) =, .. ,= D~'- " (X,) = 0, D~') (J,,) *" 0, 

B (J'I) = B' (2,) = , . . . = BIr
' - <II -

II (X,) = 0, I 
aber wenigstens ein Blr,-e,,1 UI) *" O. 

C (J,,) = C' (X,) = .. , , = C lr, - c,, - c,, - II (2.) = 0, \ 

aber wenigstens ein Clr,- e,, - c,, ) (21) *" 0, , 

ergibt sich aus (9),: 

()., E - A) . Blr,-e ,,+I)(J,,) 

(J'I E - A) . B lr,- e,,) (}.J) 

.1 
- (rl - eli .~ 1 \ , Blr, - c,,) (}.,) \ 

o. ) 

Aus (9h erhalten wir ebenso für 

und analog mit den weiteren Gleichungen (9), 
Set zen wir jetzt, wenn ~ einen willkürlichen Vektor bedeutet: 

. (9) 

(10) 

(11 ) 
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Axk,,- II 
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-,kIl ' 21 = C lc, - .,, - 21 (J,,) . ~ . ... . Xle,, +c,,1 = C lc, - e,,- e.,,1 (J.d . ~ ; ~ . 

sa lassen sich die Gle ichungen (I 1) und (I2) wie folgt schreiben : 

= }" .xlll+ (r, - I) .xI21 

J. ,.xI21+ (rl - 2). x IJI 

}" .Xle,,1 

i" .x ie ,, +II +- (rl - el, - 1 ).Xk ,,+21 

u. s. f. 

Man ze igt leicht . dass die Vektoren 

X i i i . X121 ..... . Xk"I , Xk,,+ II . .. . . 

. / 

linear unabhängig sind ; sie spannen den zum ersten Lande gehörigen 
r,-dimensionalen Eigenraum auf. Aus (14) entnimmt man dann die zu den 
Feldern des ersten Landes gehörigen Eigenräume van e'l. e2' •.. . . el! , ' 
Dimensionen . 

Mathcmatics. - U eber eine algebraische Au{gab~ bei der Reduktion 
van ABELschen Integralen au{tretend. (Zweite Mitteilung). Van 
W . VAN DER W OUDE. 

(Communicated a t the meeting of Janua ry 28, 1933) . 

§ 1. Die oben genannte Aufgabe, über welche schon eine frühere 
Mitteilung') handelte. ist die folgende . 

Gegeben sind drei linear unabhängige quadratische Formen 

Cf ' = ao x 2 + 2 a, x y + a2 y2 Î 
11' = bo x 2 + 1. bi X Y + b2 y 2 ( 

1. = Co x
2 + 2 Cl X Y + C2 y2 , 

I) Proceedings 1931. p . 1264- 1270_ 

(I) 

(13) 

(14) 


