X —= Bn=1(2,). & , A = Bn-D() .5, L

32

xew = Bla—en) (1) &;

xlenth = Cln—en=0 (7,) . &, xlentd == Cln—en=2 (1)), &, ..., xlentea) — Cln—en—ea) (1)) & & (13)

’

so lassen sich die Gleichungen (11) und (12) wie folgt schreiben:

Ax =1 xW - (ry—1).x?

Ax? = Ay 1B (pp—2). %9

Ax(en*” == Z,.,Y""' "’+(r1—e],+l).x(e‘1)

Axlen = Ay .xten)

Axtentlh = Ay o ey — 1 ). gpfeark2)
Axlenten) — Ay xtenten)

u.s. f.

Man zeigt leicht, dass die Vektoren

xf , x2, ..., i xlow), x“"'*”. BEFIR

linear unabhiingig sind; sie spannen den zum ersten Lande gehérigen
r;-dimensionalen Eigenraum auf. Aus (14) entnimmt man dann die zu den
Feldern des ersten Landes gehorigen Eigenrdume von e, ey, ..., en1
Dimensionen.

Mathematics. — Ueber eine algebraische Aufgabe bei der Reduktion
von ABELschen Integralen auftretend. (Zweite Mitteilung). Von
W. vaN DER WOUDE.

(Communicated at the meeting of January 28, 1933).

§ 1. Die oben genannte Aufgabe, iiber welche schon eine friihere
Mitteilung') handelte, ist die folgende.
Gegeben sind drei linear unabhingige quadratische Formen

r,v:aox2+2a,xy—+—azy2)
yomby X 2bixy -t byt o (D)
Z:*‘:Co.\‘zq‘" 2c,xy+C292 g

1) Proceedings 1931, p. 1264—1270.

(14)
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Angenommen wird, dass die sechs Nullstellen dieser Formen alle ver-
schieden sind. Gefragt wird:

1. welche Beziehung muss zwischen ihren Koffizienten bestehen, damit
es moglich sei, jede von ihnen mit dem Quadrat einer Linearform, also
resp. mit

(a3 x — af ) (B2 x — i Y2 (r2 x — 71 y)?

zu multiplizieren, sodass die entstehenden biquadratischen Formen einer
und derselben Involution angehéren, welche auch ein vollstindiges Quadrat

1= (o x?+ 2t xy + t, y?)?
enthilt ;

2. die genannten Linearformen und r zu bestimmen.

Die gefragte Beziehung ist in ihrer einfachsten Form von KLUYVER!)
gegeben. In der ersten Mitteilung habe ich die projectiv verschiedenen
Formen von ¢, y und y angegeben; die gefragte Beziehung bekam eine
geometrische Form, aequivalent mit der KLUYVERschen.

Es war aber dabei angenommen, dass 1t zwei verschiedene Nullpunkte
hat; jetzt nehme ich an:
7 ist die vierte Potenz einer Linearform.

§ 2. Ich fiihre wieder die folgenden Bezeichnungen ein.

Die Nullpunkte von ¢, w und y seien resp. (A,, A,), (B;, B,), (C,, C,);
die Linearformen haben resp. die Nullpunkte A*, B*, C*. Der einzige
Nullpunkt von 7 heisst T'; durch eine projektive Transformation bekommt
T die Koordinaten (1,0).

Die oben erwihnte Involution iy wird dann dargestellt durch
Apost+4p, SPt+6p2s?t2 +4psst®) +ut*=0. . . (2
Die Doppelpunkte dieser Involution werden gefunden aus
] =8 (pos®+3ps*t+3pst?+p;st3)=0;. . . (3

ausser dem Punkte T'(1,0) findet man noch drei Doppelpunkte A* (a;, a,),
Bt (8,.82), C*(y,,7,). in dem (x, y) System — vor der ausgefiihrten Trans-

formation — habe ich sie durch (af, a3), (8], 83), (71, ¥3) dargestellt.

Wenn man nun die drei Formen von i,;, welche diese Doppelelemente
enthalten, resp. durch (a; s —a; )% (8, s— B, £)2 (y2 s—y, £)? dividiert, dann
sind @, v und » die Quotienten.

Es ist klar, dass keiner der drei Punkte A+, BT, Ct mit T zusammen-

1) Verslagen Kon. Akad. v. Wetenschappen 26 p. 463.

Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXVI, 1933,
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fallen kann. Fiele einer derselben mit T zusammen, so hitte ] (s, ) einen
Nullpunkt (1,0), also wire dann p, = 0; aber dann hétten, wie aus (2)
folgt, alle Formen der Involution — unter denen auch ¢, y und y vor-
kommen, — denselben Nullpunkt, was entgegen der Voraussetzung ist.
Ebensowenig kénnen zwei der Punkte A+, Bf, C* zusammenfallen, weil
dann in der Involution nur noch zwei, statt drei, Formen vorkommen,
die einen zweifachen Nullpunkt besitzen.

Zuletzt kénnte man noch annehmen, dass in (2) py = p, = 0, sodass
jedes Quadrupel von i, ein Doppelelement enthalten wiirde; i, konnte
dann erzeugt werden, indem man die Formen einer quadratischen In-
volution mit ¢* multipliziert. Dann aber wiiren ¢, w und y Formen dieser qua-
dratischen Involution, also linear abhéngig; wieder gegen die Voraussetzung.

§ 3. Ich kann also eine kleine Vereinfachung der Schreibweise anbrin-
gen durch

o /;1-—/—; 7_1:}.

a3 - P2 o V2
Die Koordinaten der Punkte A*, B*, C* sind dann (a,1),(3,1).(y.1);

a, f und y sind unter einander verschieden.

Es sind also (a, 1), (5, 1), (7. 1) die Wurzeln von
Pos*+3p st?+3p.st? + ps 2 =0 (py = 0).

Fiihrt man s’ statt s ein durch

s —s+ bry
Po

dann geht diese Gleichung iiber in
PosP+3p,s+p52=0,
d. h., wenn ich die Striche wieder fortlasse, in
pos* +3pyst?tp,2=0. . . . . . . @

Von den Wurzeln gilt dann:

a}-‘a':o'.raﬁ:3'—p;—2_(1/';’v:__p}

/

Po Po

Fiihrt man diese Werte fiir die Verhiltnisse von pg, p; p; in (2) ein
(py —0), dann kann man 1 und « so wihlen, dass das erste Glied von
(2) durch (s—at)? resp. (s— gt)> oder (s—yt)? teilbar ist; der Quotient
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ist dann nur durch eine multiplikative Konstante von ¢ resp. vy, 7 ver-
schieden. Fiihrt man diese Divisionen aus, dann findet man:
Die Formen ¢, v und y sind projektiv aequivalent mit den folgenden :

qp:cl;sz+2ast+(a3+2ﬂ‘r)t2€,
Y=y 48220 st (P2 -2y 2 . . . . . (5)
x=cs {s?+2yst+ (¥’ ZGﬂ)tN\
woO
al p+y=0. . . . . . . . . (6

Hier sind ¢, ¢;, c; Konstanten. Die zu ¢, v, 7y gehérenden Linearformen
sind schon gefunden; sie sind s —«t,s—pgt, syt

Der Punkt T hat die Koordinaten (1,0); es sei S der Punkt (0,1).
Dann kénnen wir noch die folgende Bemerkung machen, die uns weiterhin
von Nutzen sein wird; bestimmt man den Pol P von T in Bezug auf
die Nullpunkte von ¢ und dann den Pol von P in Bezug auf das
Punktepaar (7, S), dann ist der letztgenannte Punkt der Nullpunkt der
zu ¢ gehorenden Linearform s-—at.

§ 4. Es sei nun gefragt, diese Formen auch dadurch projektiv zu
charakterisieren, dass die Beziehungen zwischen ihren Invarianten ange-
geben werden.

Es ist vielleicht wieder am einfachsten dabei von ihren JACOBIschen
Kovarianten ¢’, v’ und 7" auszugehen, wobei ¢’ die JACOBIsche Kovariante
von y und y ist:

Oy dyx
ds Is
Ay 0y
ot ot

Abgesehen von multiplikativen, von Null verschiedenen, Konstanten,
(man hat durch g—y,y—a, «—pB zu dividieren) findet man, wenn

p=f—y.g=y—u,r=g—p
gesetzt wird:
q’:—“ s?b(q—r)st—qrt?
=+ (r—p)st—rpt? N V4
7 =s'+t(p—q)st—pqt’
und
p+q+rc=0;. . . . . . . . . (8

(p. q. und r sind von Null verschieden).
3!
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Die Invarianten von ¢’, v’ und 7' werden wieder durch

H D,, D,, D,

I ,

” D, D, Dy |

\;} Dl3l D’32 DI33 :i
dargestellt, wobei ')

’Dyy =4qr+@q—1)=p*: o’ Dyp=q .7 Dy=r
00D\, =2rp+2rq+(q—1)(r—p)==—@r*+pq) : e7D's=.
=—(4¢*+pr) ; orD’n:—(‘ip“rqr)s

)

Es miissen jetzt 0, 0,7, p, q, r aus diesen Gleichungen und (8) eliminiert
werden.
Es ist
Dy + ‘/Dlzz DI:;; — p’

4 VD/22 D’33 q r '

wenn man
l/D’n D'y, = qr
nimmt. Man findet dann sogleich

(D' VDl D) (D' V' D'y D) DV Du D | 0
+64 D, D,,D;3;=0 s

wegen (8) hat man auch
D VD, + DV DYy + D,V Dy + 15V D, Dy Dy =0, . (11)
wenn man nur

l/ﬁ,: =p, V' D,, = q. VD, =r und V'D',, D'y, D'5 =pqr

nimmt.
Umgekehrt sind die Bedingungen (10) und (11), wenn die Quadrat-
wurzeln so bestimmt sind, dass

I/D_“ l/chk = VDTxljk; .

1) Sind die Formen agx2- 2a; xy + a;y? und by x2+ 2b; xy + by y? gegeben, dann
nehme ich Dy, = aga;—a? Djy =1, (agb,—2a; by + a3 by) ;: die Formen ¢', w' und y' sind
aber nur bis auf einer multiplikativen Konstante bestimmt.
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hinreichend, damit die Gleichungen (9) und (8) eine Losung nach
0.0,7,p,q. r haben, wobei p,q,r, von Null verschieden sind; ange-
nommen wird, dass keine der Invarianten D';; gleich Null ist.

Kehren wir nun zu den Formen ¢, v und 7 zuriick. Ihre Invarianten
werden durch

Dll DIL’ DH
D2] DZZ DZ%
D;; D;, Ds

dargestellt. Es ist bekannt, dass die algebraischen Unterdeterminanten
dix von D, proportional sind mit den Invarianten D';.

Wir kommen also zu dem Resultat:

Wenn die Formen ¢, y und y der in § 1 gestellten Bedingung ge-
niigen, dann bestehen zwischen ihren Invarianten die Beziehungen

(e -V o) (e -V oy ) (i + 1y ) + 64y diady =0
dyV'dy + dyy Vidy +diyV dyy +15Vdy, dyy dyy =0

Diese Beziehungen sind auch hinreichend, wenn man die Quadrat-
wurzeln so bestimmt hat, dass

ViV du =V d ducV dy Vdy V dyy =V dyy day s

Die Nebenbedingung D';; # 0 gibt hier d;; # 0, d.h. zwei Formen ¢,
w und x haben keinen Nullpunkt gemein; das ist aber schon in § 1
vorausgesetzt.

§ 5. Man kann ebenso wie in der ersten Mitteilung diesen Bedingungen

eine mehr geometrische Form geben. Nennen wir die Nullpunkte von
¥, v, 7 resp. (A1, A"),(B,,B,),(C,,C,), dann kann man diese durch
ihre Koordinaten darstellen:

Ai(—q.1).A%.1),B,.(—r.1).B3(p.1)Cy{(—p.1). C2(q.1).
Man sieht dann sogleich, dass die Paare
(B,.CY).(C,.A"). (A, B))
einer und derselben quadratischen Involution
vs?+4+o0t2=0

angehéren; die Doppelpunkte dieser Involution sind T(1,0) und S(0,1).
Ausserdem ist

p+q+r=0,
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d.h. S ist der lineare Pol von T, sowohl in Bezug auf das Tripel (A,,
B,. C,), als in Bezug auf das Tripel (A,. B,, C,).
Diese Eigenschaften bleiben bei projektiver Transformation bestehen.
Man kénnte, wie in der vorigen Mitteilung, hiervon ausgehend, die
Nullpunkte von ¢, y’, ' und von @, y, 7 auf einem Kegelschnitte kon-
struieren.

§ 6. Es seien nun ¢, y und y wieder in der Form (1) gegeben ; gefragt
wird die Form 7, die durch (t, x — ¢, y)* dargestellt werden kann, und
die Linearformen

¢t mayx—al gyt =By g =vix—0y y
so zu bestimmen, dass
et iwytt yyt?

in einer biquadratischen Involution vorhanden sind. Zur Beantwortung
dieser Frage wéhle ich wieder ein Beispiel.
Es seien gegeben:

g=x2—12¢y? p=x2 - 2xy—547, y=x>—8 xy + 20 y2.

Man findet
625 1
dH:— 4’,('122:—'64'(133:—4'
d,; =104, d;, = — 23?- d,, = 80.
Wenn man
25 - . i 1.
Il = ) iV dyp =8i, 1 dy; = 3 L

nimmt, also

I 'd,, dy, = — 100 u.s. w.,

dann sind die Bedingungen (12) erfiillt.
Um nun die gefragten Formen ¢ ', »* und 7* zu finden, bilden wir die
JacoBischenKovarianten; sie sind, abgesehen von multiplikativen Konstanten,

' =x?—5xy, v =x—8xy+ 12y, ¥ =x?+7Txy+ 12y
mit den Nullpunkten
A (51),A5(0,1),B,(21),B,(,1),C, (—41), C,(—3.1).
Bildet man die Paare

(B>.C)).(C;. AY). (A7, BY),
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dann kommen diese vor in der quadratischen Involution
v(x—y) +ey’=0

mit den Doppelpunkten (1, 1) und (1,0). Von diesen beiden Punkten ist
der erstgenannte der lineare Pol des zweiten in Bezug auf das Tripel
(A, B,, C';), dargestellt durch

x)—3x?y—18xy?=0.

Wir nennen diese Punkte T (1,0) und S(1,1); T ist dann der Null-
punkt der gefragten Form 7 (§ 5); also

T:y,

Um dann die Form ¢* zu bestimmen, brauchen wir nur (§ 2, Schluss)
den Pol P von T in Bezug auf die Nullpunkte von ¢ und dann wieder
den Pol von P in Bezug auf das Punktepaar (T, S) zu berechnen; der
letztgefundene Punkt ist dann der Nullpunkt von ¢*. Ebenso werden
w* und y* bestimmt; man findet:

pt=x—2y.,.p =x—3y.,.x* =x+2y,1=y'

(von multiplikativen Konstanten ist hierbei abgesehen).
Es gehoren also, wie man leicht bestitigt

(x2—12y?Y) (x—2y)% (x?+ 2 xy—5 y?) (x—3 y)?, (x*—8xy +20y?) (x + 2y) y*
einer und derselben biquadratischen Involution an.
§ 7. Die Anwendung zur Reduktion von ABELschen Integralen auf

elliptische ist der folgende !).
Es liege ein Integral

= ‘ Ldx
JVewy
vor; | sei eine Linearform; ¢, y, y seien quadratische Formen, die der
ofters genannten Bedingung geniigen, d. h. es gibt Linearformen ¢*, y*, 3+,
sodass @@*2, wyt?, xx*? mit I* (bis jetzt r genannt) in einer biquadratischen
Involution i, vorkommen. Ist also R ein Element dieser Involution, dann
giebt es Konstanten a, b, ¢, sodass

pept?=R—al', py*2=R—>bl*, yy*?=R—cl".

Man schreibt
R Pd:
pooTHANT GR Al

e " g

) Siehe KLUYVER 1. c.
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Wenn man sich aber die Formen R und [ homogen denkt — durch
Hinzufiigung von geeigneten Potenzen y” (r=1,..4) — so kann man fiir
den letzten Nenner

y (OoR o' OR ol
4P\ 0ox 0y oy ax)

schreiben; dieser Nenner hat also die Doppelelemente von i; (den Null-
punkt von [ nicht mitgerechnet) als Nullpunkte, und ist vom Produkte
@t w *y* nur durch einen konstanten Faktor verschieden; also

5
dx—- C (rF}/’+7_; dZ
So findet man

ot

I= J ~/—_I,_ dx= ‘ — 7,17111/1_/__;__ ol =
JVeyy JV(R—al)(R—bl) (R—cl

16

' dz
- C 1 e Ce—k === dZ — C J e e et
JV(R—al)(R—bl')(R—cl) J Vi(z—a)(z—b)(z—0)

I ist reduziert auf ein elliptisches Integral erster Gattung.
Am Beispiel in § 6 anschliessend:

,_’ . dx ,
) (2 12) (¢ 2x—5) (x?—8x + 20)

Man kann
R—axt—4x%—8x?+ 48x
nehmen und findet dann
a—48, b=45,c=—80;

man schreibt

2= R—=x'—4x>—8x?+ 48 x

und findet dann

res ki dz
4.‘ V' (z—48) (z— 45) (z + 80)






