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-,kIl ' 21 = C lc, - .,, - 21 (J,,) . ~ . ... . Xle,, +c,,1 = C lc, - e,,- e.,,1 (J.d . ~ ; ~ . 

sa lassen sich die Gle ichungen (I 1) und (I2) wie folgt schreiben : 

= }" .xlll+ (r, - I) .xI21 

J. ,.xI21+ (rl - 2). x IJI 

}" .Xle,,1 

i" .x ie ,, +II +- (rl - el, - 1 ).Xk ,,+21 

u. s. f. 

Man ze igt leicht . dass die Vektoren 

X i i i . X121 ..... . Xk"I , Xk,,+ II . .. . . 

. / 

linear unabhängig sind ; sie spannen den zum ersten Lande gehörigen 
r,-dimensionalen Eigenraum auf. Aus (14) entnimmt man dann die zu den 
Feldern des ersten Landes gehörigen Eigenräume van e'l. e2' •.. . . el! , ' 
Dimensionen . 

Mathcmatics. - U eber eine algebraische Au{gab~ bei der Reduktion 
van ABELschen Integralen au{tretend. (Zweite Mitteilung). Van 
W . VAN DER W OUDE. 

(Communicated a t the meeting of Janua ry 28, 1933) . 

§ 1. Die oben genannte Aufgabe, über welche schon eine frühere 
Mitteilung') handelte. ist die folgende . 

Gegeben sind drei linear unabhängige quadratische Formen 

Cf ' = ao x 2 + 2 a, x y + a2 y2 Î 
11' = bo x 2 + 1. bi X Y + b2 y 2 ( 

1. = Co x
2 + 2 Cl X Y + C2 y2 , 

I) Proceedings 1931. p . 1264- 1270_ 

(I) 

(13) 

(14) 
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Angenommen wird . dass die sechs Nullstellen dieser Formen alle ver
schieden sind. Gefragt wird: 

1. welche Beziehung muss zwischen ihren Koffizienten bestehen. damit 
es möglich sei. jede von ihnen mit dem Quadrat einer Linearform. also 
resp. mit 

( + + 2 (11+ H+ )2 ( + + )2 U2 X - al y) . {J2 X - 1" 1 Y • (' 2 x - r l y 

zu multiplizieren. sodass die entstehenden biquadratischen Formen einer 
und derselben Involution angehören. welche auch ein vollständiges Quadrat 

enthält ; 
2. die genannten Linearformen und T zu bestimmen. 
Die gefragte Beziehung ist in ihrer einfaehsten Form von KLUYVER I ) 

gegeben. In der ers ten Mitteilung habe ich die projectiv verschiedenen 
Formen von cp . lp und 1. angegeben; die gefragte Beziehung bekam eine 
geometrische Form. aequivalent mit der KL UYVERsehen. 

Es war aber dabei angenommen. dass r zwei verschiedene Nullpunkte 
hat ; jetzt nehme ich an : 

T ist die vierte Poten z einer Linearform. 

§ 2. leh führe wieder die folgenden Bezeichnungen ein. 
Die Nullpunkte von lp . lp und 1. seien resp. (AI. A 2) . (BI' B 2). (Cl ' C2) ; 

die Linearformen haben resp. die Nullpunkte A +. B+. C +. Der einzige 
Nullpunkt von T heisst T; durch eine projektive Transformation bekommt 
T die Koordinaten (l . 0) . 

Die oben erwä hnte Involution Î4 wird dann dargestellt dureh 

(2) 

Die Doppelpunkte dieser Involution werden gefunden aus 

(3) 

ausser dem Punk te T (1 . 0) /lndet man noeh drei Doppelpunkte A + (Cl I• a2). 
B+ (PI. (32)' C + (1'1' 7'2)' in dem (x . y) System - vor der ausgeführten Trans

formation -- habe ich sie dureh (at. ai ). (pt. pi). (yt . I'i ) dargestellt. 
Wenn man nun die drei Formen von i .. . welche diese Doppelelemente 

enthalten. resp . durch (a2 S - a l t)2. ((12 S - (11 t) 2. (1'2 S - 1' 1 t)2 dividiert. dann 
sind cp . 11' und 'X die Quotienten . 

Es ist klar . dass keiner der drei Punkte A +. B+. C + mit T zusammen-

I) Verslagen Kon . Akad. v . W etenschappen 26 p. 463 . 

3 
Proceedin gs Roya l Acad . A msterdam. V ol. XXX VI. 1933. 
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fallen kann . Fiele einer derselben mit T zusammen. so hätte J (s. t) einen 
Nullpunkt (1.0). also wäre dann Po = 0; aber dann hätten . wie aus (2) 
folgt. alle Formen der Involution - unter denen auch gJ. I/' und X vor
kommen . - denselben Nullpunkt. was entgegen der Voraussetzung ist . 
Ebensowenig können zwei der Punkte A +. B+. C + zusammenfallen. weil 
dann in der Involution nur noch zwei. statt dreL Formen vorkommen. 
die einen zweifachen Nullpunkt besitzen. 

Zuletzt könnte man noch annehmen. dass in (2) Po = PI =-= O. sodass 
jedes Quadrupel von i4 ein Doppelelement enthalten würde; i" könnte 
dann erzeugt werden . indem man die Formen einer quadratischen In
volution mit t2 multipliziert. Dann aber wären (p. I/' und 1. Formen dieser qua
dratischen Involution . also linear abhängig; wieder gegen die Voraussetzung . 

§ 3. Ich kann also ei ne kleine Vereinfachung der Schreibweise anbrin
gen durch 

Die Koordinaten der Punk te A +. B+. C + sind dann (o.I). (p. I) . (,.. I); 
(1. fJ und )' sind unter einander verschieden. 

Es sind also (a. I). ((I. I). (J'. I) die Wurzeln von 

Führt man s' statt sein durch 

s ' = $+ ~I t 
Po 

dann geht diese Gleichung über in 

d . h .. wenn ich die Striche wieder fortlasse . in 

Von den Wurzeln gilt dann: 

~. a = O. ~' a iJ = 3p2. a p)' = _ IJl 
Po Po 

(4) 

Führt man diese Werte für die Verhältnisse von Po. P2' P3 in (2) ein 
(PI = 0) . dann kann man À und ./1 so wählen . dass das erste GJied von 
(2) durch (s - 0 t) 2. resp . (s - p t) 2 oder (s - )' t) 2. teilbar ist; der Quotient 
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ist dann nur durch ei ne multiplikative Konstante von <p resp. '1'. ï. ver
schieden. Führt man diese Divisionen aus. dann Bndet man : 

Die Formen ({J. lP und ï. sind projektil' aequivalent mit den {olgenden : 

T = Cl 1 S2 t 2 ast +- (a 2 + 2 (i )') t2 ~ I 
Ij ' = C2 ! S2 + 2 fJ st +- (;P :- 2 i' Cl) t 2

j " 

X = C3 1 S2 + 2 )' st +- ( )'2 + 2 a fJ ) t2 ! ' 

(5) 

wo 

(! -+ (J + )' := 0 . (6) 

Hier sind Cl. C2. C3 Konstanten. Die zu 'I ), lP, ï. gehörenden Linearformen 
sind schon gefunden; sie sind s - (L t, s - P t, s - )' t . 

Der Punkt T hat die Koordinaten (1.0); es sei S der Punkt (0.1). 
Dann können wir noch die folgende Bemerkung machen, die uns weiterhin 
von Nutzen sein wird; bestimmt man den Pol P von T in Bezug auf 
die Nullpunkte von rp und dann den Pol von P in Bezug auf das 
Punktepaar (T. Sj, dann ist der letztgenannte Punkt der Nullpunkt der 
ZlI q' gehörenden Linearform s -- Cl t. 

§ i . Es sei nun gefragt, diese Formen auch dadurch projektiv zu 
charakterisieren, dass die Beziehungen zwischen ihren Invarianten ange
geben werden. 

Es ist vielleicht wieder am einfachsten dabei von ihren }AcoRfschen 
Kavarianten 'p', Ij,' und :/ auszugehen, wobei rp' die JACOBfsche Kovariante 
van ' j' und X ist: 

Abgesehen van multiplikativen. van Null verschiedenen, Konstanten , 
(man hat durch fJ -)', )' - a, '( - f3 ZlI dividieren) Bndet man, wenn 

gesetzt wird : 

und 

p = fI - i' , q = )' - (1 , r = a -' p 

q' == S 2 + (q - r) st - q r t 2 I 
1/, ' = S2 +- (r - p) sl - rpt2 

\ x' = S2 + (p - q) st - P q t 2 

p + q + r =--::.. O; 

(p, q, und r sind van Null verschieden). 

(7) 

(8) 

3* 
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Die Invarianten von I 
Ij' 

I und X I werden wieder durch rp. 

I D 'II D /
12 D '13 

I 
D /

21 Din D in I I 

11 D '31 D /
32 Din 

dargestellt. wobei I) 

e2D /II =iqr+(q-r)2=p2 ; o2 D /22 = q2.r.2D '33 = r2 ( 

ga D'12 = 2rp + 2rq + (q - rl (r - p) == - (ir2 + pq) ; er. D' 13 = (" 
= _(iq2+ pr); arD'23=-(ip2+qr)) 

(9) 

Es müssen jetzt e. a. r. p. q. raus diesen Gleichungen und (8) eliminiert 
werden. 

Es ist 

D
/
23 + V D

/
22 D '33 _ y~ 

i V D'n D '33 qr 

wenn man 

nimmt. Man findet dann sogleich 

(D'23 + Vb'n D 'n) (D/
31 + 1/ [5'33 D';l) (D'12 + V Dil D 2,) + ( 

+ 64 D' II Din D '33 = 0' ; 

wegen (8) hat man auch 

wenn man Dur 

nimmt. 

(10) 

Umgekehrt sind die Bedingungen (10) und (1 I). wenn die Quadrat
wurzeln so bestimmt sind. dass 

I/ D i, VJ5-;k = V D ii Dk k . 

1/ D~ V D n V D B = VD~I D2~ D3~ 

I) Sind die Formen BO x2 + 2 al xy + a2 y2 und bo x2 + 2 bi xy + b2 y2 gege~D, dann 
nehme ich D il = BO B2 - B12, D I2 = 1/2 (BO b2 - 2 BI bi + B2 bo): die Formen (~: , w' und x' sind 
aber nur bis auf einer multiplikativen Konstante bestimmt. 
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hinreichend. damit die Gleichungen (9) und (8) eine Lösung nach 
(J. 0. T. p. q. r haben. wobei p. q. r . von Null verschieden sind; ange
nommen wird. dass keine der Invarianten D';, gleich Null ist. 

Kehren wir nun zu den Formen T. I/, und I. zurück. Ihre Invarianten 
werden durch 

Di l D I2 D I1 

D 21 D n D23 

D31 D 32 DH 

dargestellt. Es ist bekannt . dass die algebraischen Unterdeterminanten 
d ;k von D ;k proportional sind mit den Invarianten D ';k . 

Wir kommen also zu dem Resultat: 
Wenn die Formen <p . 'I' und X der in § 1 gestellten Bedingung ge

nügen. dann bestehen zwischen ihren In varianten die Beziehungen 

Diese Beziehungen sind auch hinreichend . wenn man die Quadrat
wurzeln so bestimmt hat. dass 

Die Nebenbedingung a u 1=- 0 gibt hier du 1=- O. d .h. zwei Formen r. 
11' und X haben keinen Nullpunkt gemein ; das ist aber schon in § 1 
vorausgesetzt. 

§ 5. Man kann ebenso wie in der ersten Mitteilung diesen Bedingungen 
eine mehr geometrische Form geben . Nennen wir die Nullpunkte von 
'P', '1", x' resp. (A 'I, A '2)' (B'I ' B'2)' (C'l . C'2)' dann kann man diese durch 
ihre Koordinaten darstellen : 

Man siebt dann sogleich, dass die Paare 

(B'2, C'd . (C'2' A 'I)' (A'2, B'I) 

einer und derselben quadratischen Involution 

! ' S2 + !! t2 = 0 

angehören ; die Doppelpunkte dieser Involution sind T (1 . 0) und S (0. 1). 
Ausserdem ist 
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d . h. Sist der linea re Pol von T. sowohl in Bezug auf das Tripel (A 2• 

B]. C2). als in Bezug auf das Tripel (AI ' BI. Cl) ' 
Diese Eigenschaften bleiben bei projektiver Transforrnation bestehen. 
Man könnte. wie in der vorigen Mitteilung. hiervon ausgehend. die 

Nullpunkte von r'. //. i und von cp . /1'.1. allf einem Kegelschnitte kon
struieren . 

§ 6. Es seien nun r. 'I' und 1. wieder in der Forrn (1) gegeben; gefragt 
wird die Forrn T. die durch (t2 x - ti y)4 dargestellt werden kann. und 
die Linearformen 

q, 1 = a; X - fl i y . 'p r = fJi x - fJi y . 1. = 1'i x - yi y 

50 zu bestimmen . dass 

'7 ' cp + 2 . '/ ' '/ ' + 2 • X 1.+ 2 

in einer biquadratischen Involution vorhanden sind. Zur Beantwortung 
dieser Frage wähle ich wieder ein Beispiel. 

Es seien gegeben : 

Man nndet 

Wenn man 

nimmt. also 

625 1 
di l = - 4- . d 22 = - 64 . dB = - 4' 

295 
d 23 = 104 . d l! = - . -4 d l 2 = 80. 

.. 25 I 
dil = 2 i . I ' d;~ =.: 8 i . I /d.~~ = 2 

1 ··d l ; dn = - 100 u. s. w " 

dann sind die Bedingungen (12) erfüllt . 
Urn nun die gefragten Formen qJ' . ,/, + und 1. + zu finden . bilden wir die 

J ACOBlschen Kovarianten ; sie sind . abgesehen von multiplikativen Konstanten. 

'1" = x 2 - 5 x y . 1/" ::-: x 2 - 8 x y + 12 y 2 . 1.' = x 2 + 7 x y + 12 y2 

mit den Nullpunkten 

A 'I (5 .1) , A '
2 (0.1) . B'I (2 .1). B'2 (6.1) . C'I (- 4.1). C'l (-3.1) . 

Bildet man die Paare 
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dann kommen diese var in der quadratischen Involution 

J ' (x - y)2 + e y2 = 0 

mit den Doppelpunkten (I . 1) und (I , 0) . Van diesen beiden Punkten ist 
der erstgenannte der lineare Pol des zweiten in Bezug allf das Tripel 
(A'2' 8'2' C'2)' dargestellt durch 

x 3 
- 3 x 2 Y - 18 X y2 = O. 

Wir nennen diese Punkte T (J ,0) und S (I . I); T ist dann der Null
punkt der gefragten Form r (§ 5): also 

Urn dann die Form rp+ zu bestimmen, brauchen wir nur (§ 2. Schluss) 
den Pol P van T in Bezug auE die N ullpunkte von rp und dann wieder 
den Pol von P in Bezug auf das Punktepaar (T. S) zu berechnen; der 
letztgefundene Punkt ist dann der Nullpunkt von rp+. Ebenso werden 
'1'+ und x+ bestimmt; man nndet : 

rp + = x - 2 y • 'I" = x - 3 y . x+ = X + 2 y • T = y" 

(von multiplikativen Konstanten ist hierbei abgesehen) . 
Es gehören also. wie man leicht bestätigt 

einer und derselben biquadratischen Involution an . 

§ 7. Die Anwendung zur Reduktion von ABELschen Integralen auf 
elliptische ist der folgende I). 

Es liege ein Integral 

1 _ [J2dX 
- V-

'- rp1pX 

vor ; I sei eine Linearform; rp, '1'. X seien quadratische Formen. die der 
öfters genannten Bedingung genügen. d. h. es gibt Linearformen rp+. '1'+. x+. 

sodass rprp+2, '1''1' +2, XX+ 2 mit [4 (bis jetzt T genannt) in einer biquadratischen 
Involution i .. vorkommen . Ist also Rein Element dieser Involution. dann 
giebt es Konstanten a. b. c, sodass 

Man schreibt 

R IS d z 
}i = :: d x = d R - - dl ' 

I dx - 4R ::r; 

I) Siehe KLUY VER I. c. 
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Wenn man sich aber die Formen Rund l homogen denkt - durch 
Hinzufügung von geeigneten Poten zen Y' (J' = 1, . . 4) - so kann man für 
den letzten N enner 

}L(aR~_a!5~) 
4[3 àx ày ày àx 

schrei ben ; dieser Nenner hat also die Doppelelemente von i4 (den Null
punkt von l nicht mitgerechnet) als Nullpunkte, und ist vom Produkte 
rp + lp + x+ nur durch einen konstanten Faktor verschieden; also 

So findet man 

• /6 • d z 

= c.J ~ (R ~ a l~r(R- i/[4)-(R - cl4) d z = c.J V (z - a) (z- b) (z- -c); 

list reduziert auf ein elliptisches Integral erster Gattung . 
Am Beispiel in § 6 anschliessend : 

. dx 

1 = , J i<~;ï-=-12~ + 2x - 5) (x2- 8x + 20) ' 

Man kann 

nehmen und findet dann 

a = 48 . b = 45 . c = - 80 ; 

man schreibt 

z = R = x 4 
- 4 x 3 

- 8 x 2 + 48 x 

und findet dann 

I = ~ f dz 
1, V (z- 48) (z-45) (z + 80)' 




