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§ I : Ableitung der allgemeinsten HAMILTONfunktion und der sich daraus ergebenden 
verallgemeinerten Diracgleichungen fuer Semivektoren. 

§ 2 ; bis § 6; Suksessive Umformung dieser Gleichungen zur Erzielung einer Kanonischen 
Form, in welcher nur mehr drei willkuerliche Konstante auftreten . 

§ 'I; Ableitung der dell D iracg leichunge n entsprechenden de Broglie Wellen fuer ruhende 
Teilchen und der zu diesen gehoerigcn Stromdichten . 

§ 7 ; Zusamrnenfassung der Resulta te und Bemerkung ueber den physikalischen Gehalt 
der Ergebnisse. 

Einleitung I) : Kurzer Bericht ueber Semivektoren und ~tensoren. 2) 

In dieser Arbeit 5011. soweit es fuer das Verstaendnis des Lesers erfor~ 
derlich ist. das Notwendigste aus der Theorie der Semivektoren gebracht 
werden. Dem Ausmass der vorliegenden Arbeit entsprechend. beschraenken 
wir uns auf den Raum der speziellen Relativitaetstheorie. Wir definieren bei 
Einführung rechtwinkliger kartesischer Koordinaten (gIl = g22 =g33=-g11 = 1. 
die uebrigen g ik = 0) gewisse Tensoren C7 T. a. 1: = 1 .... 4 des Baues: 

(1 ) 

wo das schiefsymmetrische V77 der definierenden v~Relation 3) 

0 0 0 

V 7T = - t V g 1}7TI'" v·II ' · 
0 1 0 0 

g = 0 0 0 
genuegt . (1') 

0 0 o -1 

Da Vg = i. sind die V H nach (1') komplexe Tensoren und. wie (1') 

I) "Semivektoren und Spinoren", Sitzber. der Preuss . Akad . 1932. 
2) Es sei auch hier dankbar darauf hingewiesen, dass wir zu diesen Untersuchungen 

durch die von Hr. EHRENPEST eindringlich gestellte Forderung veranlasst worden sind, 
eine logisch einfache und durchsichtige Analyse der Spinoren zu suchen. 

3) " 7T i' ,. ist in den Indizes antisymmetrisch und "1231 = I . 

1 
T77i". = Vil " 77i /J ' hat Tensorcharakter und es ist T 77

i /J' = V - I,~~ UY • 
g ", 
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weiter zeigt. durch drei ihrer Komponenten (z .b. V1 2 ' Vl3 . VIi) voellig be­
stimmt. Das allgemeinste in (1) definierte Cn enthaelt somit vier komplexe 
Konstante. 

Da die CH komplex sind. so treten neben ihnen und mit ihnen von 
gleicher Bedeutung die konjugierten Groessen en auf. die. weil vH nach 
(1 /) der Relation 

(lil) 

genuegt. aber von den Cn Groessen verschieden sind . 
Sind nun zwei C . CH und c', 7 gegeben . so besteht der fundamentale 

Vertauschungssatz : 
-, - 'T' 

C., c ' " = C' 7 C " • (2) 

Der Inhalt der Relation (2) reicht aber noch weiter. Ist C'H = C' g 'T + V'OT 

der allgemeinste C Tensor. so faellt die Gesamtheit der Tensoren CH fuer 
die (2) gilt. die also mit dem allgemeinsten c-Tensor "vertauschbar" sind. 
mit der Gesamtheit eben dieser Tensoren zusammen. 

Daraus aber folgt . dass die Komposition CH c
7

'" zweier C (C'T. c',,) 
wieder ein c-Tensor ist . Aus (1) ersieht man , dass mit CH auch c'.-r = CT' 

ein c-Tensor ist. Somit ist mit Cn auch C' T c' p ein c-Tensor und wegen 
der Symmetrie dieser Groesse in T und e muss nach (1) geiten: 

Durch Summation (r = e) berechnet man q:; und erhaelt die wichtige 
Formel : 

Ist I C"'T I = l::. die Determinante der c, T , so gibt (3) : 

l::. 2 = (t Cet,' c"g)i . 

Das Verschwinden der Determinante I C"" , I ' die "Ausartung 
wird also auch durch C"' ,:; c·,' = 0 charakterisiert ~ . 

des 

50 

(3) 

(4) 

Ca/~ rt , 

stellt Betrachtet man die C",(l als komplexe Transformationsmatrix. 
sie nach (3) eine Drehung mit gleichzeitiger Dilatation dar 2) . 
nahe die folgende .. Produktbildung" zu untersuchen: 

Das legt 

(5) 

Wegen (2) ist a" , reell (a.,,= a.,, ); setzt man weiter Cu(l c"' ·' =4ép . so 
folgt aus (2). (3) und (5) sofort : 

I) Die exakte Relation zwischen t:, und c" ,:; eet ,:; ist : (i ') t:, = - ( + cet " cet ,:; y. 
2) Wir sprechen da kurz von einer "verallgemeinerten" LORENTZtransformatioD. 

. (5 /) 
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Als Transformationsmatrix betrachtet bedeutet a~,; eine reelIe LORENZ­
Drehung mit gleichzeitiger Dilatation . Ist .:p = 1. 50 ist CH eine kom­
plexe und aH eine reelIe reine LORENz-Drehung. Man zeigt auch umge­
kehrt. das jede reelIe LORENz-Drehung a~,; . wenn sie von der Identitaet 
go,; aus reell infinitesimal erzeugt werden kann. (wir nennen sie dann 
eigentliche Drehung). ei ne Darstellung (5) hat. Diese Darstellung ist bis 
auf die neben (5) triviale a~,; = (- CH) (- cr,, ) einzig. wenn auch CH eine 
LORENz-Drehung ist. 

Zwischen den Elementen a" der Gruppe der eigentlichen LORENZ­
Drehungen und den Elementen der LORENz-Drehungen c" (c", c",; = 4). 
besteht demnach die durch (5) vermittelte Zuordnung a OT ~ COT • 

Diese Zuordnung ist aber. wie man aus (2) wieder sieht. eine Isomor­
phie. und das stellt die mathematische Grundlage dar fuer die Einfuehrung 
der Semi-Vektoren und-Tensoren. 

Fuehrt man die LORENz-transformation 

k 
X j = a j X k . (6) 

der kartesischen Koordinaten aus. so transformiere sich def1nitionsgemaess 
ein Semi-Vektor "erster Art" (!~ gemaess I) 

. (6') 

und der Semi-Vektor "zweiter Art" o~ gemaess: 

. (6 /1 ) 

Zwischen den a j k und der LOR ENz-transformation C"I' besteht dabei die 
Relation (5). 

Die konjugierte Groesse des Semi-V ek tors der eioen Art ist nach 
Definition der Semi-Vektor der anderen Art. 

Ist Co T irgend ein c-Tensor und c" ein LORENZ-C (C" ;3 c"fl = 4). so 
folgt nach (3) aus 

(2' ) 

nach Multiplikation mit c/ 

C - -: - '; C 
0 . ' = Co C" -:p (7) 

Der Vergleich mit (6') zeigt. dass jede C " Groesse. als Semi-Tensor 
erster Art betrachtet. numerisch invariant ist. Wir koennen das mit 
unserer Bezeichnung der Semi-Indices auch kurz so sagen: C;~ ist numerisch 
invariant. 

I) Der einmal ueberstrichene (griechische) Index charakterisiert die Semigroesse erster 
Art, der zwei mal ueberstrichene Index die Semigroesse zweiter Art. 

Wo der Charakter eines Index feststeht (als Raumindex oder Semiindex erster ode 
zweiter Art) lassen wir spaeter die unbequemen Ueberstriche weg . 
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Im besonderen gilt das fuer g~ ; (eH . die Transformationsmatrix des 
Semi~ Vektors ist ja eine LORENZ~transformation). 

Ebenso zeigt man. dass C~ ~ . insbesondere g~~ numerisch invariant sind. 

(Das" Auf und Niederziehen" von Semi~Indizes geschieht mit dem 
Mass~Tensor gH = g~T = g7 ~ des Ri) ' 

Neben diesen Tensoren zweiter Stufe numerischer Invarianz tritt als 

einfachster solcher Tensor der fundamentale E Tensor dritter Stufe E'·~. 
der von vier Konstanten alt) abhaengt. 

Seine Form ist : 

Sind die al t) reell. · so gibt (8) 

(9) 

In der vorliegenden Arbeit wird das allgemeinste lineare Gleichungs~ 
system erster Ordnung fuer zwei Semi~ Vektoren 1p;; und X~ untersucht. 

E r7 ? (x,~.r- i E X? (P r) = C' 7 1p; t 
E·r7 ,O (IJ1 ~. r - i E1p;CPr)= -CP~ X~ ~ 

(10) 

(E mit den Konstanten alt) . E* mit den Konstanten a~)) . das durch 
Variation der allgemeinsten in Betracht kommenden Hamiltonfunktion 
geliefert wird (§ I). CPr ist in (10) der electro~magnetische Potentialvektor. 

§ I. Hamilton-Funktion und Feldgleichungen . 

Der Hamilton Skalar des Gesamtfeldes ist von der Form : 

wob ei Hl den metrischen Krummungsskalar. H 2 den Skalar des electro­
magnetischen Feldes (cp"" cp"") und H3 einen von uns zu suchenden Skalar 
bedeutet. der vom electro~magnetischen Potentialvektor CPr und zwei 
Semi~ Vektoren 1p;; und X; abhaengt. Dabei erweist sich H3 als weitgehend 
bestimmt durch zwei Bedingungen : 

a . Es soli reell sein. 
b. Es soli die genannten Groessen so enthalten. dass das resultierende 

Gleichungs~System in Bezug auf die Semi~Groessen linear und von ers ter 
Ordnung wird und wesentlich nur die antisymmetrischen Ableitungen 
der cp. bestimmt (cp~Bedingung). 

Diese beiden Bedingungen fuehren zunaechst auf folgende Form von H3' 
wobei wir uns vorlaeufig auf die spezielIe Relativitaetstheorie beschraenken. 
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(Diese Beschraenkung ist nach den Ergebnissen unserer frueheren Arbeit 
nicht wesentlich, da dort gezeigt wurde, wie man die allgemein-relati­
vistischen Ausdruecke zu bilden hat .) Sind A , B reelIe Konstante so ist : 

H J = E~7 (1/. i - i I:: 1/ CPI) ï;/ + E~7 (1j/. i + i E 1;/ CPi) 1/ ) 
+ i A [E~7 ("1/. i - i E 11" !Pi) tp7 - E~7 (tp'. i + i E lP' CP I) 11'7] ( 

+ E~~ (X'. i + i E X' CPi) l + E;; (l. i - i E x' CPi) t j' 
+ i B [E:~ (X'. i + i EX' CPi) l - E:~ (z'. i - i E z' ~i) tJ 
+ CT 11'~ t + (;'7 'ïj/ XT 

(1) 

Es ist dabei wichtig zu bemerken, das die "cp-Bedingung" (Invarianz 

von H 3 sobald fuer cp" rp', X' , der Reihe nach cp. + ~ ~a , 11" ei " , X' ei" 
I r E uX. , 

gesetzt wird) nur die Einfuehrung einer einzigen Konstanten E gestattet. 
Ist aIr) = a, + i fJ r resp. a~,) = a; + i /I; das Konstantensystem in Eresp. 

E*, so gilt : 

Die beiden ersten Zeilen von (I) lauten dann : 

E~T (a) (11" , I - i ë 11" CPi) 1jJ7 + E~, (a) (1/. i + E 1;/ CPI) 11'''-

+ [E~T (iJ) (11" , i - i E 11" cp;) 1;/ - E~, (iJ) ("1/.1 + iE tp' tp ;) 1/] i 

+ i A [E~T (a) (11". i - iE 11" CPi) 1j/ - E~, (a) (îï/ i + i I:: 11/ CPi) rp7] 

- A [E~7 (fJ) (1;/, i - i E rp~ CPi) lP'!' + E~, (fJ) (1/. i + i F. tp' CPI) 11'7] 

Die erste und letzte Zeile liefern bei Variation nichts und können 
daher weggelassen werden, dagegen ergeben die beiden anderen Zeilen. 
wenn man : 

Y, = iJ, + A ar setzt , 

Ohne also etwas an Allgemeinheit zu verlieren. kann man statt (I) als 
zusatzlichen Hamiltonterm wä hlen (bis auf den Faktor i) 

E~7 ("1/. I - i E rp' CPI) tp7 - E~7 rp' ('ij/. I + iE ,;/ CPI) 

- E~~ (t. 1 + iE t CP I) X7 + E~~ t (l. i - i E X
7 

CPI) 

+ C' 7 11" r - C' 7 lP' l 

(2) 

wo jetzt die Konstanten in Eresp. E* re ell sind. Sie werden im Folgen-
32 

Proceedings Royal Acad. Amsterdam, V ol. XXXVI. 1933. 
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den wieder mit a und aX bezeichnet. Wir erhalten aus (2) durch Varia­
tion der 1jJ und X die "Dirac Gleichungen" I) : 

E i ( ' . ' ) C- 'l ,T 1jJ . i - I /; lP ({J , = + T' X . 

E I. ( T . T ) C T 
7T X . i - I ë X ({J i = - 7, Ij ' 

(3) 

Den Stromvektor erhaelt man aus (2) durch Variation von ({Ji in der 
Form: 

'

i E i , 7 + E i. - 7 T = , 7 lP lp 7T X X (4) 

Wie es sein muss gilt: 

Ti=O . (5) 

als Folge des Systems (3). 

§ 2. Die Dirac Gleichungen . 

Das System § I, (3) resp. 

E r" ( . ) C- T

; l 1jJ,. r - I [ lP, ({Jr = ' X,, 

r- -* "'" E o, (X7.r - i EX, ({J r) = -e" 1jJ,; 

(1) 

hat neben der Konstanten f die reellen 8 Konstanten ai' a; in den E 

und weiter vier komplexe Konstante (Cl I • C12 • Cn • Cli) die die Co" 
der rechten Seiten fixieren . Das sind neben E im ganzen 16 reelIe Kon­
stante. 

Wir können aber diese Konstantenzahl erheblich vermindern. wenn wir 
von der Möglichkeit Gebrauch machen , statt der Groessen XT' durch ei ne 
nieht-ausgeartete cr" Transformation 

XT = c/' x,· (2) 

die Groesse ~" einzufuehren. und statt der Groesse 1jJ, durch eine nieht­

ausgeartete c'/, Transformation 

(3) 

die Groesse T.'" 
Ein Bliek auf die Hamiltonfunktion § 1. (2) zeigt. dass dabei E in E 

uebergeht 

E i Ei " - ' 7 
"'" ,lil ' :=:. 7 7 C ju. C '0 (4) 

und E* In E* 

E i . E i' , - T 2) ",' -== 7 1" C ,H C " (4') 

I) An diesen Gleichungen ist wesentlich das Auftreten der Transformattonsinvarianten 
Paktoren C auf der rechten Seite. 

2) !! ist natuerlich wieder numerisch invariant, also eine E Groesse vom gleichen Bau. 
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Welche Transformationen der Groessen a in ~ resp. a* in a* wird 

durch ei ne solche E Transformation (4) rep. (4') erzielt? 
Setzt man in die Relation 

E~" T' = Ei~7 Ci" . (5) 

der Reihe nach fuer i. /1. r die Werte 1. 1. 1; 2.2 . 2; 3.3.3 und 4.4.4 
so erhält man sofort 

k 
ai = Clk a 

wo a. a' die Werte der Konstanten in E. E' sind. 
der Relation 

die Beziehung 
- k ' 

ai = Clk a . 

Somit gilt 

zusammen mit 
_ - k j 

ai - Cik C j a 

(5 ' ) 

Ebenso folgt aus 

(6) 

(6') 

(7) 

(7') 

Eine Transformation (7) induziert also in bezug auf die Konstanten 
a der E eine "verallgemeinerte" reelIe LORENTz~transformation. 

Wenn wir daher vom "Pseudo Vektor" (ai) sprechen statt vom System 
der vier Konstanten (ai). so denken wir an dieses Verhalten. 

Ebenso erscheint es zweckmaessig vom raumartigen und zeitartigen E i"T 
zu sprechen. und zwar mag E raum. resp. zeitartig genannt sein. wenn 
(ai) raum resp. zeitartig ist. Wir sprechen auch von einem ausgearteten 
E. wenn der entsprechende Pseudo Vektor ein Nullvektor (ai a' = 0) 
ist. Da wir es in (7') mit einer eigentlichen (verallgemeinerten) LORENTZ~ 
transformation zu tun haben . so koennen wir durch ei ne C~i' Transforma~ 

tion (7) eine raumliches E auf die Form Ei n (1. O. O. 0) bringen I) (ai = ~;). 

und ein zeitartiges auf die Form E' ~T (0. O. 0.1) resp. Ei ~T (0. O. O. - 1) = 
= - E'n (0. O. O. 1). (ai = ~~) . Von dem ausgearteten E sehen wir in dieser 

Arbeit ab. 
Somit sind die Hauptfaelle zu unterscheiden: 

I. E und E* in (2) § 1 sind raumartig 
11. .. zeitartig 

lIl. Eist raumartig. E* ist zeitartig. 
Wir behandeln in der Arbeit eingehend den Fall (I). werden aber ueber 

die analogen Untersuchungen der Faelle II und III an gegebener Stelle 
mitteilen. warum sie unserer Meinung nach physikalisch nicht in Frage 
kommen. 

I) Ei7T (al, al, al, Ri) gemeint ; die Werte der Klammer gebeD die Werte der " kontrav", 
ai aD. 

32* 



504 

§ 3 D er Hauptfal/: E und E* sind raumartig. 

Erste Reduktion. 

Das System (1) § 2 lautet jetzt 

Er~7 ('P". r - i f ljJ ~ qJr) = C7,' x; ~ 

Er"7 (X _ - i t' x_m)=-C " ~lp -
" " r ... 'f' r ,"" 

. (1) 

wo die beiden E gleich und zwar gleich E (1. O. O. 0) sind. dieses System 
enthaelt neben der Konstanten [ nur mehr die voneinander unabhaengi­
gen vier komplexen Konstanten (CII • C l2 • C 13 • C I4) . 

Eine Transformation der 'I' ~ in (P~ 

(2) 

gibt. wie man aus (1) oder aber aus der Hamilton Funktion (2). § 1. 
sofort ersieht für das erste Er" in (I) resp. für c.' ~ die neuen Werte. 

E r Er " -7 
.'" .'J. " == "; '7 C ," C " • (3) 

C."7 = C~7 C~.". (3') 

wogegen das Er~7 des zweiten Systems in (1) unverändert bleibt. 
Die neuen a in § berechnen sich aus (3) nach § 2 (7). (7'). 

(4) 

Wir koennen nun. ohne die allgemeine Form (1) mit E (1. O. O. 0) auf­
zugeben. jene veraHgemeinerten LORENTztransformationen Cl k zur weiteren 

Konstanten Reduktion heranziehen, die das al (1. O. O. 0) in a j (± 1. O. O.O.) 

transformieren. 
Unsere Forderung betreffs der ck fuehrtzudenGleichungena r = Cjk ekr a j 

} -
± 1 = CII e lI + CI2 e

21 + CI3 e
31 + Cli e

i1 
) 

0 = CII e
l2 + Cl2 e

22 + CI3 e32 + CH ei2 
( 

0 = CII e l3 + Cl2 eB + CI3 e
33 + CI4 e H ( • 

0 = CII e H + CI2 e2i + CI3 e
3i + Cli eH) 

('I') 

Wir wollen in diesem System die Cik durch die folgenden vier ausdruecken 

. (5) 

dann geiten wegen der Symmetrieeigenschaften der C'k 

Cl2 = ic . CI 1 = id. Cli = - ib. Cn = C33 = - C14 = a. (5') 
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Fuehren wir (5) und (5 ' ) in (4 ' ) ein, so erhalten wir 

± 1 =aa+bb-ec -dd. . (6) 

o=a~-ea-b~+d~~ 
O=ad-da- eb + be ' . 

O=ab-ba+dc- ed~ 
(6') 

Wir diskutieren zuerst das System (6'). Ist 

a : b~ a: b. . (7) 

so lassen sich die Komplexen Zablen e und d durch a und b darstellen 

e = pa + q b , d = ra + sb; p, q. r, $, reelI. . . (8) 

Das System (6') gibt dann 

q+r=O, s-p=O, 1 +rq-sp=O (9) 

also 
(9') 

Somit kann man setzen : r = cos a, s = sin a, p = sin a, q = - cos a 
demnach 

e = a sin a - b cos a, d = a cos a + b sin a . 

Aus (10) folgt 
- -

aa+bb-e c -dd = O . 

im Widerspruch zu (6). Also ist notwendig: 

a a 
-= -=-- =). 
b b 

· (10) 

· (I 1) 

wo À natuerIich reell ist. Aus der letzten Gleichung (6') folgt damit 
--

e e - = -=--- = It 
d d 

mit reellem Il . Die beiden ers ten Gleichungen (6') haben wir dann redu­

ziert auf CuÀ - 1) (bd - bd) = 0 und (À + ft) (bei - bd) = 0; da ftÀ = 1 und 
ft = - À reell nicht zu erfüllen ist, muss sein 

b b 

d d 

Als einzige Lösung von (6') haben wir demnach 

a 

a 
b 

b 

e d 

c d 
· (12) 
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Die komplexen Zahlen a . b. c. und d fallen nach (12) in eine Richtung 
der Gaussischen Zahlenebene. Diese Richtung bleibt auch nach (6) will­
kuerlich. 

Wir fassen fuer das Folgende C7 , ins Auge. fuer die die a. b. c. d. 
reell sind; 

(13) 

Fuer jedes CT' aber. das (I3) genuegt. also (6') erfuellt . lautet (6) 

Ein solches Cn ist also ei ne komplexe LORENTz-transformation oder 
das i-fache ist eine solche . 

Es geiten nun die folgende zwei Saetze: 
I. Sind C,k und C' , k zwei C der Bedingung (13). so ist auch ihre Kom­

position C7 k C' kT ein solches c. 
11. Jedes CT,' hat die eindeutige Zerlegung 

(14) 

wo C und C der Bedingung (I3) entspricht. 
I 2 

Wenn wir in (2) c~ = (\ .~ ei" setzen. so bleibt (3) E. ungeaendert und nur 

C" multipliziert sich mit e i
"- (3 ' ). Das bedeutet die Moeglichkeit im System 

(I) C,r durch C" e i
"- zu ersetzen . Ist (I i) die Zerlegung des CTF der 

rechten Seite von (I) in C und C der Eigenschaft (13). so ist 
I 2 

die analoge Zerlegung fuer Ç7?' Es ist also 

C T O = CT; COS a - CT' sin a 
1 ' j 2 ' 

Ist nun bei jeder Wahl von a ç ausgeartet. gilt a1so immer 
I 

so muss notwendig auch sein 

CT,; C7p = 0 
I' I' 

CT,; CT? = CT? CT,' = C7p CT,' = 0 
I I 2 2 I 2 

Dann aber ist nach (14) auch CT.' ausgeartet. 
Wenn wir also CT? als nicht ausgeartet voraussetzen 

(IS) 

(16) 

(17) 

(18) 

so wissen wir. dass (event . bei erlaubter Aenderung von C Tp) auch Co 
I ' 

nicht ausgeartet ist. Wir duerfen dann in (2). (3) und (3') 

(19) 
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setzen , wobei sich das reelIe eaus (13' ) in der Form 

± 4 = e2 C" 3 C",; 
I I 

bestimmt. N ach (3' ) und (14) gilt 

= ± ~ gT" + i C7 " (! . 3 . 

(20) 

(21) 

Je nachdem dabei in (20) das ± Vorzeichen gilt (also auch in (13 ' )), 
reproduziert sich in (3) das Eresp. wird ~ = - E . 

Wir haben a/so (21) erreicht, dass au{ der rechten Seite des Systems (I) die 

CH , C34, Cu 

rein imaginaer sind. Dabei hat das System (I) entweder seine Form be­
halten , oder es tritt an seine Stelle 

E r7 r (IIJ_ - i ë l/,_m )=C7.' Y . ~ ..,. " r • -, r / "" ,# 

E r77 (X7. r - i t X7 lP,) = C P7 lP? 
(I ') 

mit dem Stromvektor 

(I " ) 

Somit ist der Hauptfall in die Unterfaelle (I) und (1 ') zerfallen , neben 
dem E gibt es jetzt noch fuenf Konstante im System. 

Urn den Unterschied zwischen den Systemen (I) und (1') klar hervor­
treten zu lassen wollen wir im naechsten Paragraphen jene Loesungen 
betrachten, die den D E BROGU E Wellen ruhender Partikeln entsprechen. 

§ 4. Die DE BROG UE Wellen {uer den Haupt{all des § 3. 

Wir betrachten das System : 

Er77(V_ -i Ev_m )=+ C ,:7 1JJ • ~ A ; , r /~ ;. 'r r '1 i"' 

E r77 (11'7.r - i e 11'7 lP,) = - C 7F X,o 
(I) 

in welchem 
E = E (I. 0, 0, 0) ist, 

und wobei noch die 

b = CH , C = C34 und d = Cu reell sind. 

Dieser Fall entspricht voellig dem, wo die angeschriebenen C 23, C34, 
C42, rein imaginair sind, da ja in (1) die C den Faktor ei" zulassen. 
Wir waehlen der einfacheren Rechnung wegen die obigeRealitaetsannahme. 
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Wir setzen dann in (I) die DE BROGUE Welle ein bei verschwinden­
dem e1ektro-magnetischen Potential. 

und erhalten 

ill a 7 E" "7 = C P' fJ" ~ 

- iV fJ7 E" 77 = C 7p a" \ . 

(2) 

(3) 

und ausfuehrlich (CI 2=- ic, C13 = -ia , Cli = ib. CII=C22=C33= 
= - CH =a) 

-iva" = afJI + iCf32 + idfJJ -ibfJ" 

vaJ = -icfJI + ab2-bfJJ + d fJ" 
(4) 

ivfJ" = aal + ica2 + idaJ-iba" 

vfJJ = -ica l +aa2 + baJ-da" 

-VfJ2 = -idal -bd2 + aaJ + ca" 

ivfJ I = iba l + da 2-caJ-aa" 

durch Elimination der al erhaelt man endlich : 

(-v2-aa-b2 + c2 + d2) fJ I- i (a-a) ctJl-i (a--a) dfJ3_i (a -a) bfJ" = 0 

i (a-a) cfJ I + (-v2-aa-b2 + c2 + d 2) fJ2 + (a-a) bfJJ + (a-a) dfJ" =0 

i (a-a) d jJ1-(a-a) bfJ2 + (- lI2-aa-b2 + c2 + d 2) fJJ- (a-a) cfJ" = 0 

i (a- a) bfJI-(a-a) diP + (a-a)cfJJ- (-v2-aa-b2 + c2 + d 2) fJ"=0 

(4 ') 

. (5) 

Die Matrix des Systems (5) ist offensichtlich eine C77 Matrix; ihre 
Determinante ist demnach bis auf das Vorzeichen gleich dem Quadrat 
von t C'7 C"7 oder von 

Somit hat (5) dann und nur dann ein Loesungssystem fJ' *" 0, der ein 
ausgearteter Semi Vektor ist I), wenn 

(7) 

erfuellt ist. Da (a - a)2 < 0 so muss B2 > 0 sein. Wir erhalten also die 
Bedingung: 

(8) 

Setzen wir weiter 

a = a + i {3, so wird (7) zu ) 1
2 + a 2 + tJl + B2 = ± 2B fJ, . (9) 

also zu 
) 1

2 + a 2 + ({3 ± B)2 = 0 . (10) 

I) Und zwar der allgemeinste Spinvektor _des durch (5) (bei gegebenen ,,) gegebenen Typus. 

Ein Spinvektor ist dabei a ls SemiVektor l definiert, fUr den eine Bezichung C77 (I" = 0 

(mit naturlich ausgeartetem C
T7

) gilt. 
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Es gibt also in diesem Fall keine DE BROGUE Wellen. 
Im Falie (1 ')§ 3 tritt an Stelle von (1) das System, wo in der zweiten 
Gleichung von (1) die rechte Seite das Vorzeichen wechselt. Gleichzeitig 
hat der Strom Vektor die Form § 3 (1 "). 

Die Rechnung ergibt im zweiten System (3) und in (4') einen Vor­
zeichenweichse1 der linken Seiten. was dann wieder zum System (5) 
fuehrt, aber mit - v 2 anstatt + 1,2. 

Die Bedingung (8) bleibt weiter aufrecht, wogegen statt (10) jetzt 

v2 = a 2 + (fJ ± B)2 tritt . (11 ) 

tritt. 
Es treten also DE BROGUE Wellen mit zwei numerisch verschiedenen 

l ' auf, sobald nur fJ und B nicht verschwinden. 
Es ist nach diesen Ergebnissen zu vermuten, dass eine weit ere Re­

duktion des Systems (1 '), noch durchfuehrbar ist, da anscheinend nur 
zwei der fuenf noch restlichen Konstanten ei ne physikalische Bedeutung 
zu haben scheinen. Es wird uns gelingen diese Vermutung als richtig 
zu erkennen. 

Wir werden auf eine "kanonische Darstellung" des Systems (1') stossen, 
in dem 

CH = C42 =O 

sind und weiter Cl I rein imaginaer und CH reell sind. 
Setzen wir (vorgreifend) in (4) c und d = 0, 50 zerfaellt (4) in: 

-iJ'u1 -= afJl-ibp1 

-iva l = ibfJl-afJ1 

l'a3 = afJ2 - bfJ3 

- va2 = bfJ2 + afJ3 

(12) (12') 
-h'fJl = ibal-aai 

-vfJ3 = aa2 + ba3 

1'(/2 = - ba2 + aa3 

wobei dem System (I') § 3 entsprechend die Vorzeichen des Systems 
(12') entsprechend geaendert wurden. Durch Elimination von a erhalten 
wir daraus: 

(1,2 - a a - b2) fJl + i (a - a) b (11 = 0 ~ 

i (a - a) b fJl + (1·2 - a a - b2
) fJi = 0 \ 

(v 2 
- a a - b2

) (12 + (a - a) b fJ3 = 0 ~ 

- (a - a) b fJ2 + (,.2 - a a - b2
) fJ3 = 0 \ 

Es gibt zwei Wurzeln v2 fuer die gilt I) 

1.2 - a a - b2 = ± i (a - a) b 

(13) 

(13') 

(14) 

I) Im folgenden werden die beiden PadIe gemeinsam behandelt. wo zwei Vorzeichen 
untereinander auftreten. bezieht sich das obere auf die ers te das untere auf die zwelte der 

Wurzeln ("1 bezwo '020) 
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Dies gibt zusammen mit (13) PI ± Pi = O. iP2 ± P3 = 0 

Pi = =t= PI 
Aus (12) erhalten wir dann: 

- i l' al = (i b ± a) fi l I 

also 

- i J! a" = (a ± ib) PI ( 
J ' '13 = (a ± ib) P2 

- l' a 2 = (b =t= i a) 132 

ai = ± al 

\ 

Fuer die Stromdichte 

[" = Ei7r a 0 a T - E"7~ Po fir 

erhalten wir nach einiger Rechnung 

['I = =t= 4 (fiJ ji2 + fil /JI ) 

(15) 

(16) 

. (16/) 

. (17) 

Es zeigt sich also als wichtiges Resultat. dass die zu den beiden )' 
gehoerigen Elektrizitaetsdichten entgegengesetztes Vorzeichen besitzen . 
Den beiden ponderabelen Massen erscheinen demnach (nach der ueblichen 
Interpretation) elektrische Ladungen von entgegengesetztem Vorzeichen 
zugeordnet. Hier ist der Ort ueber die beiden andern Hauptfaelle 11 und 
III des § 2 zu berichten. Der Hauptfall (11). bei dem wohl auch zwei DE 
BROGUE Wellen auftreten. faellt vom physikalischen Gesichtspunlct be­
trachtet aus. weil dann die Stromdichten stets einerlei Vorzeichen haben; 
das fuehrte zu einer elektromagnetischen Feldtheorie. in der nur elek­
trische Massendichten eines bestimmten Vorzeichens auftreten. 

Im Hauptfall III existiert nur eine DE BROGUE Welle. 

§ 5. Die weitere Reduktion der Dirac-Gleichungen. 

Wir konnten bisher erreichen. das die rechten Seiten der Dirac­
Gleichungen das C7T bereits in der Form 

CH • CH • Cn rein imaginaer 

enthalten. Die E der linken Seiten haben dabei als Konstante die Werte 
ai=d:. 

In diesem § soli gezeigt werden. dass es noch zusaetzlich gelingt 

C II reell 

zu bekommen. 
Wir benutzen dabei gemaess den Ueberlegungen des § 3 ein 57~. wo 

bis auf den gemeinsamen Faktor ei" die (1. 1). (2. 3). (3. 4) und (-4. 2) 
Komponenten reell sind. 

C'T = cH e i « l 
~II • Cn. CH. Cn reelI. ~ . 

(1) 
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Nach (3') § 3 gilt 

C C ' C 7 ia: 
"" II T ~ '1 T:" ,U== 7TC ,I,e . 

Fuer CH wollen wir die bisher erreichte Farm annehmen 

Cn = Ag,,: + i C,,: . Areell. 
I 

wo CH die Realitaetsbedingungen 

bereits erfuellt. Fuer ç ':" machen wir eine gleiche Annahme 

C 7,,, = A g 711 + i C ", . 
~ ~ 2 

wo jetzt noch zusaetzlich zu CII' Cn. C3i • Ci2 • reell 
2 2 2 2 

CII = 0 sein soli . 
2 

Es zeigt sich. dass man unter der Annahme 

die c7 eia entsprechend (2) und (1) finden kann . 
" Fuehren wir die Groessen (3) und (5) in (2) ein. sa erhalten wir 

Ag. ,,, + i C'" = (A g7. + i C ,.) C
7
" (cos a + i sin a) = 

~ 2 1 ~ 
= (Ag7T COS a - C 7. sin a) c' ,,, + i (Ag7• sin a + Cn cos a) c

7
" ~ 

I I) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

Da die Zerlegung in c Groessen der obigen Realitaetsverhaeltnisse 
eindeutig ist. gilt 

A g." = (A g7. cos a - C7 T sin a) C'" (8) 
~ I 

Cl'. = (Ag'T sin fl + C ,. cos a) C'" (8 ' ) 
2 I 

Wir setzen 

c' c " = rr.. "7 . . " P "+' ,:) 
(9) 

Da wir c erst suchen. sa ist .:p *" 0 ei ne Annahme. die spaeter zu 
rechtfertigen sein wird. Multiplizieren wir (8) mit c /' . sa erhalten wir 

.~ Ac,. = A g OT cos a - C o. sin a 
't' '" ' 1 1 j 

(10) 
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Fuer (8') gibt das 

~ A CP7 = (A g77 sin a + C7 cos a) (A g,~, cos a_C7,1I sin a) J 
'+' - 2 1 1 ( 

= A 2 g7,11 sin a cosa- C77 C 7,11 sin a cos a + A C ,1I7 cos2 a- \ 
1 1 1 

- A C7,1I sin 2 a 
1 

Wegen (6) gilt (Cn = 0 und C7 C 7
,,, = t Cc" , Ca " g7,1I) 

2 1 1 1 1 

. (11) 

0= (A2 - t e x,; C a,,) sin a cos a + A C n (cos2 a - sin2 a) (12) 
1 1 1 

oder 

0= (A2 - t C ." C""' ) sin 2a + 2A CII cos 2a (12') 
1 1 1 

Das liefert den gesuchten Winkel a. womit die rechte Seite von (10). 
also C,OT bis auf einen Faktor gegeben ist. 

Unter den gemachten Annahmen fuer A und C77 zeigt sich. dass 
I 

C,07 nicht ausgeartet ist. 
Die quadratische Bedingung § 3 (13') gibt dann. 

+ Ca " c"" = + l. also cp = I in (9) .. (13) 

da ja die beiden Unterfaelle unseres Hauptfalles I wegen ihres ver­
schiedenen Verhaltens gegenueber der DE BROGLIE Welle nicht in einan­
der transformierbar sind. (Eine DE BROGLIE Welle bleibt bei unseren c 
Transformationen der lp natuerlich bestehen). 

Die Gleichung (I 3) dient endlich zur Bestimmung des Faktors ~ in (10). 

Im naechsten § gelingt die Reduktion auf die Normalform: Es ver­
bleiben nur mehr zwei Konstante in der Dirac-Gleichung. das reelIe Cl I 
und das rein imaginaere CH . 

§ 6. Die Normalform der Diracgleichungen. 

Die letzt erreichte Form der C77 der rechten Seiten der Diracglei­
chungen war 

C 11 rein imaginaer. C n. C H. C 42. reelJ. . (I) 

Wir suchen nun zwei c. also c und é zu bestimmen. die den Beding­
ungen (13). (13') des § 3 entsprechen und den Relationen genuegen 

. (2) 

wo fuer C und é die Realitaetsverhaeltnisse (1) gelten und weiter 

C3i = è i2 = 0 iet. 
Da fuer c und é die quadratischen Relationen (13') des § 3 

(3) 
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geIten, so folgt aus (2) nach Multiplikation mit C'7 

(4) 

Wir koennen also. sobald (2) erfuellt ist. durch gleichzeitige Tliansfor­
mation der beiden Semi-Groessen aus den Diracgleichungen mit den C o> 
zu den mit den (;,'7 gelangen. ' 

Das System (2) wieder gilt fuer alle Wertkombinationen (r. a). wenn 
es fuer (1. 1). (I. 2). (1. 3). (I. 4) besteht. Das gibt vier Gleichungen. 

CII CII +C12C21 +C13 C31 +CliC11 = CII é ll +C12 é 21 +èJ3 é 31 +èl1 é11 

C21 CII +C22C21 +cnC31 +C21 C1I = C 21 é 11+ C n é 21 +Cn é 31 +C21 é11 

C31 CII+ C32 C21 +cnC31+C31Cil = C 31 é ll +C32 é 21 +Cn é 31 +C31 é 11 

Ci1 CII +C12C21 +C13C31 +Cl1Cl1 = C i1 é ll +C12 é 21 +C13 é31 +CH é 11 

Wir formen (5) um bei Benutzung der c-Relationen 

und erhalten 

II 31 12 13 - II 31 - 42 - 23 

(5) 

(6) 

\ 

C C II-C C31_C C12-C C23 - C~ c- II -C~ C- 31 C~ C- 12 C~ c-n I 
iC31CII +iclI C31+icnCi2+ic12cn = -i~31 é 1I +i~11 é31+i~n é12+i~12 én (7) 

-iC12C II-icn C31 +iclI C12-ic31 C23 = -iC12 éll-iCn é 31 +iCII é 12 _iC31 én ( 

iC23CII +icnCH-ic31C12+iclI cn = iCn ê1 1 +iC12 é31 _iC31 é12 +iCII é23 J 

Wegen der Realitaetsverhaeltnisse zerfaellt das System in 

CII C II = C II éll 

C31 C ll = CII é 31 

C12 C ll = Cl I é1'2 

C23 C II = C II én 

Wenn man 

CH C H + C12 C i2 -Cn C 23= CH é 31 + Ci2 é 12-C23 én 

CII C 31 +cn C n -Ci2 C 23 = C31 éll + Cn é 12 -è12 én 

C23 C 31 -CII C 12 -C31 C n =-C12 éll + è 23 é 31-è31 én 

C12 C31 - Cli Cn-clI en = - Cn éll t C12 éH - è3i é12 

CII = C II (9) 
verlangt. so folgt aus (8) 

(10) 

(Wegen (3) konnte es C"" = ± é",< lauten. fixiert man aber (9) so gilt 
(10) ). 

(8') 
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Da C"" c"" = é"" é",; ist. so ist mit der Transformation der Gleichungen 

mit den C in die mit den C keine oder eine gleichzeitige Aenderung 
des Vorzeichens der E (in den Gleichungen) verbunden. Das aendert 
natuerlich gar nichts am Typus des Dirac-Systems. Bei Beruecksichtigung 
von (10) wird (8') : 

- C23 (C23 - Cn ) + C31 (C3i - ( 31 ) + Cu (Cu - Cd = 0 

Cl I (C3i - CH) + C23 (Cu + Cd - Cn (C23 + Cn ) = 0 

Cl I (Ci2 - Cd - C2 3 (C3i + CH ) + CH (C23 + ( 23 ) = 0 

Soli dieses System mit C' 7 -=f 0 erfuellt werden. muss die Determinante 
von (11) verschwinden . Diese (.6.) ist : 

(12) 

Wir erfuellen .6. = 0 dureh: 

C~ 2 - C2 C2 - C2 23 - 23 - 3i i2 (13) 

Fuer das C'7 aus (11) berechnet man dann leicht CH C'7 -=f O. Wir 

haben somit mit den berechneten C'7 . Cn und CH das System (4) erfuellt 
und die Normalform hergestellt. I) 

I) Wir haetten die Reduktion der Diracgleichung~n fuer Semi-Vektor~n auch auf einem 
zweiten Weg erreicht. wenn wir a ls ersten Schritt in der Hamiltonfunktion H3 durch 

ei ne c-Transformation das C" in g'7 verwand~lt haetten. Wir haetten dann nur mehr 

die acht re~ll~n KODstanten B I resp. B ; (i = I. . .. i) des Eresp. E*. 

Jede weitere Transformation I", c-o C ~ '1:" • ;.' = c'/ ~,; der t", . ;., in '1:, • ~, hat dann 

t'" ;.' invariant zu lassen. Das gibt d ie Bedingung c',{ c," = ,,~ . d .h. die Transformation 

d~r ~, und y. hat mit zu einander inversen Matrizen zu geschehen. 

Der zweite Schritt bringt dann das eine E in H3 auf Normalform. z.B. auf E (I . O. O. 0). 
wenn es "raeumlich " ist . 

Das laesst aber noch a lle Transformationen dieses E in sich zu. d.h. alle c-Trans-

formationen . fuer die /; = c/ ~j k Y.k eine Drehung urn die xI -Achse ist. 

Sind BOk die Konstanten in EO . so erfaehrt bei ein~r solchen Drehung der "Vektor" 
BOk eine Drehung urn die xI-Achse. 

Es kann daher die Endgesta lt errelcht werden. wo z.B. nur die erste und vierte 
"Komponente" BOk von Null verschieden ist. 

Je nachdem dabei EO raum oder zeitartig ist . wird 

sein . 
Die so erreichte Normalform ist der unsrigen voellig aequivalent. aus Gruenden der 

Symmetrie aber ziehen wir die in der Arbeit entwick~lte Endform vor. 
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§ 7. Zusammenfassung und physikalische Bemerkungen. 

Im Vorhergehenden haben wir eine Feldtheorie aufgestellt. in welcher 
neben den metrischen und elektromagnetischen Feldgroessen zwei Semi 
Vektoren Ijl und X als neue Feldgroessen auftreten. In der Hamiltonschen 
Funktion tritt ausser dem Kruemmungs Skalar und dem Skalar des e1ek~ 
tromagnetischen Feldes additiv ein in 'tp und X sowie deren ers ten 
Ableitungen quadratischer Skalar auL Neben den Gravitationsgleichungen 
und den durch die elektrische Stromdichte vervollstaendigten Maxwell~ 
gleichungen tritt ein System der verallgemeinerten Diracgleichungen fuer 
die Semi Vektoren auf. 

Es zeigt sich. dass die in diesem Gleichungssystem urspruenglich auf~ 

tretenden 17 willkuerlichen Konstanten. sich auf drei reelIe. naemlich E. 

a und b. reduzieren lassen . Man erhaelt so die Normalgleichen § 3 (I'). 
(I"). In diesen Normalgleichungen haben die vier E~Konstanten al bis 
a1 die Werte (I. O. 0, 0). und die (Kovariante) Matrix der en der rechten 
Seite hat die Form : 

ia 

o 
o 
ib 

o 
ia 

-b 

o 

o 
b 

i a 

o 

-ib 

o 
o 

-ia 

Bei Vernachlaessigung des elektromagnetischen Feldes. (G~enzfall). lassen 
die Gleichungen zwei je einer besonderen Gattung von ruhenden Elemen~ 
tarteilchen entsprechenden Loesungen zu. wobei die DE BROGUE Frequenzen 
bezw. Teilchenmassen durch die Gleichungen: 

,.~ = (a + b)2 v~ = (a - b)2 

bestimmt sind. Die diesen beiden DE BROGUE Wellen entsprechenden 
elektrisch en Ladungsdichten sind von entgegengesetztem Vorzeichen. 
Es erscheint damit zum ersten Male eine Erklaerung dafuer gegeben zu 
sein. dass es zwei elektrische Elementarteilchen verschiedener Masse gibt. 
deren e1ectrische Ladungen entgegengesetztes Vorzeichen besitzen. Es 
ist ferner wesentlich dass in den Gleichungen nur eine einzige Kon~ 
stante von der Dimension einer elektrischen Ladung auftritt. welche bis 
auf einen universellen Faktor durch E gegeben wird. Dies haengt offenbar 
damit zusammen. dass es (dem Betrage nach) nur eine elektrische Ele~ 

mentarladung gibt. 
Dass neben den positiven auch die negativen ,. Werte als Massen~ 

konstante auftreten. haengt vielleicht mit dem scheinbaren Auftreten 
"positiver .Elektronen" zusammen. die allerdings als elektronegative Teil~ 
chen von negativer ponderabIer Masse anzusehen waeren. Entsprechendes 
waere nach der Theorie auch fuer die Protonen zu erwarten. 
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Es ist klar, dass eine derartige Feldtheorie nicht die BORN'sche Wahr~ 
scheinlichkeitsdeutung des 'IJ' Feldes uebernehmen kann, und es bleibt 
also einstweilen eine offene Frage, ob eine solche Theorie eine wider~ 

spruchslose Deutung der atomistischen Struktur der Materie ueberhaupt 
zulaesst. 

Chemistry. - Stationary , checked and other states of osmotic systems. I. 
By F. A. H. SCHREIN EMA KE RS. 

(Communicated at the meeting of May 27. 1933) . 

1. Introduction. 

If we imagine in the osmotic system : 

LIL' (1) 

a membrane M ( W). i.e. a membrane permeable for water only, then the 
water will diffuse from the liquid with the smaller-towards that with the 
greater O . W .A. and this osmosis will continue until both liquids have got 
the same O . W .A .. It does not matter here of what substances these liquids 
consist and what compositions they have. 

In order to make it easier to represent some of the systems to be 
discussed later on and to simplify the discussions. I shall now indicate 
the O. W.A. of a liquid by a number I shall take the greater. the greater 
the O . W .A. of this liquid will beo If e.g. I shall say that liquid L has an 
O. W.A. = la and liquid L' an O . W .A. = 20. I mean nothing by this but 
to say that L' has a greater O. W .A . than L ; in the osmotic system: 

L (0)1 L' (20) ~ W. (2) 

in which the numbers now indicate the O . W .A .. the water will consequently 
diffuse through a membrane M( W) ~. However. these numbers have no 
other. rea I meaning here. and e.g. they certainly do not mean to say that 
liquid L' would have 2 X as great an O. W .A. as liquid L. 

Of course we might choose numbers with a more real theoreticalor 
practical meaning ; I am only going to say a few words in explanation of 
the second case. 

Previously we have deduced among other things : 
a. if we take water away from a liquid . then its O . W .A. will become 

greater; if we add water to a liquid . its O. W.A. will become smaller. 
For a binary liquid , consisting of water and a substance X, it follows 

from th is : 
b. the O . W .A. of a binary liquid increpses in proportion to the quan­

tity of its X-amount. 


