Physics. — Die Diracgleichungen fuer Semivektoren. Von A. EINSTEIN
und W. MAYER.

(Communicated at the meeting of May 27, 1933).
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Einleitung'): Kurzer Bericht ueber Semivektoren und -tensoren.?)

In dieser Arbeit soll, soweit es fuer das Verstaendnis des Lesers erfor-
derlich ist, das Notwendigste aus der Theorie der Semivektoren gebracht
werden. Dem Ausmass der vorliegenden Arbeit entsprechend, beschraenken
wir uns auf den Raum der speziellen Relativitaetstheorie. Wir definieren bei
Einfiihrung rechtwinkliger kartesischer Koordinaten (g,, =g=g3;=—g4s=1.
die uebrigen g;x=0) gewisse Tensoren c;,0,7=1....4 des Baues:

Cr=Cgsr+Vsr. . . . . . « .« . (1)

wo das schiefsymmetrische v.: der definierenden v-Relation3)

1 00 O
- 01 0 O

Ve =—4V g arw v g= 001 0 genuegt. . (1)
0 0 0—1

Da g =i, sind die v, nach (1) komplexe Tensoren und, wie (1’)

1) “Semivektoren und Spinoren”, Sitzber. der Preuss. Akad. 1932.

2) Es sei auch hier dankbar darauf hingewiesen, dass wir zu diesen Untersuchungen
durch die von Hr. EHRENFEST eindringlich gestellte Forderung veranlasst worden sind,
eine logisch einfache und durchsichtige Analyse der Spinoren zu suchen.

%) sz ist in den Indizes antisymmetrisch und »,,, = 1.

1
T’;T!u' = l/g — hat Tensorcharakter und es ist T77/" = 7 U
g
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weiter zeigt, durch drei ihrer Komponenten (z.b. vy, v;3, v;4) voellig be-
stimmt. Das allgemeinste in (1) definierte ¢, enthaelt somit vier komplexe
Konstante.

Da die c;- komplex sind, so treten neben ihnen und mit ihnen von
gleicher Bedeutung die konjugierten Groessen c.. auf, die, weil v, nach
(1) der Relation

v =4V g Vg=—Vgpn. . . . . (1

genuegt, aber von den c;- Groessen verschieden sind.
Sind nun zwei ¢, ¢;- und ;- gegeben, so besteht der fundamentale
Vertauschungssatz :

e B 42 Br€ o ~ 5 5 5 » & & » (2

Der Inhalt der Relation (2) reicht aber noch weiter. Ist ¢, =c g+ v’sr
der allgemeinste ¢ Tensor, so faellt die Gesamtheit der Tensoren c,. fuer
die (2) gilt, die also mit dem allgemeinsten c-Tensor “vertauschbar’ sind,
mit der Gesamtheit eben dieser Tensoren zusammen.

Daraus aber folgt, dass die Komposition c;- cfll; zweier ¢ (Csr, Cor
wieder ein c-Tensor ist. Aus (1) ersieht man, dass mit c,- auch ¢, =c:;
ein c-Tensor ist. Somit ist mit ¢, auch c;- ¢’;ein c-Tensor und wegen
der Symmetrie dieser Groesse in 7 und ¢ muss nach (1) gelten:

Csr CT]: — $ g-r‘: .

Durch Summation (r = ¢) berechnet man & und erhaelt die wichtige
Formel :
Csr C7,; = (% Ca’% Catﬁ) gT‘; . . . . . . . . (3)
Ist |cur| = /\ die Determinante der c.-, so gibt (3):

K= leag®Ns &« « 5 2 # » 5 & ()

Das Verschwinden der Determinante |cs3!, die “Ausartung des cq3",
wird also auch durch cuzc**—=0 charakterisiert ).

Betrachtet man die c,s als komplexe Transformationsmatrix, so stellt
sie nach (3) eine Drehung mit gleichzeitiger Dilatation dar ?). Das legt
nahe die folgende , Produktbildung” zu untersuchen :

::=CrC: « « « v v e e . . (5
Wegen (2) ist a,. reell (3. —=a..); setzt man weiter c.pc*’ =4, so
folgt aus (2), (3) und (5) sofort :
asu 371' — Cp ¢ Gur . . . . . . . . (5/)
. 1 2
!) Die exakte Relation zwischen A und ¢, ; c®7® ist: (4) A =— (T a2 caﬁ) .

2) Wir sprechen da kurz von einer “verallgemeinerten’” LORENTZtransformation.
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Als Transformationsmatrix betrachtet bedeutet a. eine reelle LORENZ-
Drehung mit gleichzeitiger Dilatation. Ist $ =1, so ist c;. eine kom-
plexe und a.- eine reelle reine LORENZ-Drehung. Man zeigt auch umge-
kehrt, das jede reelle LORENZ-Drehung a.., wenn sie von der Identitaet
g-- aus reell infinitesimal erzeugt werden kann, (wir nennen sie dann
eigentliche Drehung), eine Darstellung (5) hat. Diese Darstellung ist bis
auf die neben (5) triviale a;- = (— c;;) (— c’.) einzig, wenn auch c,. eine
LORENZ-Drehung ist.

Zwischen den Elementen a,. der Gruppe der eigentlichen LORENZ-
Drehungen und den Elementen der LORENZ-Drehungen c;- (cus c** = 4),
besteht demnach die durch (5) vermittelte Zuordnung a.. Z c.-.

Diese Zuordnung ist aber, wie man aus (2) wieder sieht, eine Isomor-
phie, und das stellt die mathematische Grundlage dar fuer die Einfuehrung
der Semi-Vektoren und-Tensoren.

Fuehrt man die LORENZ-transformation

x;:aikxk..........(6)

der kartesischen Koordinaten aus, so transformiere sich definitionsgemaess
ein Semi-Vektor “erster Art” o. gemaess ')

Q'a} — (:‘,l’5 OF =« w » = w w w w w (6/)

und der Semi-Vektor “zweiter Art” o, gemaess:
= e B ‘ 2
da=cd 65 . . . . . . . . .(6)

Zwischen den a;* und der LORENZ-transformation ¢’ besteht dabei die
Relation (5).

Die konjugierte Groesse des Semi-Vektors der einen Art ist nach
Definition der Semi-Vektor der anderen Art.

Ist C,. irgend ein c-Tensor und c.. ein LORENZ-c (c.3 c** = 4), so
folgt nach (3) aus

C7‘.‘ é‘T‘C — éTT C.: . . . . . . . . (2/)

nach Multiplikation mit c,”
Co=&8"C: + v v« v = » » « @)

Der Vergleich mit (6’) zeigt, dass jede C,- Groesse, als Semi-Tensor
erster Art betrachtet, numerisch invariant ist. Wir koennen das mit
unserer Bezeichnung der Semi-Indices auch kurz so sagen: C._ ist numerisch
invariant.

) Der einmal ueberstrichene (griechische) Index charakterisiert die Semigroesse erster
Art, der zweimal ueberstrichene Index die Semigroesse zweiter Art.

Wo der Charakter eines Index feststeht (als Raumindex oder Semiindex erster ode
zweiter Art) lassen wir spaeter die unbequemen Ueberstriche weg.
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Im besonderen gilt das fuer g.. (c;-, die Transformationsmatrix des
Semi-Vektors ist ja eine LORENZ-transformation).

Ebenso zeigt man, dass C. ., insbesondere g:- numerisch invariant sind.

7T
(Das “Auf und Niederziehen” von Semi-Indizes geschieht mit dem
Mass-Tensor g.. =g,. =g, des Ry).
Neben diesen Tensoren zweiter Stufe numerischer Invarianz tritt als

einfachster solcher Tensor der fundamentale E Tensor dritter Stufe E<"~,
der von vier Konstanten a() abhaengt.
Seine Form ist :

Erst — Grs A(r) + Gee As) = Gse A(r) — 1/5 Nestw a(w) ’ a(w) = gwt a . (8)
Sind die a( reell, .so gibt (8)

E..i=E.,, (reellesay) . . . . . . . (9

In der vorliegenden Arbeit wird das allgemeinste lineare Gleichungs-
system erster Ordnung fuer zwei Semi-Vektoren y. und x. untersucht.

EF (g —icgsp) ="y /
s (10)

Etr’;‘; ('/’T.r— ie Y, qu):—é;; x; S

(E mit den Konstanten ay, E* mit den Konstanten aj), das durch
Variation der allgemeinsten in Betracht kommenden Hamiltonfunktion

geliefert wird (§ I). . ist in (10) der electro-magnetische Potentialvektor.

§ 1. Hamilton-Funktion und Feldgleichungen.

Der Hamilton Skalar des Gesamtfeldes ist von der Form :
H= Hl + Hz + Hs ’

wobei H, den metrischen Krummungsskalar, H, den Skalar des electro-
magnetischen Feldes (p«3 *?) und H; einen von uns zu suchenden Skalar
bedeutet, der vom electro-magnetischen Potentialvektor ¢, und zwei
Semi-Vektoren y; und y; abhaengt. Dabei erweist sich H; als weitgehend
bestimmt durch zwei Bedingungen :

a. Es soll reell sein.

b. Es soll die genannten Groessen so enthalten, dass das resultierende
Gleichungs-System in Bezug auf die Semi-Groessen linear und von erster
Ordnung wird und wesentlich nur die antisymmetrischen Ableitungen
der @, bestimmt (¢-Bedingung).

Diese beiden Bedingungen fuehren zunaechst auf folgende Form von H;,
wobei wir uns vorlaeufig auf die spezielle Relativitaetstheorie beschraenken.
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(Diese Beschraenkung ist nach den Ergebnissen unserer frueheren Arbeit
nicht wesentlich, da dort gezeigt wurde, wie man die allgemein-relati-
vistischen Ausdruecke zu bilden hat.) Sind A, B reelle Konstante so ist:

Hy=E.-(y.i—iey o) + E: (i +iey )y
+iA[E:- (. i —iey @)y —E- (. +iey @) y]
+ES i tied o) vES W i—ied @) - - (D)
+iBIEL (. +ie o) x —EL( i —ied o) 1]
+Cov’ I+ Coy
Es ist dabei wichtig zu bemerken, das die *“@-Bedingung” (Invarianz
von Hj sobald fuer ¢, v, x°, der Reihe nach q)i—l—ig—;, Y’ ei*, ¥ ei®

&
gesetzt wird) nur die Einfuehrung einer einzigen Konstanten ¢ gestattet.
Ist ay=a,+ip, resp, a;, = af + i i} das Konstantensystem in E resp.
E*, so gilt:

E.:—E. (a) +iEi (f) und Ei. = E%L, (a) — i EL ().
Die beiden ersten Zeilen von (1) lauten dann :
E(a)(yi—iey @)y + En(a) (v i+ Ev o)y
HIE=B) Wi —iey @) v —EL@) @ +iey o) yli
+iA[Ex(a) (' i—iew @)y —Ew () (v +iey @) y]
—AE-A W i —iew o)y +Ex(B) i +iey o)y]

Die erste und letzte Zeile liefern bei Variation nichts und konnen
daher weggelassen werden, dagegen ergeben die beiden anderen Zeilen,
wenn man :

7, =B, + A a, setzt,
i[Ex() W i—iey @)y —Ex(y.i+icy )yl
Ohne also etwas an Allgemeinheit zu verlieren, kann man statt (1) als
zusatzlichen Hamiltonterm wahlen (bis auf den Faktor i)
Bl (‘1/17.1 —iey’ ) ?’T —E’- ‘/’7 (W.z +ie ‘7’7 ®)
—ES(itie o) +ES (Ci—ied @) | . . (2
+ C.- 1{’7 JACT — Cw @7 JCT S

wo jetzt die Konstanten in E resp. E* reell sind. Sie werden im Folgen-

32
Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXVI, 1933,



502

den wieder mit a und a* bezeichnet. Wir erhalten aus (2) durch Varia-

tion der v und x die “Dirac Gleichungen™'):
E:(y.i—iey 9)=+Cw 1| o)
S —ie g p)=—Cuy’)

Den Stromvektor erhaelt man aus (2) durch Variation von ¢; in der
Form :

J =E.w o +ESry . . . . . . . (4

Wie es sein muss gilt:
o= » « + & s = » s » = 19

als Folge des Systems (3).

§ 2. Die Dicac Gleichangens
Bis, Spstemns § 1, 13 wesp,
E™ (psc—iey-9)=C" 1. |
E™ (oo —iegn @) =—C7 . )

hat neben der Konstanten ¢ die reellen 8 Konstanten a,, a} in den E

(1)

und weiter vier komplexe Konstante (C,,, C,;, Cy;, C;,) die die C**
der rechten Seiten fixieren. Das sind neben ¢ im ganzen 16 reelle Kon-
stante.

Wir kénnen aber diese Konstantenzahl erheblich vermindern, wenn wir
von der Maéglichkeit Gebrauch machen, statt der Groessen z_, durch eine
nicht-ausgeartete ¢ Transformation

e A O )

die Groesse y, einzufuehren, und statt der Groesse y_ durch eine nicht-

ausgeartete ¢’ “ Transformation
Pl W v 2 v w & 2 v ¢« « 13

die Groesse y,,.

Ein Blick auf die Hamiltonfunktion § 1, (2) zeigt, dass dabei E in E
uebergeht
B =B aCabse » « v+ = 5 5 5 s (4)

und E* in E*
i i* 7 —
E wr — ETT C ‘ll C » 2) . . . . - . . . . (4/)
1) An diesen Gleichungen ist wesentlich das Auftreten der Transformationsinvarianten
Faktoren C auf der rechten Seite.
2) E ist natuerlich wieder numerisch invariant, also eine E Groesse vom gleichen Bau.
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Welche Transformationen der Groessen a in a resp. a* in a* wird

durch eine solche E Transformation (4) rep. (4’) erzielt?
Setzt man in die Relation

E'=E%¢c. . . . . . . . .0

der Reihe nach fuer i, u, v die Werte 1,1,1; 2,2,2; 3,3,3 und 4,4, 4
so erhilt man sofort

ai=cxa . . . . . . . .. (5

wo a, a’ die Werte der Konstanten in E, E’ sind. Ebenso folgt aus
der Relation

E")=E"¢c. . . . . . . . . . (6
die Beziehung
a, =cxa. . . . . . . . . . (6)
Somit gilt
Bow =B Gate s s » » 8 ~ = o (7
zusammen mit
a, =cucya. . . . . . . . . (7

Eine Transformation (7) induziert also in bezug auf die Konstanten
a der E eine “verallgemeinerte’ reelle LORENTZ-transformation.

Wenn wir daher vom “Pseudo Vektor” (a;) sprechen statt vom System
der vier Konstanten (a), so denken wir an dieses Verhalten.

Ebenso erscheint es zweckmaessig vom raumartigen und zeitartigen Ei°"
zu sprechen, und zwar mag E raum, resp. zeitartig genannt sein, wenn
(@) raum resp. zeitartig ist. Wir sprechen auch von einem ausgearteten
E, wenn der entsprechende Pseudo Vektor ein Nullvektor (a; a = 0)
ist. Da wir es in (7') mit einer eigentlichen (verallgemeinerten) LORENTZ-
transformation zu tun haben, so koennen wir durch eine c., Transforma-
tion (7) eine raumliches E auf die Form E™*" (1, 0, 0, 0) bringen ') (a'=20!),
und ein zeitartiges auf die Form E°7 (0,0, 0, 1) resp. E°7(0,0,0, — 1) =
= —E"7(0,0,0, 1), (a’=07). Von dem ausgearteten E sehen wir in dieser
Arbeit ab.

Somit sind die Hauptfaelle zu unterscheiden :

I. E und E* in (2) § 1 sind raumartig

Im ., » . . . .. . zeitartig

III. E ist raumartig, E* ist zeitartig.

Wir behandeln in der Arbeit eingehend den Fall (I), werden aber ueber
die analogen Untersuchungen der Faelle II und III an gegebener Stelle
mitteilen, warum sie unserer Meinung nach physikalisch nicht in Frage
kommen.

1) Ei 7 (&, a2, a3, a%) gemeint; die Werte der Klammer geben die Werte der “kontrav”,
ai an.

32"
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§ 3 Der Hauptfall: E und E* sind raumartig.
Erste Reduktion.

Das System (1) § 2 lautet jetzt

E (poe—iey. ) =C7 1.
) . , (1)
E(T.(ZT.r_lFZT (Pr):_c“t qy’;

wo die beiden E gleich und zwar gleich E (1, 0, 0, 0) sind, dieses System
enthaelt neben der Konstanten ¢ nur mehr die voneinander unabhaengi-
gen vier komplexen Konstanten (C,;, C,,, C,3, C,,).

Eine Transformation der y. in s

Y:=cYu . . . . . . . . . (2

gibt, wie man aus (1) oder aber aus der Hamilton Funktion (2), § 1,
sofort ersieht fiir das erste E~" in (1) resp. fiir C** die neuen Werte.

A LR |

Cor=0a@ss « » = ¢« » » » = [8)

wogegen das E~* des zweiten Systems in (1) unverdndert bleibt.
Die neuen a in E berechnen sich aus (3) nach § 2 (7), (7).

a"=ck
>

cral. ... .. ... @

Wir koennen nun, ohne die allgemeine Form (1) mit £ (1,0, 0, 0) auf-

zugeben, jene verallgemeinerten LORENTZtransformationen c;*zur weiteren

Konstanten Reduktion heranziehen, die dasa’ (1,0, 0,0) in &/ (+1,0,0,0,)
transformieren.
Unsere Forderung betreffs der c fuehrt zuden Gleichungena® = cj c** a/

A4 1 =851 + 055 6 - €53 O - €34 B
0=iy; " 4 12 2 + €13 €2 4 €14 C“(
O =10y; €%+ 63 € 6532 -y (‘-'“s

0=y c"* + 8> +i0y3 * g €™ )

#)

Wir wollen in diesem System die cix durch die folgenden vier ausdruecken
cpn=a,cpx=b,cy=c,cp=d, . . . . . (5
dann gelten wegen der Symmetrieeigenschaften der c'*

Cp==1¢ , Eg==id . Guy=~1b , m=en=—ey=a. (%)
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Fuehren wir (5) und (5') in (4') ein, so erhalten wir
+1=aa+bb—cc—dd. . . . . . . (6)
0=ac—ca—bd+db
0=ad—da—cb + bc,.
o:aB—ba+de—cas

Wir diskutieren zuerst das System (6°). Ist

a:b#a:b. . . . . . . . . .7
so lassen sich die Komplexen Zahlen ¢ und d durch a und b darstellen
c=pa+qb,d=ra+sb;p.qrs reel. . . . (8
Das System (6) gibt dann
q+r=0,s—p=0,14rq—sp=0 . . . . (9
also
1—r2—s’=0 . . . . . . . . (9
Somit kann man setzen: r—cosa, s—=sina, p—sina, q——cosa
demnach
c=asina—bcosa, d—acosa+ bsina. . . . (10)

Aus (10) folgt
aat+bb—cc—dd=0. . . . . . (11)

im Widerspruch zu (6). Also ist notwendig:

a

B o= =
b b
wo 4 natuerlich reell ist. Aus der letzten Gleichung (6’) folgt damit
I —
d d

mit reellem u. Die beiden ersten Gleichungen (6’) haben wir dann redu-
ziert auf (ud — 1) (bd — bd) =0 und (A + u) (bd — bd) =0; da uA=1 und

u = — 2 reell nicht zu erfiillen ist, muss sein
b_2
d d
Als einzige Losung von (6') haben wir demnach
a & __8_ 4 (12)
a b c d
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Die komplexen Zahlen a, b, c, und d fallen nach (12) in eine Richtung
der Gaussischen Zahlenebene. Diese Richtung bleibt auch nach (6) will-
kuerlich.

Wir fassen fuer das Folgende c:, ins Auge, fuer die die a, b, c, d,
reell sind;

Ci11.C3.C34,€4p sind reell . . . . . . . (13)

Fuer jedes c-, aber, das (13) genuegt, also (6’) erfuellt, lautet (6)
+l=g; "+ puePt eyt tegcP=%ese* . . (13)

Ein solches ¢, ist also eine komplexe LORENTZ-transformation oder
das i-fache ist eine solche.

Es gelten nun die folgende zwei Saetze :

I. Sind ¢ und ¢« zwei ¢ der Bedingung (13), so ist auch ihre Kom-
position c;x c*; ein solches c.

II. Jedes C-. hat die eindeutige Zerlegung

C..=C.. +iCee . ., . . . . . (19
1 2

wo C und C der Bedingung (13) entspricht.
1 2

Wenn wir in (2) ¢/ =0/ e™ setzen, so bleibt (3) E.ungeaendert und nur

C?* multipliziert sich mit e™ (3’). Das bedeutet die Moeglichkeit im System
(1) C" durch C* e* zu ersetzen. Ist (14) die Zerlegung des C.. der
rechten Seite von (1) in C und C der Eigenschaft (13), so ist

1 2

Cr: =C:pe*=(C:. cosa— C.. sina)+i(C-; sin a+ C.. cosa) . (14)
~ 1 2 1 2

die analoge Zerlegung fuer C-.. Es ist also
C‘:':, = CT; cos a — CT‘9 Sin a . . . . . . (15)
5 1 2

Ist nun bei jeder Wahl von a C ausgeartet, gilt also immer
i

C..C*=0. . . . .....(6

1 1

so muss notwendig auch sein

CT; C"T‘7 = C'r':/ CT': — CT:‘ CT‘: = 0 . . . . . (17)
1 1

2 2 12

Dann aber ist nach (14) auch C:. ausgeartet.
Wenn wir also C,. als nicht ausgeartet voraussetzen

CT;: CT‘J ¢ 0 . . . . . . . . . (18)
so wissen wir, dass (event. bei erlaubter Aenderung von C:;) auch C-;
1

nicht ausgeartet ist. Wir duerfen dann in (2), (3) und (3')
co=0C. . . . . . . . . . (19
1
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setzen, wobei sich das reelle o aus (13’) in der Form

+4=0?C,;C** . . . . . . . . (20
1 1
bestimmt. Nach (3’) und (14) gilt

9'7 —0 (?77 +i C;:) C7‘": (44 (—t
| T = 5 . ()
—_—j:_g'r‘u_*_iCr'u
o 3

Je nachdem dabei in (20) das + Vorzeichen gilt (also auch in (13')),
reproduziert sich in (3) das E resp. wird E = — E.
Wir haben also (21) erreicht, dass auf der rechten Seite des Systems (1) die

C23 ’ C34 ’ C42

rein imaginaer sind. Dabei hat das System (1) entweder seine Form be-
halten, oder es tritt an seine Stelle

E™ (yre—iey. p) =C* . (1)
E7 (yre—iez: ) =C7 vy,
mit dem Stromvektor
Ik = Ek‘;T Z-; Zr - Ek‘;r '/’7 'ﬁr . . . . . . (1//)
Somit ist der Hauptfall in die Unterfaelle (1) und (1’) zerfallen, neben
dem ¢ gibt es jetzt noch fuenf Konstante im System.
Um den Unterschied zwischen den Systemen (1) und (1’) klar hervor-

treten zu lassen wollen wir im naechsten Paragraphen jene Loesungen
betrachten, die den DE BROGLIE Wellen ruhender Partikeln entsprechen.

§ 4. Die DE BROGLIE Wellen fuer den Hauptfall des § 3.

Wir betrachten das System :
E " (fre—ie gz ) =+ C7 y,

E* (.. —iey, p) =— C x,
in welchem
E=E(1,0,0,0) ist,
und wobei noch die
b=C?, c=C** und d=C* reell sind.
Dieser Fall entspricht voellig dem, wo die angeschriebenen C2, C3*,

C*, rein imaginair sind, da ja in (1) die C den Faktor e zulassen.
Wir waehlen der einfacheren Rechnung wegen die obige Realitaetsannahme.
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Wir setzen dann in (1) die DE BROGLIE Welle ein bei verschwinden-
dem elektro-magnetischen Potential.
rr=a-e’"s , yw.=pfe" . . . . . . (2
und erhalten
iva. E4"==C# 8, e

— iy BA= = CF a, S . "

und ausfuehrlich (C'?=—ic, C¥*=—ija, C'*=ib, C'=C2Z=C*»3=

=—Ctt =)

—ivay=ap, +icp,+ idf;—ibp, ) vfy—=aa, +ica; + ida;—iba,
vas——icp, + ab,—bf; + dp, \ vfs——ica,+aa, + ba;—da, )

—vay=idf; + bp, + afs—cp, —vf;=—ida,—bd, + aa; + ca,

—iva, =ibg,—dp,+ cfs—ap, ivfl, =iba, + da,—ca;—aa,

durch Elimination der «; erhaelt man endlich :

(—r*—aa—b*+ 2+ d?) p'—i(a—a) cf?>—i(a--a) df*—i(a—a) bf*=0
i(@—a) cp! + (—v*—aa—b’+ ’ +d?) p* 4 (a—a) bp® + (a—a) dp*=0
i (a—a)dp'—(a—a) bp? + (—v*—aa—b*+ c* +d?) f*—(a—a) cpfr*=0
i(a—a) bp'—(a—a)dp*+ (a—a) cp>— (—rv*—aa—b*+c*+ d?) p*=0

)

Die Matrix des Systems (5) ist offensichtlich eine c,. Matrix ; ihre
Determinante ist demnach bis auf das Vorzeichen gleich dem Quadrat
von % ¢;- ¢ oder von

(0?4 ag+BY 4 (F—al B, BP=b—c2—d’ . . . (6)
Somit hat (5) dann und nur dann ein Loesungssystem f° % 0, der ein
ausgearteter Semi Vektor ist!), wenn
0—(*+aatBy+@—arB. . . . .. ()
erfuellt ist. Da (2 — a)? < 0 so muss B? >0 sein. Wir erhalten also die
Bedingung :
b*>ct+d> . . . . . . . . . (8
Setzen wir weiter
a—a+if, so wird (7) zu v» +a>?+ 2+ B*=+2Bj,. . (9)
also zu

4+ (B+BP=0 . . . . . . . (10)

1) Und zwar der allgemeinste Spinvektor des durch (5) (bei gegebenen ») gegebenen Typus.
Ein Spinvektor ist dabei als SemiVektor ;° definiert, fir den eine Bezichung c_, 8”7 = 0

(mit naturlich ausgeartetem c_,) gilt.
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Es gibt also in diesem Fall keine DE BROGLIE Wellen.

Im Falle (1’)§ 3 tritt an Stelle von (1) das System, wo in der zweiten
Gleichung von (1) die rechte Seite das Vorzeichen wechselt. Gleichzeitig
hat der Strom Vektor die Form § 3 (1”).

Die Rechnung ergibt im zweiten System (3) und in (4’) einen Vor-
zeichenweichsel der linken Seiten. was dann wieder zum System (5)
fuehrt, aber mit — »? anstatt + »2.

Die Bedingung (8) bleibt weiter aufrecht, wogegen statt (10) jetzt

v—a?24+B+B)? tritt . . . . . . . (11)

tritt.

Es treten also DE BROGLIE Wellen mit zwei numerisch verschiedenen
v auf, sobald nur § und B nicht verschwinden.

Es ist nach diesen Ergebnissen zu vermuten, dass eine weitere Re-
duktion des Systems (1’), noch durchfuehrbar ist, da anscheinend nur
zwei der fuenf noch restlichen Konstanten eine physikalische Bedeutung
zu haben scheinen. Es wird uns gelingen diese Vermutung als richtig
zu erkennen.

Wir werden auf eine , kanonische Darstellung” des Systems (1) stossen,
in dem

C;y=Cpp=0
sind und weiter C,;; rein imaginaer und C,; reell sind.
Setzen wir (vorgreifend) in (4) ¢ und d =0, so zerfaellt (4) in:

—iva, = af,—ibp, —ivfy — aa,—iba,
—iva, = ibf,—ap, )

vay = afi, —bf;
—va; = bfi;+ap;

. (12) —ivf, = iba,—aa, (12)
S —vfl3 = aa, + bay

rf; = — bay + aa,
wobei dem System (1°) § 3 entsprechend die Vorzeichen des Systems

(12’) entsprechend geaendert wurden. Durch Elimination von a erhalten
wir daraus:

(?—aa—bY)p +ila—a)bp=0|

. (13)
i(@—a)bp+(?—aa—>b)p,=0)

(?—aa—b)p+(@—a)bp=0 |

(13))
—(@—a)bpy+ (?—aa—b?)p;=0\
Es gibt zwei Wurzeln »? fuer die gilt')
2 —aa—b*=+i(@a—ab . . . . . . (19

) Im folgenden werden die beiden Faelle gemeinsam behandelt, wo zwei Vorzeichen
untereinander auftreten, bezieht sich das obere auf die erste das untere auf die zweite der
Wourzeln (v; bezw. »;.)
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Dies gibt zusammen mit (13) 8, + 8, =0, if, + ;=0
ba=TF B Bs=Fip, . . . . . . (19

Aus (12) erhalten wir dann:
—iva,=(ib+a)p,

(a = ib) B, )
vay=(a +ib) B, S
(

—ra, = b:Fla)ﬁz

—ivay—

(16)

also
a, = + a a3—=Fiay, . . . . . . (16)
Fuer die Stromdichte
I*'=E*"a,a. —EY" §, IB,
erhalten wir nach einiger Rechnung

FP=F4Fh+m6) - . - - . . . (17)

Es zeigt sich also als wichtiges Resultat, dass die zu den beiden »
gehoerigen Elektrizitaetsdichten entgegengesetztes Vorzeichen besitzen.
Den beiden ponderabelen Massen erscheinen demnach (nach der ueblichen
Interpretation) elektrische Ladungen von entgegengesetztem Vorzeichen
zugeordnet. Hier ist der Ort ueber die beiden andern Hauptfaelle II und
III des§ 2 zu berichten. Der Hauptfall (II), bei dem wohl auch zwei DE
BROGLIE Wellen auftreten, faellt vom physikalischen Gesichtspunkt be-
trachtet aus, weil dann die Stromdichten stets einerlei Vorzeichen haben;
das fuehrte zu einer elektromagnetischen Feldtheorie, in der nur elek-
trische Massendichten eines bestimmten Vorzeichens auftreten.

Im Hauptfall III existiert nur eine DE BROGLIE Welle.

§ 5. Die weitere Reduktion der Dirac-Gleichungen.

Wir konnten bisher erreichen, das die rechten Seiten der Dirac-
Gleichungen das C,: bereits in der Form

Cy;; . C3 . C4y rein imaginaer
enthalten. Die E der linken Seiten haben dabei als Konstante die Werte
a' =ai.
In diesem § soll gezeigt werden, dass es noch zusaetzlich gelingt
C,, reell

zu bekommen.
Wir benutzen dabei gemaess den Ueberlegungen des § 3 ein ¢, wo

bis auf den gemeinsamen Faktor e™ die (1, 1), (2, 3), (3, 4) und (4, 2)

Komponenten reell sind.

C'}'T:C‘J'Tel'ﬂ
o)

Ci1+ C23,4 C34, Cyq2 reell.
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Nach (3") § 3 gilt
C,;"”' — Cc'r ‘.:..7‘" = C-: Cq‘u e.‘a o e e e e e (2)

Fuer C,. wollen wir die bisher erreichte Form annehmen

Cn:Agn-i-i(l?n ,Areel, . . . . . . (3
wo C‘:';r die Realitaetsbedingungen
?,1, (1:23, (1:34. (1342 reell . . . . . . . (4
bereits erfuellt. Fuer C:, machen wir eine gleiche Annahme
Co=Agu+iCu. - « . . . . . 6
wo jetzt noch zusaetzlich zu (;;“. (;23, (2:34. (;,'.,2, reell
9,,:0 seinsoll . . . . . . . . (6)
Es zeigt sich, dass man unter der Annahme
(;117&0  AFED Cl:%s—(l:§4—q32>0

die ¢’, e entsprechend (2) und (1) finden kann.

Fuehren wir die Groessen (3) und (5) in (2) ein, so erhalten wir
A gwn + { C‘ur - (A g~ + i C-;r) C7Iu (COS a + i sin (1) — ?
& 2 1
, R (7)
= (Ag.-cosa—C,:sina)c’, + i(Ag.-sina+ C,-cosa)c’, S
1 1

Da die Zerlegung in ¢ Groessen der obigen Realitaetsverhaeltnisse
eindeutig ist, gilt

Ag:un=(Agscosa— Ciesina)c’, . . . . . (8
~ 1
C..=(Ag.csina+ C,.cosa)c’ . . . . . (8)
2 1
Wir setzen
el =P8 oL 9)

Da wir ¢ erst suchen, so ist $» #0 eine Annahme, die spaeter zu
rechtfertigen sein wird. Multiplizieren wir (8) mit ¢/, so erhalten wir

% AC‘.’/T — A 9,57 cos a— CAsr Siﬂ a B . . B . (10)
= 1
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Fuer (8’) gibt das

% A Cu-=(Ag:-sina+ C,:cosa)(Ag, cosa—C’, sin a) |
~o2 1 1

= A?g., sinacosa—C,. C’, sinacosa+ A C,-costa—, - - (11)
1

1 1
— A CT]I Sin2 a
1
Wegen (6) gilt (C;; =0 und C,-C",. =1 C,5 C*3g-,)
2 1 1 1 1
0=(A?—14 C,3C*?)sinacosa+ A Cy, (cos’a — sin*a) . (12)
1 1 1

oder

0=(A?—1 C,;C*") sin2a+2AC,;cos2a . . . (12)
1 1 1

.

Das liefert den gesuchten Winkel a, womit die rechte Seite von (10),
also c.- bis auf einen Faktor gegeben ist.
Unter den gemachten Annahmen fuer A und C,: zeigt sich, dass
1

c.- nicht ausgeartet ist.
Die quadratische Bedingung § 3 (13’) gibt dann,

lewsc**=+1, also =Iin(9),. . . . . (13)

da ja die beiden Unterfaelle unseres Hauptfalles 1 wegen ihres ver-
schiedenen Verhaltens gegenueber der DE BROGLIE Welle nicht in einan-
der transformierbar sind. (Eine DE BROGLIE Welle bleibt bei unseren c
Transformationen der w natuerlich bestehen).

Die Gleichung (13) dient endlich zur Bestimmung des Faktors A in (10).

Im naechsten § gelingt die Reduktion auf die Normalform: Es ver-
bleiben nur mehr zwei Konstante in der Dirac-Gleichung, das reelle C,,
und das rein imaginaere C,;.

§ 6. Die Normalform der Diracgleichungen.

Die letzt erreichte Form der C°* der rechten Seiten der Diracglei-
chungen war
C'" rein imaginaer, C?, C?', C*?, reell. . . . . (1)

Wir suchen nun zwei c, also ¢ und ¢ zu bestimmen, die den Beding-
ungen (13), (13’) des § 3 entsprechen und den Relationen genuegen

s Cm=0Cus ™ . . . . . . . . (2

wo fuer C und C die Realitaetsverhaeltnisse (1) gelten und weiter
C34 — C42 =0 ist.
Da fuer ¢ und c¢ die quadratischen Relationen (13’) des § 3

tewsc?=xtcpec==+1. . . . . . . (3
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gelten, so folgt aus (2) nach Multiplikation mit c,-
éa‘/ pm i Caﬁ E'/': C:‘a‘r . . . % . . . . (4)

Wir koennen also, sobald (2) erfuellt ist, durch gleichzeitige Transfor-
mation der beiden Semi-Groessen aus den Diracgleichungen mit den C.;
zu den mit den (—:‘;: gelangen.

Das System (2) wieder gilt fuer alle Wertkombinationen (r, @), wenn
es fuer (1,1), (1,2), (1,3), (1, 4) besteht. Das gibt vier Gleichungen.

Cn C''+4¢,C? +¢,;;C* +c, C" —_—an'“‘i’élz 5214‘&13 E'3”4‘6:14 ctt (
cnCM 4 C? +c3C ¢ C* ZCZIEll+éZ2 EZl"i’éza Z'31'1‘&24 ct!

»(5)
€3 CM'4c3C% +053C% 4¢3 C*' = Cy ¢! + Cap ' + Ci3 ¢ + Cyy
cnCM+cpC?+c3C¥ +cy CH = Cyy e+ Cpy e+ Cys e+ Cyy

Wir formen (5) um bei Benutzung der c-Relationen
c”:—ic”, c”:—ic“, CH:iCM,
(6)
M =2 — (33— _ o4
und erhalten
\
N~ L N L ~ o~ \
ey C1'—c3y C¥—c,, C2—,; CB =C e =Gy, 24— C e —C,y 8
iC34C”+iC|1C34+iC23C42+l’C42C23: —!'C346“+ic” 634+iC23 612+iC42 523

%

—l‘C42C”'—l‘C23C34+l’C” Ciz_iC34C23 = '_iC42 E”—iC23 E3q+iC“ E‘z_iC34 623

iC23C1l+iC42C31—‘iC34C42+1‘C”C23:iC23 (-:”+l.C42 ESqﬁiC31 642+iC” cB

Wegen der Realitaetsverhaeltnisse zerfaellt das System in

cy Ci =Ch oy / 334G+ Cip—c3Cys= Cyycp+ Ca Z'42—C23 C23
c; Cy=Cyy C34 (8) i C34 +c23 C42_C12 Ciu= Gy Z'n + C23 qu*Cn C23
Cs) Cn: Ci a2 S C23C34—CnC42—C34C23:—C4z C1|+C23 qu—cuzzs

3 Cjy = Cyy Cp3

(8)
2 C3— Ci4 C42—Cu Cyu=— 23 Cn Ca C3s— Ci34 Cyy

Wenn man :
Ch=C, . . . . ... ..0
verlangt, so folgt aus (8)

Caf=CaB - - - + . « . . . (10

(Wegen (3) konnte es c.3= =+ Cy: lauten, fixiert man aber (9) so gilt
(10)).
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Da ¢,z ¢** = ¢y 5 ¢** ist, so ist mit der Transformation der Gleichungen
mit den C in die mit den C keine oder eine gleichzeitige Aenderung
des Vorzeichens der E (in den Gleichungen) verbunden. Das aendert

natuerlich gar nichts am Typus des Dirac-Systems. Bei Beruecksichtigung
von (10) wird (8'):

— C23 (C23 — Czs) + ¢34 (C34 - é;u) + ¢4 (qu - é-az) =0

e (Csq — 631) + 23 (Cy2 + Cn) — C42 (Cys + é23) =0 (11)
e (Cyp — én) — 3 (Cyy + ésq) + ¢34 (Cos + Czs) =0
i (Czs - Czs) + ¢34 (Ci + én) — C42 (qu + éu) =0

Soll dieses System mit c,- 7= O erfuellt werden, muss die Determinante
von (11) verschwinden. Diese (/\) ist:

A=—[(C2—C—(C2,— &2)—(C2,,— C)P . . (12
Wir erfuellen A =0 durch:
612’3:(:;3— C§4—C§2 ’ 6‘34: éqzzo- . . . (13)

Fuer das c,: aus (11) berechnet man dann leicht c;- ¢~ # 0. Wir

haben somit mit den berechneten c.-, &-und C,. das System (4) erfuellt
und die Normalform hergestellt. ')

1) Wir haetten die Reduktion der Diracgleichungen fuer Semi-Vektoren auch auf einem
zweiten Weg erreicht, wenn wir als ersten Schritt in der Hamiltonfunktion Hj durch
eine c-Transformation das C__ in g_. verwandelt haetten. Wir haetten dann nur mehr

die acht reellen Konstanten a, resp. af (i=1,...4) des E resp. E*.
Jede weitere Transformation w_ == ¢ :'.’,’a v 70 = c’la’ ;};ﬁ der ¢, , 4, in v, , #- hat dann
W, 77 invariant zu lassen. Das gibt die Bedingung c';" ¢,*= a%, d.h. die Transformation

der ¢ und y hat mit zu einander inversen Matrizen zu geschehen.

Der zweite Schritt bringt dann das eine E in Hj auf Normalform, z.B. auf E (1,0, 0, 0),
wenn es “raeumlich’ ist.

Das laesst aber noch alle Transformationen dieses E in sich zu, d.h. alle c-Trans-

formationen, fuer die 5/, =c,’ cjk % eine Drehung um die y;-Achse ist.

i

Sind a** die Konstanten in E*, so erfaehrt bei einer solchen Drehung der “Vektor”
a*k eine Drehung um die x;-Achse.

Es kann daher die Endgestalt erreicht werden, wo z.B. nur die erste und vierte
“Komponente” a** von Null verschieden ist.

Je nachdem dabei E* raum oder zeitartig ist, wird

(@) —(@)*z0

Die so erreichte Normalform ist der unsrigen voellig aequivalent, aus Gruenden der
Symmetrie aber ziehen wir die in der Arbeit entwickelte Endform vor.
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§ 7. Zusammenfassung und physikalische Bemerkungen.

Im Vorhergehenden haben wir eine Feldtheorie aufgestellt, in welcher
neben den metrischen und elektromagnetischen Feldgroessen zwei Semi
Vektoren y und 7 als neue Feldgroessen auftreten. In der Hamiltonschen
Funktion tritt ausser dem Kruemmungs Skalar und dem Skalar des elek-
tromagnetischen Feldes additiv ein in w und y sowie deren ersten
Ableitungen quadratischer Skalar auf. Neben den Gravitationsgleichungen
und den durch die elektrische Stromdichte vervollstaendigten Maxwell-
gleichungen tritt ein System der verallgemeinerten Diracgleichungen fuer
die Semi Vektoren auf. .

Es zeigt sich, dass die in diesem Gleichungssystem urspruenglich auf-
tretenden 17 willkuerlichen Konstanten, sich auf drei reelle, naemlich e,
a und b, reduzieren lassen. Man erhaelt so die Normalgleichen § 3 (I'),
(I”’). In diesen Normalgleichungen haben die vier E-Konstanten a, bis
a, die Werte (1,0, 0,0), und die (Kovariante) Matrix der C,- der rechten
Seite hat die Form:

ia 0 0 —ib

0 ia b 0
—b ia 0

i 0 0 —ia

Bei Vernachlaessigung des elektromagnetischen Feldes, (Grenzfall), lassen
die Gleichungen zwei je einer besonderen Gattung von ruhenden Elemen-
tarteilchen entsprechenden Loesungen zu, wobei die DE BROGLIE Frequenzen
bezw. Teilchenmassen durch die Gleichungen:

v»=(a+4b)? , vi=(a—b)?

bestimmt sind. Die diesen beiden DE BROGLIE Woellen entsprechenden
elektrischen Ladungsdichten sind von entgegengesetztem Vorzeichen.
Es erscheint damit zum ersten Male eine Erklaerung dafuer gegeben zu
sein, dass es zwei elektrische Elementarteilchen verschiedener Masse gibt,
deren electrische Ladungen entgegengesetztes Vorzeichen besitzen. Es
ist ferner wesentlich dass in den Gleichungen nur eine einzige Kon-
stante von der Dimension einer elektrischen Ladung auftritt, welche bis
auf einen universellen Faktor durch ¢ gegeben wird. Dies haengt offenbar
damit zusammen, dass es (dem Betrage nach) nur eine elektrische Ele-
mentarladung gibt.

Dass neben den positiven auch die negativen » Werte als Massen-
konstante auftreten, haengt vielleicht mit dem scheinbaren Auftreten
“positiver Elektronen” zusammen, die allerdings als elektronegative Teil-
chen von negativer ponderabler Masse anzusehen waeren. Entsprechendes
waere nach der Theorie auch fuer die Protonen zu erwarten.
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Es ist klar, dass eine derartige Feldtheorie nicht die BORN'sche Wahr-
scheinlichkeitsdeutung des yw Feldes uebernehmen kann, und es bleibt
also einstweilen eine offene Frage, ob eine solche Theorie eine wider-
spruchslose Deutung der atomistischen Struktur der Materie ueberhaupt
zulaesst.

Chemistry. — Stationary, checked and other states of osmotic systems. I.
By F. A. H. SCHREINEMAKERS.

(Communicated at the meeting of May 27, 1933).
1. Introduction.

If we imagine in the osmotic system :

LI . . . . . . . ...

a membrane M (W), i.e. a membrane permeable for water only, then the
water will diffuse from the liquid with the smaller—towards that with the
greater O.W.A. and this osmosis will continue until both liquids have got
the same O.W.A.. It does not matter here of what substances these liquids
consist and what compositions they have.

In order to make it easier to represent some of the systems to be
discussed later on and to simplify the discussions, I shall now indicate
the O.W.A. of a liquid by a number I shall take the greater, the greater
the O.W_.A. of this liquid will be. If e.g. I shall say that liquid L has an
O.W.A. =10 and liquid L’ an O.W.A.=20, I mean nothing by this but
to say that L’ has a greater O.W.A. than L; in the osmotic system:

LAO)L'(20) = W. . . . . . .. @

in which the numbers now indicate the O.W.A., the water will consequently
diffuse through a membrane M (W) —. However, these numbers have no
other, real meaning here, and e.g. they certainly do not mean to say that
liquid L’ would have 2 X as great an O.W.A. as liquid L.

Of course we might choose numbers with a more real theoretical or
practical meaning; I am only going to say a few words in explanation of
the second case.

Previously we have deduced among other things:

a. if we take water away from a liquid, then its O.W.A. will become
greater; if we add water to a liquid, its O.W.A. will become smaller.

For a binary liquid, consisting of water and a substance X, it follows
from this:

b. the O.W.A. of a binary liquid increases in proportion to the quan-
tity of its X-amount.



