Mathematics. — Quasimetrik auf totalisotropen Flichen. (Zweite Mit-
teilung). Von M. PINL. (Communicated by Prof. R. WEITZENBOCK).

(Communicated at the meeting of April 29, 1933).

§ 3. Kanonische Parameter, kanonische Fundamentalformen.

Mit der Kenntnis der biquadratischen quasimetrischen Fundamental-
form !):

F==ga3,;du*du® du’ du” = aydiy,* -+ 4a, du,? du, + ?

cegyi=12 . oL (1)

+ 632 dulsz22 -+’ 483 dll] dllz3 + ay CI’I_lz1 s

einer totalisotropen Fliche?):

=1t u) , Y«lz—gus(u,u)=0 « 3=1.2 fuyuf o (2)
in einem euklidischen (komplexen) n-dimensionalen Raume R, (n =5) ist
von vornherein die zweier weiterer relativinvarianter Differentialformen
gegeben:
H = has,s du* du® du’ du’ (“HESSE'sche Kovariante”) (3)

o B,77.0.2.5=1.2

T = tu3,5:: du* du? du’ du’ du’ du* (“CAYLEY'sche Kovariante™). (4)

Dabei sind die kovarianten symmetrischen Komponenten des “STuDY'-
schen Tensors” vierter Stufe gus,, (quasimetrischer Fundamentaltensor)
durch die Skalarprodukte der zweiten Ableitungen der (analytischen)
Vektorfunktion ¢ nach den (komplexen) Parametern u,, u, gegeben. Die
Komponenten huz,s und te:,.:z, symmetrisch in allen Indizes, bilden mit
Riicksicht auf die relative Invarianz der Differentialformen (3) und (4)
kovariante “Tensordichten” vom Gewicht “2" bezw. “3". Sie lassen sich
in bekannter Weise?) als quadratische bezw. kubische Formen der Fun-
damentalkomponenten g.:,, auffassen. Die Komponenten aller dieser
Tensoren und Tensordichten werden im folgenden auf der Fliche als
analytische Ortsfunktionen vorausgesetzt und geben, sofern sie nicht
insgesamt identisch verschwinden, vermége der Differentialgleichungen :
Guzsdu* du® du’ du” =0 , hag, du*du?du’du’ =0 ,

apyo5=12 , (5)

taz,o:; du® du? du’ du’ du* du® =0

) Vgl. M. PINL, Quasimetrik auf totalisotropen Flachen (Erste Mitteilung), diese
Proceedings Vol. XXXV NO. 9, p. 1182, Amsterdam 1932.

%) Vgl. 1) und die dort angegebene Literatur; die Begriindung der Theorie der total-
isotropen Mannigfaltigkeiten wurde in einer Reihe von Arbeiten durch Herrn LENSE
gegeben;

3) Vgl. A. CLEBSCH, Theorie d. bin. Formen, § 40, S. 135—136, Leipzig 1872.
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Anlass zur Auszeichnung gewisser mit der Fliche invariant verkniipfter
Kurvensysteme. Sollen insbesondere die “kanonischen” Parameterkurven
u, = const. bzw. u, = const. bzw. mit den Kurvensystemen (5) zusammen-
fallen, so gilt fiir g.:,s, h«g,s, t3,0:x von vornherein notwendig und
hinreichend :

g = ga220— 0 bzw. hyyyy — hypg — 0 bzw. 44010 = 0200 = 0 . (6)

Flachenparameter dieser Art werden “kanonische”” Parameter, die zuge-
hérigen Fundamentalformen “kanonische” Fundamentalformen genannt.
Ihre Bedeutung liegt also zunidchst in der Elimination entbehrlicher
Komponenten der Fundamentalform F; sie wichst speziell in Fillen, wo
durch das besondere Verhalten der einzelnen Komitanten von F die
Elimination weiterer Komponenten erméglicht wird — also mit Vorzug
fir die totalisotropen Flichen des Rs und Rs, wo Ausnahmen dieser
Art die Regel bilden. Am bemerkenswertesten erscheinen folgende

Typen ¥):
(I) F= a, du,* bzw. F == a, du,* (F ein Biquadrat, H=0)
(II) F = 6a, du,? du,? (F und H proportional)
(III) F—4a, du,? du, bzw. F — 4a; du, du,? (H ein Biquadrat)
(IV) F=du,?(agdu,?>+ 6a,du,? bzw. F—(6a,du,?+ a,du,?) du,? (verschwindende
Diskriminante)
(V) F=a,du;*+ a, du,* (“harmonische” Funda-
mentalform)
(VI) F= aydu,* + 2iV 3a, a, du,? du,? + a, du,* (“aequianharmonische”
Fundamentalform)
(VII) F = a,du,*+ 6a, du,? du,® + a, du,* (allgemeine kanonische
Fundamentalform)

Die kanonischen Fundamentalformen (I) (II) (III) ergeben sich durch
Verwendung zweifach isotroper Kurven des ,,STuDY schen Netzes'', F=0,
die weiteren (IV) (V) (VI) (VII) durch Verwendung von Kurven des
“CAYLEY'schen Netzes”, T =0, als Parameterkurven auf der Fliche und
Beriicksichtigung des jeweils besonderen Verhaltens der zugehérigen
Komitanten. %) Die kanonische Form (I) charakterisiertim Rs®) die totali-

4 Vgl. 1) p. 1184.

5) Vgl. 1) p. 1184; 3) § 48, 49, S. 161 —168; eine eingehendere Untersuchung der in-
varianten Kurvennetze totalisotroper Fliachen soll an anderer Stelle gegeben werden.

6) In hoheren Raumen sind auch Félle mit nichtlinearem “Study-Netz” zu beriick-
sichtigen, z.B. “Torsenoide” der Art ¥ =1 (u;) + 3 (uz) im Rg (1 als einfach isotrope Kurve
in einem R3 j als zweifach isotrope Kurve in einem zweiten zum ersten Raume total-

orthogonalen Rs, 12 ==0, v, £ 0, 32=32,=0, 32,,Z0).
35*
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sotropen Torsen, die kanonische Form (III) im Ry7) die totalisotropen
Regelflichen. Die allgemeinsten totalisotropen Flichen des Ry sind jedoch
die “harmonischen”” Flichen?® von der kanonischen Fundamentalform
(V). Alle weiteren Formen (II) (IV) (VI) (VII) sind erst in R&umen

hoherer Dimensionszahl realisierbar. °)

§ 4. Erste Variation der Quasibogenlinge.

Todt
auf einer totalisotropen Fliache des R, (n =5) ist durch die Integralin-
variante :

t
S
P(f)—_—J l/ — Gazpu” a’a’ ar dv=

t

' 4
== J w(uy, uy, 1y, 1,,) dr, 0= l/ — Guiyps 0* 0% 07 4°
«

fh

N du”
Die “Quasibogenlinge’ einer (analytischen) Kurve (u“:u“(t), =2 )

~

gegeben. Lings Flichenkurven , stationdrer Quasibogenlidnge” innerhalb
der ,Konkurrenz' :

Ou(to, &) _ Ou’(ty,e)

De o de

u* = u* (t, ¢),

:O a=12 (8)

verschwindet — bei festen Variationsgrenzen t,, f; — der , EULER’sche

Vektor™ : 19)

E; :gt( g:; )— g—;i = I/Aga‘;-,a a* a’ al o :%’;:b «8.0=12 (9)

Daraus ergeben sich mit Benutzung der Beziehungen :

o PR R i ; .
w=p, —pt=gaa,. 0" aalwt, —=d%...., —=u'? «iys=12 (10)

p p

die Differentialgleichungen der “quasigeodétischen Linien” in der Form :

gagp 0Pt + sy ' d'Pu'’u' =0 wpy02=12 (11)

7) Auch hier muss in hdheren Raumen mit nichtlinearen *“Study-Kurven' gerechnet
werden; die Beweisfithrung im Rg benutzt die lineare Abhéngigkeit der den Schmiegraum
der Flache aufspannenden Vektoren: vgl. !) p. 1185,

8) Vgl. 1) p. 1186.

9 Vgl. 1) p. 1185.

10) Vgl. DUSCHEK—MAYER, Lehrb. d. Diff. Geom. Bd. II § 2, S. 84 ff. Leipzig 1930.
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wobei in Analogie zu CHRISTOFFEL's Dreizeigersymbolen erster Art :

v 1 ag).al,,: aga,, aga o) aga 37 an,’i/i o F e
= (M o Oty Cgesi y Ofni CetYasiima (12)

gesetzt wurde. Umgekehrt gilt :

a o370 2 v 1 v v v s

%T/ =3 (Dppia + Daysg + Tapiny + Lazgi — 2 Lazyin) «Basi=12 (13)
wie man durch Vertauschung der Indizes a|Z, |4, 7|4, |4 in (12) und
Addition aller so entstehenden Gleichungen zu (12) erkennt: Symmetrie
der , Fiinfzeigersymbole™ I%3,:.; in «3,2! Die Auflosung des Systems (11)
nach den zweiten Ableitungen u"’ fuhrt im allgemeinen auf Gleichungen
der Form:

p (U] u: lll uz)

"B 2 DB (uy, up ty, ) =0 , ="t MU, gy
u + (ul up, u, llz) Q(ul u,, llpuz) ( )

worin der Term I'? die Gréssen u';, ', in rational gebrochener Form
enthilt. Zufolge des Zusammenhanges mit der HESSE-schen Kovari-
ante (3):

H=2Q=2|guzu'"u”| «f3=12 (15)

ist fiir (14) notwendig H 3£ 0 vorauszusetzen ; dagegen besteht mit der
Maoglichkeit einer Einfithrung spezieller Koordinaten *“quasieuklidischer”
(gwsy» liberall konstant) bezw. *“quasigeoditischer” (ga.s3,; ortlich konstant)
Natur die Méglichkeit eines identischen bezw. ortlichen Verschwindens
von Pj;.

y 5. Anwendung der BERWALD schen Kriimmungstheorie auf
die totalisotropen Flichen des Rs und R

Bei Beschrinkung auf die Riume R; und R4 hat man es lediglich mit
den (kanonischen) Fundamentalformen (I) (III) (V) zu tun. Die Berech-
nung ihrer Fiinfzeigersymbole I%:,,.; ergibt nach (12) fiir a - j3, a, =1, 2:

3 0 gaaaa 1o guaaa

> I‘iaaaa—-—— .F' oo, 00 — .r,i’aa: 'r 33.a—

2 om | i 0u, ‘38000 =0 833, 0, I'3333,

1 agaaaa 1 agmua’i

— I stame = oy i r—— £, Nagsn e= ['3333,0=—

0 P Trenn =9 Fn T =5y, o Tapsee=0 Lapaa

oo 1 0 oot v )
3 a g I_‘r‘aqq « — g I—p, Joot, o —0 ’ I,’%Bﬁo(.zx = O, IV[S,SB,E,a =3

4 au::( ’ ’ au

1 0 gssss
T 4 0ua

0 g 333
dus

10 93333

4 Ju,



554

Die Berechnung der Gréssen I'” nach (14) fiir a # 8, a, §—=1,2:1)

i o
(III) [ = u;z Mg—gaﬁ X "_ '2 9 Ig guaa,?

’ I'=u us
aud auﬁ

v 1 alggaaaa ] 1 alggawxa "o | 1 agssss ll3
V) I'= o 7z o U3 — : v
M =5 ™76 am ™" g dum g

Fiir den FINSLER'schen Fundamentaltensor '?) :

[:7 (lll. u,, lil, l.lz) :ﬁ-‘: (ll]. u,, l'll. fl;) :?

. adyza=12 (16)

W3 —o  amdEsto wIoto e

ergibt sich :

Fiir die Komponenten und den Asymmetrietensor I7,, I's,; des affinen
Zusammenhanges %) :

[‘75'/ (g, up o'y, u'y) = F:ﬁ (ty, uy, 'y, u)) =
2 I e B I a.z.9=12 (17)
= duy o e e v e W) = S

entsprechend : ')
(Il1) I"5, = Ortsfunktionen, I'G,;=0; (V) I'5,; Z0.
Schliesslich fiir die Kriimmungsgrossen Ki,;, Kg,, 8, A, S.3,:, ©Y):

. % = T8 . o oy
K,a-,a:(%—;;/ —I'3, 1%, u ’>_ (%l; o Iy ) +>
’/S

y > «,3.7.042=12 (18)

+ I, I — T

Kai [ KIZ K

K; = K5 a,.ﬁ_| T, 2
= lfa,el’ 2[fua ™

3.s=12 (19)

Sxﬁ'/'F T f aa[iaﬁ , B=pg Szt 2 S22+ ¢382212 = 8.0.0.25=12 (20)

1) Wegen H=0 scheidet dabei Fall (I) aus.

12) Vgl. P. FINSLER, Diss. Gottingen 1918.

13) Vgl. E. NOETHER, Gottinger Nachrichten, 1918, S. 37—44; ].d.D.M. V., 32(1923)
S. 177—184; A. WINTERNITZ, Berliner Sitz. Ber. 1930 XXVIL

19 Vgl 1),

15) Vgl. L. BERWALD (a) M. Z. 25, S. 40 —73, Berlin 1926; (b) Journ. f. Math. 156,
S. 191—222, Berlin 1927; (c) Atti del Congresso Bologna 1928, p. 263—270.
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() K3, 0,Ks,=0,8 0, 0,85, =0,53=0 . «ssi=12
(V) K3:7Z0.K57Z0,870,A0,8.:, 70,8520, «pri=12

Damit hat sich ergeben: (A) die totalisotropen Fldchen der Funda-
mentalform (I), insbesondere die totalisotropen Torsen des R, sind
»GAUss'sche”” Flichen. ')

(B) die totalisotropen Flichen der Fundamentalform (IIl), insbeson-
dere die totalisotropen Regelflichen des Rg. sind nicht-GAUSS'sche affin-
zusammenhidngende MINKOWSKI'sche Flichen.'8)

(C) die allgemeinen totalisotropen Flichen der Fundamentalform (V),
insbesondere die totalisotropen harmonischen Flichen des Ry, sind
nichtaffinzusammenhéngende, nicht-LANDSBERG'sche Flédchen. '°)

Ferner gilt der Satz :

(D) die totalisotropen Schiebflichen — und im Rs nur diese — sind
affinzusammenhédngende MINKOWSKI'sche harmonische totalisotrope
Flichen!

Beweis : Fiir den Asymmetrietensor [},; der Fundamentalform (V) gilt:

plo—_ L 1 0gmn 0 (ﬂq |
Fllh 24 g”” aul au;g au’/ du:; ullz

pro L1 0gun 0% w'
T 2490 Ou dus Ouy dus \ uz’

somit sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir affinen

Zusammenhang (/7,; = 0) harmonischer totalisotroper Flichen:

B.y.0=12 (2 1)

2
<=0 bezw. a Y =0 d. h. Y Yaap =0 azjz3.a.3=12 (22)

Sie sind fiir totalisotrope Schiebfldchen :
X (uy, w) =1 (1)) + 3 (w2), P =01 32 = 3.2 =0, Gawax = G (1) 2=12 (23)

erfiillt. Die Komponenten /5, des affinen Zusammenhanges reduzieren
sich also in diesem Falle auf die Gréssen :

01 3t ¢ @ f)
x— i g Guoaa Ux - == a,3,7=12 24
e = 8 Ou. Ous0d, ;- a»————l% gamm (a=p=y) ' ‘ (24)

16) Im allgemeinsten Falle.

17) Vgl. 15) (b) S. 209.

13) Vgl. 13) (b) S. 208.

19) Vgl. '5) (b) S. 208; (c) p. 267.
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entsprechend verschwinden sidmtliche Krummungsgréssen (18) (19) (20).
Umgekehrt gilt zunichst fiir alle totalisotropen Flidchen des R %) :

o 5y Xy ap by ki at, =0 fu,, uy} (25)

Man hat jetzt nur mehr die Voraussetzungen der kanonischen Form
(V) (harmonischer Charakter) und des affinen Zusammenhanges hinzu-
zunehmen :

i =52 =Lk = i b2 =1YnXn =0 {u,u,} (26)
um durch skalare Multiplikation von (25) mit 1,; bzw. ,, die Beziehung:

ayp=ay 0 , n=FALut+h5L fu uyd (27)

und aus (27) durch skalare Multiplikation mit x,;, bezw. x,,, das Ver-
schwinden der Koeffizienten 5, und f,, also das des Vektors x,, (in der
getroffenen kanonischen Parameterwahl) zu erkennen unter Benutzung
der Beziehungen :

g ——agZ0, Ny =——asZ0,

L X2 = — X 512 =0, X2 %01 — — %220 512 =0.

(28)

In den gewihlten Parametern hat also die Fliche die Darstellung :
X (g ug) =0 (uy) + 3 (u2), V1’ =ao (1)), 322° = a4 (u2) , £1,=0 fu, us (29)

einer Schiebfliche. Aus den Schiebflichen (23) erhilt man unmittelbar
Beispiele nichtaffinzusammenhingender totalisotroper harmonischer Flichen
durch die Inversion :

.*_)': * ‘____ga/i‘o‘ 3, e

£ —rz o Godyo —(xz)/z oo wBu=12, (30)
welche den harmonischen Charakter der Fliche (@, =0)?!) erhilt, den
affinen Zusammenhang jedoch zerstért. Die affinzusammenhingenden
harmonischen totalisotropen Flichen erfiillen, wie alle affinzusammen-
hiangenden Fléchen die Kriterien einer LANDSBERG 'schen Fliche 2% :

for(w u)d” Dazy (w,0)=0. . . apgres=12 (31)

Fiir die Fundamentalform (V) fiihrt jedoch (31) zuriick auf (22)! Mit
anderen Worten :

(E) es gibt keine allgemeinen »*) LANDSBERG schen harmonischen total-
isotropen Fléichen.

20) Vgl. 1), p. 1185.

M Vgl 1), p. 1185.

2) Vgl. % (c), p. 267.

) d.h. nichtaffinzusammenhéngenden.
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Eine eingehendere Untersuchung der allgemeineren (nicht LANDSBERG'-
schen) harmonischen totalisotropen Flichen hat vom allgemeinsten Falle,
wo keine der Kriimmungsgréssen verschwindet, 2!) abgesehen, noch mit
den folgenden beiden Méglichkeiten zu rechnen :

(a) I%:#£0, 8=0,6=0 %
(b) rs:;=£0, 820, G-0.

Weitere Ergebnisse sind von der Behandlung der kanonischen Fun-
damentalformen (II) (IV) (VI) zu erwarten, wie an anderer Stelle ausge-
filhrt werden soll. Die totalisotropen Flichen, welche diesen Fundamen-
talformen entsprechen, sind jedoch erst in hoheren R&umen (n > 6)
vertreten.

Allen diesen Methoden ist das Auftreten von Tensoren, welche neben
den Parametern auch deren Ableitungen enthalten, also keine Ortsfunk-
tionen sind, eigentiimlich. Hier entsteht das Problem einer ,direkten
Quasikriimmungstheorie’ totalisotroper Flichen ohne Verwendung eines
ausgezeichneten Extremalenfeldes. In einer Untersuchung, welche in einer
weiteren Mitteilung an dieser Stelle zur Darstellung gelangen soll, hat
Herr G. F. C. Griss mit Vorteil zwei unabhiingige der drei quadratischen
Faktoren der CAYLEY'schen Kovariante T der Fundamentalform F zur
Definition kovarianter Ableitungen auf der Fliche benutzt und einen
“Reduktionssatz” fiir die Differentialinvarianten des Problems gewonnen.
Bemerkenswerterweise ergeben sich — im Gegensatz zur gewdhnlichen
Flichenmetrik — in der bindren biquadratischen Metrik im allgemeinen
bereits vier unabhingige Differentialinvarianten erster Ordnung — wie
iiberhaupt die “Kriimmungstheorie”’ totalisotroper Flichen diejenige der
gewohnlichen Flidchen an geometrischer Reichhaltigkeit erheblich iiber-
treffen diirfte.

24) vgl. 16),
%) Vgl. L. BERWALD, M.Z. 30, S. 465, Berlin 1929.

Mathematics. — Ein Einbettungssatz iiber henkelfreie Kontinua, By
W. HurRewiCZ (Amsterdam) and B. KNASTER (Warsaw). (Com-
municated by Prof. L. E. J. BROUWER).

(Communicated at the meeting of May 27, 1933).

In einer frilheren Note wurde von W. HUREWICZ gezeigt'), dass fiir
n =3 jeder n-dimensionale separable (metrisierbare) Raum mit einer
Teilmenge eines n-dimensionalen BROUWERschen Kontinuums homéomorph
ist. Unter einem BROUWERschen Kontinuum ist dabei ein kompaktes, im

1) Diese Proceedings 35, S. 1077.



