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For zinc no definite conclusion can be reached. The supplementary
heat seems to be of the order of magnitude that results from SOMMERFELD's
formula with n=1. We are inclined to think that the value n=1 is
somewhat too large.

Physics. — Ein klassisches Modell des Ferromagnetikums und seine
nachtrdgliche Quantisierung im Gebiete tiefer Temperaturen. Von
G. HELLER und H. A. KRAMERS.

(Communicated at the meeting of June 30, 1934).

§ 1. Uebersicht: Das klassische Modell des Ferromagnetikums wird
definiert. Nur beim Raumgitter fiihrt es eindeutig zu ferromagnetischer
Sittigung. Die naive Quantisierung dieses Modells fiihrt genau zu den
Formeln von BLOCH!) und MgLLER 2).

§ 2. Klassische Theorie des Ferromagnetismus, im besonderen bei
tiefen Temperaturen. .
h

Wir betrachten ein Gitter von N Atomen. Es sei 5 O der Operator

des mechanischen Moments, uo; (p: mic !21—) der Operator des magne-

—_
tischen Moments des i-ten Atoms. Ist H die dussere magnetische Feld-
stirke, so ist der Energieoperator, soweit er von den Spinmomenten abhéngt :

— N> - =
W:_IMH 2 0,'_'12‘ 2 Ist(as Ot) % . . @ (1)
i=1 s<t
Die I, sind Austauschintegrale zwischen den Atomen s und t.

Kennt man die Eigenwerte E, dieses Operators, so kann man die
Zustandssumme

EZ

ZO.H=23e " ;@=kT). . . . . . (2

berechnen und findet den Erwartungswert des magnetischen Moments:
___,0IlnZ

,u__ﬁaH e € )]

Wir nehmen mit HEISENBERG und BLOCH an, dass die I, nur fiir
Nachbarn von 0 verschieden seien und stellen uns die gleiche Aufgabe
wie BLOCH, — die Berechnung von u fiir die lineare Kette, das quadra-
tische Fliachengitter und das kubische Raumgitter.

Die “klassische” Behandlung der Rechnung besteht darin, dass wir die

) BLOCH: Zs. f. Physik, 61, S. 206, 1930; ebenda 74, S. 295, 1932.
2) MOLLER: Zs. f. Physik, 82, S. 559, 1933.
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Operatoren der GI. (1) als c-Zahlen im Sinne der klassischen Mechanik
auffassen. Dem Spinoperator o, entspricht der Vektor s;(|s|=n) mit
den Richtungscosinussen X; Y, Z;, (X?+ Y? 4+ Z?=1) und Gleichung (1)
lautet fiir die lineare Kette, wenn wir als Z-Richtung die Feldrichtung
wihlen :

N N
W=—unH kZ_IZk—%Inz kZ'_l(Xk Xin+ Y Y+ 2 Ziv) (@

wobei zum Abschluss des Gitters Xn41 = X; u. s. w. zu setzen ist.
w

Die Zustandssumme erhalten wir jetzt durch Integration von e  iiber
die kanonischen Koordinaten des ganzen Systems. Beschreiben wir z. B.
die Spinorientierung des i-ten Atoms durch die kanonischen Koordinaten

gSz,- und ¢; und fithren das Differential des Raumwinkels ein durch

n dw; = dsz; dg:
so erhalten wir die Zustandssumme:

R\ (=Y
Z(B,H):(—z—n) J e "dwydw,....don. . . . (5)
Die genaue Auswertung von (5) bereitet grosse mathematische Schwie-
rigkeiten. Wir beschrinken uns auf Untersuchung des Verhaltens bei
tiefen Temperaturen 8 ({ I.
Wir kénnen dann annehmen, dass fast alle Spins nahezu in Z-Richtung
stehen. Dann koénnen wir die Energie W nach Potenzen von X und

Y, entwickeln und erhalten mit /—;—I}I:a:
nl In? N 2 2
W=—Nn (7 + #H) + 1203 (140 (X YD — X X — i Y] 6)
=
dCU,:dX dY,
ROV -¥
Z:(?n) fe "dX,...dXndY,...dYn.

—

Praktisch ist der Integrand nur dann merklich von O verschieden, wenn
alle X, Y. sehr kleine Betrige haben. Wir diirfen die Integrationsgrenzen
daher von — o bis + o erstrecken. (Diese Folgerung ist natiirlich nur dann
zuldssig, wenn das Integral konvergent bleibt).

Wir gebrauchen die Integralformel:

oo

N
fe—ru,-m XedX, dX, ... dXy =7 || A|} ==

4

[n
/

AV

7

26

Iz

— 0o
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Al

In ihr sind a;x die Koeffizienten einer symmetrischen Matrix,
ist ihre Determinante, A; (1=1... N) sind ihre Eigenwerte.

Beweis: Es gibt reelle unitire Matritzen U, die A auf Hauptachsen
transformieren :

UTAU=A.
Fiihren wir neue Koordinaten ein durch:
Xk 2 Uk/ X’

so erhalten wir:

0o

SAL X2 N
f X L dX = 1T

— 0o

|
9Q‘as
\l>
>
Q.
>
Ml
ol o W
—{
Dly

Die Zustandssumme wird mit (7):

Z—ei (7 “”)(ha) w B

In 114,
2

Die A; sind die Eigenwerte der quadratischen Form innerhalb eckiger
Klammern in (6). Man findet sie aus den Sikulargleichungen :

—-lful—l.i.'f-(l+a—11>.)u1,).—11;"1+1.).:0 o e e (9)
Eine Losung ist:
27i
A A A;_:1+a—coszﬁ”z. .. .. (10)

Gleichung (10) liefert uns N unabhingige Eigenvektoren, also ein voll-
stindiges System. Wir kennen also auch sdmtliche Eigenwerte und somit
nach (8) die Zustandssumme:

__Nn(nl hné 2n
InZ—-—e—(?-{- >+Nln—1n——21n(l+a—coswl).
Bei grossen Atomzahlen N kénnen wir die Summe durch ein Integral

27
iiber & = == 1 ersetzen:

N

1,12_%("14r H)+Nl ’}Lﬂ_ﬂ In(l-{-a—cos:,’-') de . (1)
0
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Der Erwartungswert des magnetischen Moments wird nach (3) u. (11):

25
—_ ,0lnZ N ué dé
p= 0H =Nup 27 nI,) 1+a—cosé&
0
nl Va(a+2)

Fir H—>0 d.h. a—0 divergiert dieser Ausdruck gegen — . Dieses
Resultat hat natiirlich keine physikalische Bedeutung, erlaubt aber viel-
leicht den Schluss, dass keine Neigung zu Ferromagnetismus besteht.

Fiir Flichen- und Raumgitter hat man ganz analoge Rechnungen. Die
Energie des einfach quadratischen Flichengitters ist:

N N
W=—nuH > Z,d—ln2 3 (Xt Xiwr1 T Xia Xi+

k.1=1 2 k.I=1
+ Yk.l Yk+1,I + Yk.l Yk, 141 + Zk,l Zk+l,l +Zk,1 Zk. l+l)

Die Zustandssumme wird mit den gleichen Vernachldssigungen wie
oben:

Nz —
st (oY=

Z—e
\]n I Al,u.
Ao

Das Sakularproblem zur Bestimmung der ;. lautet:
— ¥ (k=100 F Bki—10) + (2 Fa— A u) wh o — ¥ (@kar 600 + Wiersr; 2) =0,
Die Losungen sind:

2 i+ 1)
Ukl — €

AA#:Z—{—a——cosz—nkl—cosngl,u

N
Wir setzen:
2n - . 2‘n .
Nkl_é ; Nl,u-—n

und erhalten fiir den Logarithmus der Zustandssumme:

2 ~
”(n1+,4H)+N21nh—:T6—

N \2
__(__)ffln(Z—i—a—cosE—cosn)dEdn
\271
26*

an:Nﬁ
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Der Erwartungswert des magnetischen Moments wird also fiir das
Flachengitter:

— d&¢ dy
’u_Nzn’u_(Zn) ffZ—l—a—-cosE—cosn

und in analoger Weise fiir das Raumgitter:

_ dé dn d¢
#—N3n/1—(§7,) J‘Jf3_|_a_cosg—cosn—cosc

Nur das Raumgitter behilt fiir a = 0 eine endliche Séattigung:

=N3nu(l—ab) ; 2
( ) fj dé dy di L (12
21n — sin ——+szn Z—f—-smzés

wihrend die quantenmechanische Rechnung auf

ps =N’nu(l —a' 6%

fiihrte.

Die voranstehende Rechnung zeigt, dass der Ferromagnetismus kein
typisch quantenmechanischer Effekt ist. Die magnetische Sattigung bei
tiefen Temperaturen wird zwar durch Quanteneffekte wesentlich begiinstigt,
tritt aber auch bei ,klassischer” Betrachtung unter den gleichen Be-
dingungen auf wie in der BLOCH-schen Rechnung.

Wie bereits BLOCH bemerkt, widerspricht (12) dem NERNST-schen
Wairmesatz. Es liegt nahe, durch nachtragliche Quantisierung Abhilfe
zu schaffen, in analogem Vorgang zu der DEBYE-schen Theorie der
spezifischen Wirme.

§ 3. Die Quantisierung der Spinwellen.

Bei kleinen Abweichungen X, und Y, der magnetischen Momente von

h [
der Feldrichtung sind die Koordinaten p; = ]/n?h X und g = ]/ ¥

kanonisch konjugiert. Wir gewinnen ein neues System kanonischer Vari-
ablen, indem wir die p; und q; kontragredienten Transformationen unter-
werfen. Wir wihlen U nach (7) reell und bilden

pp=2uup, q=2(U"xq =2uuq,

In den gestrichenen Variablen erhalten wir fiir die Energie der line-
aren Kette:

I

W--—Nn(n2 +;1H>-L Z(l—f—a—cos% /»> (P? +q7?)
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Wie diese Gleichung zeigt, ist unser System ein harmonischer Oszil-
lator in jedem der N Variablenpaare p., q; und zwar mit der Frequenz:

W, = 22"(1—}— —cosgl\?l). e oo (13)

Jeder magnetische Zustand des Gitters in der Nihe der Absolutséttigung
kann als Ueberlagerung von “Spinwellen” dieser Eigenfrequenzen ange-
sehen werden.

Man erhidlt einen Eigenwert der Energie des ganzen Systems, indem
man jedem Oszillator w; eine beliebige Quantenzahl n; zuschreibt:

nl N
Enln.l...n :_Nn 7+#H +£ n; hw). . . B (14)

N

Gleichung (14) enthdlt alle Eigenwerte des Systems. Wir berechnen
nach (2) die Zustandssumme:

Nach (14) haben wir:

nl
Nn(7+uH) § - n o,
Z=ce b II Je 4

=1 n;.=0

ho.

N ——

nz=2n (2t b} ER -
=1

Wir setzen die w; nach (13) ein und ersetzen die Summe wieder durch
ein Integral:

2z 2In _
an:&("_IﬂH)—zﬂnfzn (1—¢ o Oremn) et
0

6 \ 2

Der Erwartungswert des magnetischen Moments wird jetzt fiir die

lineare Kette:
,u:Nn,u—( )Z,uj 2In
——ll+tl cos;)—l
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Die analoge Rechnung ergibt fiir das Flichengitter:

27
o= N\? ) dédy
=N?!nu—|—1| 2
M # (2 n) luf ez# (24 a—cos& —cos7)
0

und fiir das Raumgitter:

2
= N'\? dt dn dt
— 3 — Rl
"= N i (27!) Z”fff ﬂﬂ"'a—cosf—cos‘ﬂ—cos 2] ’
0 e’ —1

Das ist genau die Formel von MgLLER, wenn man das Integral noch
durch die Entwicklung:

—1

e
cosé =1 2 e

auswertet.

In dieser Verbindung ist es vielleicht nicht uninteressant zu bemerken,
dass man die MpLLERsche Rechnung dahin deuten kann, dass nur die-
jenigen Zustinde des Gitters in Betracht gezogen werden, bei denen

fast alle Atome in Richtung des Magnetfeldes das Spinmoment %ﬁ

2

um eine Quantenzahl weniger. Damit korrespondiert im klassischen Bild
die Annahme, dass die Spinrichtungen nur wenig von der Feldrichtung
abweichen.

Die vollstindige Uebereinstimmung der voranstehenden Rechnung mit
der Theorie von BLOCH fiihrt zu einer sehr anschaulichen Deutung der
BLocHschen Spinwellen. Ihr Tréiger ist ein System von durch Austausch-
krifte elastisch gekoppelten Spins. Dem Zustand, dass n Spinablenkungen
gemiss der DE BROGLIE-Welle

besitzen und die wenigen iibrigen das Spinmoment (—n—— I)E also nur

cial (kz+ 1%+ mu)
eN

durch das Gitter wandern korrespondiert eine Anregung des n-ten Quan-
tenzustandes der klassisch berechneten Figenfrequenz

2In 2n 2n 2x
wu,t——ﬁ— (3+a—cosﬁx—coswl coswy).

Die Bosestatistik der elastischen Eigenschwingungen ist mit der BLOCH-
schen “Summe von Bosegasen’ identisch.

Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass die genaue Uebereinstimmung
unserer Rechnung mit den Resultaten von BLOCH und MgLLER kaum
von vornherein klar war, denn die von uns eingefiihrten Normalkoordi-
naten p;, q, entsprechen keineswegs wohldefinierten quantenmechanischen
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Operatoren. Damit hidngt wohl auch zusammen, dass wir in (14) die
Nullpunktsenergie fortlassen mussten um Uebereinstimmung mit der
quantenmechanischen Rechnung beziiglich des Absolutwertes der Energie
und der magnetischen Sittigung zu erbringen.

Utrecht, Juni 1934.

Physics. — Farbenerkennungspriifungen mit Riicksicht auf die Brauch-
barkeit von Signalgldsern. Von L. S. ORNSTEIN, Mej. J. G. EYMERS
und D. VERMEULEN. (Mitteilung aus dem Physikalischen Institut
der Universitdt Utrecht).

(Communicated at the meeting of June 30, 1934).

Es ist fiir den praktischen Wert von Signalglidsern von grosser Wich-
tigkeit, festzustellen, ob ein Filter von bestimmtem Farb- und Helligkeits-
wert unter gegebenen Umstinden in eine der als rot, orange, gelb, griin
oder blau bezeichneten Gruppen eingeordnet werden kann !'). Eine
vorldufige Untersuchung in dieser Richtung wurde von unsin der Weise
vorgenommen, dass Spektralfarben verschiedener Wellenlinge und be-
kannter Intensitit auf dunklem Hintergrund fiir Ddmmerlicht adaptierten
Beobachtern dargeboten wurden, wobei diese, ohne zu iiberlegen, die
Farbe mit einem der Worte rot, orange, gelb, griin, blau, zweifelhaft,
grau oder nichts bezeichnen mussten. In der Zeit zwischen zwei Farben-
darbietungen sassen die Beobachter im Dunkel. Die Reihenfolge der Farben
wurde willkiirlich gewéhlt. Es wurde festgestellt, dass die Geschwindigkeit,
mit der die aufeinander folgenden Farben gezeigt wurden, auf die Be-
zeichnung keinen Einfluss hatte.

Die Herstellung des Farbscheibchens geschah durch Abbildung einer
Bandlampe durch einen Monochromator hindurch auf ein Mattglas. Das
Scheibchen war rechteckig, 4 mm hoch und 2 mm breit. Die Flichen-
helligkeit des Bildes wurde mit Hilfe eines geeichten Spektralpyrometers
als Funktion der Wellenlinge gemessen. Tabelle 1 gibt die Helligkeiten
der Abbildung auf dem Mattglas fiir die verschiedenen Farben, angegeben
in erg. pro sec. Raumwinkel, cm?% Die Monochromatorspalte wurden so
eng eingestellt, dass ein Farbunterschied innerhalb des durchgelassenen
Gebietes nicht in Erscheinung trat. Die verschiedenen Intensititen der-
selben Farbe wurden durch Diaphragmierung erhalten.

Der in den Tabellen mit Nr. 7 bezeichnete Versuch ist mit fiir
Dunkelheit adaptierten Personen vorgenommen; man erkennt daraus den
grossen Einfluss, den dieser Faktor auf die Erkennung der Farbe ausiibt.

) Was man gewdhalich .gelb” nennt, gilt in der Terminologie der Eisenbahn als
weiss, was man ,orange’ nennt, als gelb.



