
Mathematics. - SUl' la Dérivée Angulaire des Fonctions Univalentes. 
Par CORNELIS VISSER. (Communieated by Prof. J. G. VAN 

DER CORPUT). 

(Communicated dl dle meeting of March 30, 1935.) 

Introduction. 

L'objet du présent article est l'étude d'une question qui se rattache à 
un théorème de M. J. WOLFF. Soit la fonction w (z) holomorphe et de 
partie réelle positive dans Ie demi-plan D (x> 0) de la variabIe com­
plexe z = x + y i. Le théorème de M. 'WOLFF dit que dans ces conditions 
la dérivée w' (z) tend vers une constante À, qui est nulle ou positive, 
lorsque z ~ 00 dans tout angle I y 1-=== p x. p étant une constante positive 
arbitraire 1). 

Le nombre l s'appelle la dér-rvée angulaire de w (z) à nnfini. 
Dans Ie cas d'une fonction w (z) univalente, représentant D sur un 

domaine intérieur. l'inégalité À> 0 exprime la conformité de la repré­
sentation à l'infini. Inversement on peut demander de chercher des con­
ditions auxquelles doit satisfaire un domaine intérieur G de D, pour qu'il 
existe une fonction w (z) représentant D conformément sur G et ayant 
une dérivée angulaire positive à l'infini. 

Quelques conditions qui sont suffisantes sont connues 2). Je me propose 
de déduire iei une condition qui est nécessaire et suffisante et qui permet 
de ramener Ie problème à celui des propriétés d'une représentation con­
forme en un point intérieur. 

Pour éviter de renvoyer Ie lecteur à d'autres Mémoires, je démontrerai 
d'abord les propriétés dont je ferai usage. 

§ 1. 

Le Théorème de WOLFF. 

Théorème. Soit la fonction 

w (z) = w (x + y i) = u (z) + i v (z) 

1) J. WOLFF, Comptes rendus, 183, 1926, p. 500. Voir aussi: 
C. CARATHl';.ODORY. Sitzungsberichte der Preuss. Ak. der Wiss., 1929, p. 39: 
E. LANDAU et G. VALIRON, Journalof the London Math. Soc., Vol. IV. 1929, p. 15. 

2) C. CARATHBODORY, I. c. 1). 

G. VALIRON, Bulletin des Sc. math., 2e série, S3, 1929, p. 70: 
L. AHLFORS, Acta Soc. Scient. Fennicae, Nova Seri~s A. I, IX. 1930: 
1. WOLFF. Comptes rendus. 191. 1930. p. 921: 
C. VISSER. Comptes rendus. 193. 1931. p. 1388: 
J. G. VAN DER CORPUT. Proc. Kon. Ak. van Wet .• Amsterdam.33. 1932, p. 330. 
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(x. y. u et v réels) holomorphe dans Ie demi-plan D (x> 0) et soit en 
tout point z de D 

u (z) > O. 

Alors il existe un nombre 1. qui est positif ou nul. tel que pour tout 
p>O 

w' (z) .... l 

lorsque z .... 00 dans l' angle I y 1-=== p x. 

Démonstration. Soit Zo = Xo + Yo i un point de D. W (zo) = Wo = Uo + Vo i. 
Désignons par z~ et w~ les points symétriques de Zo et IVO par rapport 

à l' axe imaginaire. 
La substitution 

z-zo 
C=--. 

z-zo 

transforme Ie demi-plan D biunivoquement Ie cercle imité I C I < 1. 
En posant 

(C) - W (z (C) ) - Wo 

cp - W (z (C)) - w~ • 

on obtient une fonction cp (C) qui est holomorphe dans Ie cercle unité 
I C I < 1 et dont la valeur absolue est plus petite que 1. tandis que 
cp (0) = O. On peut appliquer alors Ie lemme de SCHWARZ. qui donne 

et par conséquent 

I
w (z) - Wo 1-=== I z - Zo I (. ) ( ) • = --. . . . . . . . 1 
W z - Wo z-zo. 

en tout point z de D. Si z i= zo.l'inégalité (1) peut exprimer sous la forme 

I 
W (z~ - Wo 1-=== I W (z) - .W~ I 

z-zo z-zo 

et en faisant z .... Zo on obtient 

Comme 

(u - UO)2 + (v - VO)2 =- (u - UO)2 
(u + uu)2 + (v-voF = (u + UO)2 • 

. . . . • (2) 
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il résulte de (1) que 

donc 

Iz-z~1 + Iz-zol 
u~. Uo 1 Z - Zo 1- 1 z - Zo 1 

_ (xo + Izl)2 ~ 
X Xo 

Supposons que z soit situé dans l'angle 1 y 1-= p x, et soit en même 
temps x ==- xo. Alors on a 

ou bien 

u 
Cela posé, désignons par À. la borne inférieure de -, lorsque Z décrit 

x 
u 

Ie demi~plan D. À. est positif ou nul. Si en un point Z de D À. =-, 
x 

w (z) _ Àz + ei (d' après Ie théorème dti module maximum appliqué à la 
fonction e-"'(~)+!.~) et Ie théorème est évident. Ce cas écarté, la fondion 
w (z) - À.z encore les conditions du théorème. 

Soit e un nombre positif arbitraire. Choisissons Zo de façon que 

Uo , --,,<e. 
Xo 

Si z est situé dans l' angle 1 y 1-= px, nons avons, lorsque 1 z 1 > xo, 
d' après (3), appliqué à la fonction w (z) - À. z, 



n en résulte 
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u 
-.-.1. 
x 

lorsque Z'-' co dans r angle 1 y 1 -= p x. 
Appliquons enfin l' inégalité (2) à la fonction W (z) -1 z. On obtient 

1 w' (z) - 11 -= ~ - 1 
x 

et par là 

w' (z).-.l, 

Iorsque z .-. co dans r angle 1 y 1 -== p x. Ainsi Ie théorème est démontré. 
Remarquons que ron a encore comme conséquence 

Iorsque z.-. co dans tout angle 1 y 1 ~ p x . 
. Le nombre 1 s' appelIe la dérivée angulaire de w (z) à rinfini. 

§ 2. 

Le Critère de CARATHÉODORY. 

La dérivée angulaire est positive ou nulle; tous les deux cas peuvent 
se présenter. On doit à M. CARATHÉODORY un critère 'qui est suffisant 
pour que 1 soit supérieur ou égal à un nombre 10' N ous r utiliserons 
sous la forme suivante 3) : 

Théorème. Pour que la dérivée angulaire 1 soit supérieure ou égale 
à 10' il suflit qu'il existe une suite de nombres Zn tels que 

W (Zn)'-' 00 Iorsque n'-' 00, • (5) 

tandis que 

~ Iw(zn)12 ~ 1 
1 Zn 1

2 U (Zn) - 0 
(n= 1. 2, .. . ) . . . , (6) 

Démonstration. Appliquons (1) aux points Z et Zn' En posant wn=w (Zn) 
et en désignant par w: Ie point symétrique de W n par rapport à I' axe 
imaginaire, on a 

_ 3) L.c. 1). 

W-Wn 

• W-Wn 

Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXVIII, 1935. 
27 
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Il s' ensuit que 

1 W - w: 1 - 1 W - W n I =- 'z - z: 1 - 1 Z - Zn 1 

1 w-w: 1 + 1 W-Wn 1 1 Z - z: 1 + 1 Z - Zn 1 

ou 

4 uUn =- 4xxn 

(I w-w: 1 +, W-Wn i)2 = (I Z-Z: 1+ 1 Z-Zn 1)2' 

Donc 

u =- X n (I W-W: 1 + 1 W-Wn 1)2 
X = Un ( 1 z - Z: 1 + 1 Z - Zn 1)2 . 

En faisant croitre n indé6niment, on obtient en vertu de (5) et (6) 

u 
La dérivée angulaire étant la borne inférieure de -. il en résulte 

x 

§ 3. 

Considérons un domaine simplement connexe 6, dont la fróntière ne 
se réduit pas à un simple point. On sait, d' après la théorie générale de la 
représentation conforme, que pour . tout point a de 6 il existe une fonc­
tion unique ffJ (z). qui sera la représentation conforme de 6 sur un disque 
circulaire, ayant son centre à l' origine, de façon que 

ffJ (a) = 0 ffJ' (a) = 1. 

Le rayon du disque circulaire, qui est une fonction de a. sera appelé 
rayon conforme du domaine 6 au point a. Nous Ie désignons par 

k (6, a). 

Si la fonction W (z) représente Ie domaine 6 conformément sur un 
domaine 6', on voit sans peine que 

, ' ( ), _ k (6' , w) 
W Z - k(6. z) (7) 

Cela posé. considérons un domaine simplement connexe G intérieur 
au demi-plan D (x > 0). Supposons que G contienne des angles d'ouverture 
aussi proche de 1l que l' on veuille. D' après la théorie des .. Primenden" 
de M. CARATHÉODORY on peut faire la représentation conforme de D 
sur G par une fonction W (z) de manière que z ~ 00 lorsque W ~ 00 

dans un angle arbitraire d' ouverture plus petite que 1l et situé dans G. 
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Traçons dans un pareil angle, ä partir d' un point c un ehemin r. qui 
s' éloigne indéflniment. Les points de r seront représentés par 

w (s) = u (s) + iv (s), 

ou s est la longueur de l' arc cw. On a done w (s) -+ co lorsque s-+ co 
v (s) • 

et de plus Ie rapport u(s) reste borne. 

Remarquons que l' on a aussi 

z (w (s))-+ 00 • • • • , , , , , (8) 

lorsque s -+ 00, 

D' après (7) on a en tout point w de G 

done sur r 

Or 

on a done 

Remarquons que 

11 en résulte 

Done 

1 I ( ) 1_ k (D, z) 
z w -k(G,w)' 

1 
dz(w) 1- k(D,A 

ds -k(G,w)' 

k (0, z)=2x: 

I 

dz(w) 1 2x 
CiS = k(G,w)' 

_!iR(_l )~I!!_l , 
ds z (w) - ds z (w) 

. 2x !!L:l_ dx ~ I!! z(w)', 
1 z 1 ds ds - ds 

2 dlzl 1 dx~ 2 
TZT~ ---;c ds =k(G,w)' 

En ajoutant aux deux membres de eette inégalité l' expression 

27* 
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on obtient 

d 10 ' 1~12 .!!:.--=- 2 __ 2_ d lwl +~du. 
ds g w x - k (G. w) I w I ds u ds 

Par là 

'" 
~(IO 1~12.!!:.-_J( 2 __ 2 ~+~dU)dS)-=::::::O. 
ds g w x k (G. w) I w I ds u ds -

c 

11 en résulte que la fonetion 

n' est jamais eroissante. Elle tend done vers une limite. qui est positive 
ou nulle. lorsque w ~ 00 sur r. 

Supposons maintenant que l'intégrale 

ID 

J( 2 2 dl w I + 1 du) d 
k(G. w) -TWT ~ ti ds S •••• (9) 

c 

l'este bornée lol'sque w s' éloigne indéfiniment SUl' r. Alors l'expression 

reste bornée lorsque w déerit Ie ehemin r et en vertu de (8) il résulte 
du critère de M . CARATHÉODORY que la fonetion w (z) a une dérivée 
angulaire positive à l'in6ni. 

Puisque 

JID (2 2 d I w I + 1 du)' d 
k(G.w)-~~ tids s 

c 

_ JW (1 1 dU) J.!" 1 du JID 1 dl w I 
-2 k(G.w) -2uds ds+2 ti dsds-2 r;l~ds 

c c c 

W 

J( 1 1 dU) [u JW =2 k(G.w) -2uds ds+2 log~ c 

c 
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et que 

1 =- 1 1 
k (G, w) = k (D,w) - 2u' 

la condition que (9) soit borné, revient au même que la condition que 
l'intégrale, prise suivant I, 

J
oo

( 1 1 du) d 
k (G, w) - 2u ds s 

(10) 

soit convergente. 
Nous avons obtenu ainsi Ie résultat suivant: Soit G UIl domaine sim~ 

plement connexe intérieur au demi~plan D. Pour qu'il existe une fonction 
représentant D conformément sur G et ayant une dérivée angulaire po~ 
sitive à l'infini, il suffit que d'abord G conti enne des angles d'ouverture 
aussi proche de 1r que l' on veuille et qu' en outre il existe un chemin r, 
ayant les propriétés signalées plus haut, sur lequell'intégrale (10) converge. 

§ 4. 

Je vais montrer que la condition qui vient d'être donnée est nécessaire. 
Considérons un domaine G intérieur à D et supposons qu'il existe une 
fonction 

w (z) = u (z) + i v (z), 

donnant la représentation conforme de D sur G de façon que 

w' (z) ~ l , l > 0, 

lorsque z ~ 00 dans un angle arbitraire I y I ~ p x. 
D'abord il est clair que dans ces hypothèses G contient des angles 

d' ouverture arbitrairement voisine de 1r. 

Considérons maintenant l'image du segment 1 -==:: x < 00 de l'axe réel. 
C' est évidemment une courbe r telle que nous l' avons considérée pré~ 

cédemment. Je montrerai que l'intégrale, prise suivant r, 

J
oo

( 1_ ~ du) ds 
k (G, w) 2u ds ' 

(11) 

ou c = w (1), est convergente. 
Or en tout point w de r 

Iz' (w)1 = ~:' 
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donc 

dx k (D, x) 2x 
ds - k(G,w) = k(G,w)· 

Par suite 

~ 10 ~ - 2 ( 1 _ ~ du) 
ds g u - k (G, w) 2u ds ' 

donc 

w 

X J"( 1 1 dU) log-U=const.+2 k(G,w) -2uds ds 

Puisque 

c 

x 1 
-~­

u À 

lorsque w -+ 00 Bur r, il en résulte que l'intégrale (11) converge. 
On a obtenu ainsi la proposition suivante: 

Théorème. Soit G un domaine simplement connexe intérieur au demi~ 
plan D (x > 0) de la variabie complexe z = x + y i. Une condition 
nécessaire et suffisante pour qu'il existe une fonction représentant D 
conformément sur G et ayant une dérivée angulaire positwe à l'infini 
est que: 

1°. G contienne des angles d'ouverture arbitrairement voisine de 1"C. 

2°. 11 existe dans G un chemin r ayant pour origine un point c de 
G et aboutissant à l' infini tel que Ie rapport v : u reste bomé sur r 
et que l'intégrale, prise suivant r, 

J
oo

( 1 1 dU) 
k(G,w) - 2u ds ds 

c 

soit convergente. 

§ 5. 

Considérons les domaines G qui sont symétriques par rapport à 
[' axe réel. Alors on peut simplifier les conditions de notre théorème. 

D' après Ie principe de la symétrie de SCHWARZ, on peut faire la 
rep~ésentation conforme de D sur un domaine simplement connexe G 
Intérieur à D et symétrique par rapport à l' axe réel au moyen d' une 
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fonetion w (z) qui est positive Iorsque z est positif et qui est teIIe que 
w (z) ..... 00 lorsque z ..... 00 sur r axe réel. En posant z=x=yi. w=u+vi. 
on a en tout point u == c 

dx I k(D.x) 2x 
du = [z (u)[ = k(G.u) = k(G. u)' 

done 
u 

X J'( 1 1 ) log u = const. + 2 k(G. u) - 2u du 
c 

Si u eroît indéfiniment. Ie rapport E. tend vers la dérivée angulaire de 
x 

la fonetion w (z). On obtient done Ie théorème suivant: 
Théol'éme. Soit G un domaine simplement connexe intérieul' à D et 

symétl'ique pal' rapport à [' axe l'éel. Une condition nécessaire et su{[i~ 
sante pour qu'if existe une fonction représentant D conformément SUl' 
G et ayant une dél'ivée angulaire positive à [' infini est que l' intégl'sle 

prise SUl' un segment c --=::::: U < 00 de [' axe téel intél'ieul' à G. soit con~ 
vergen te. 

Mathematics. - Übel' die Ränderzuol'dnung bei konfol'men Abbil~ 
dungen. Von C. VISSER. (Communieated by Prof. J. G. VAN DER 
CORPUT. 

(Communicated at the meetina ,,~ March 30. 1935.) 

Vor einigen Jahren hat Herr W. SEIDEL eine Reihe von Sätzen über 
die Randverhältnisse bei konformen Abbildungen bewiesen 1). Seine 
Hilfsmittel waren ziemlieh kompliziert, und es ist darum vieIIeieht interes~ 
sant, in einfaeher Weise ein wiehtiges Teilergebnis abzuleiten, und zwar 
folgendes: 

Es sei Gein besehränktes. einfaeh zusammenhängendes Gebiet der 
komplexen Ebene. G werde berandet von einer Jordankurve r mit 
folgender Eigensehaft: Es gibt eine Zahl e > o. derart. dass. wenn p 

1) W. SEIDEL. Über die Randerzuordnung bei konformen Abbildungen; Math. Ann .• 
10., 1931. S. 182. 


