Mathematics. — Sur la Dérivée Angulaire des Fonctions Univalentes.
(Deuxieme Partie). Par CORNELIS VISSER. (Communicated by Prof.
J. G. vaN DER CORPUT).

(Communicated at the meeting of May 25, 1935.)

Le probléme qui nous occupe est le stivant:

Etant donné un domaine simplement connexe G intérieur au demi-
plan D (x> 0) de la variable complexe z—=x- yi, on demande de
conclure la possibilité ou l'impossibilité de représenter D conformément
sur G au moyen d'une fonction w (z) ayant une dérivée angulaire posi-
tive d linfini.

Dans la premiére partie de ce travail, ) que nous désignerons dans le
suivant par I, nous avons démontré un théoréme qui donne une condition
nécessaire et suffisante pour qu'une telle représentation soit possible (I.
§ 4).

Dans cette deuxiéme partie ce théoréme a été pris comme point de
départ. Nous allons déduire d’abord comme conséquence immédiate une
proposition importante de M. G. VALIRON?). Ensuite nous donnerons
quelques conditions qui sont suffisantes pour que les conditions du théo-
réme soient réalisées. On arrive ainsi d'une facon simple a des résultats
déja connus. Pour une certaine classe de domaines G nous établirons
également une condition qui est nécessaire pour qu'une représentation
avec une dérivée angulaire positive soit possible. Enfin nous arriverons
pour une classe spéciale de domaines G a4 une condition nécessaire et
suffisante.

§ 1.

Démontrons d'abord un lemme qui nous sera utile. Soient G et H
deux domaines simplement connexes dont les frontiéres contiennent plus
d'un point et dont G est intérieur a H. Alors en tout point a de G

k (G, a)=k(H, a).

Pour démontrer cela, désignons par ¢ (w) et y (w) deux fonctions qui
représentent respectivement G et H conformément sur le cercle unité
|z]| <1 de telle maniére que ¢ (a) = (a) = 0. On a alors

.

k(G,a):‘#)’ , k(H,a):‘w,L(a)

1) C. VISSER, Proc. Kon. Ak. van Wet. Amsterdam, 38, 1935, p. 402.
2) G. VALIRON, Bulletin des Sc. math., 2e série, 53, 1929, p. 70.
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En désignant par f(z) la fonction inverse de ¢ (w), la fonction
Fz)=vy{f(2)}

est holomorphe pour | z| < 1, elle s'annule & l'origine, tandis que son
module reste plus petit que un. Alors |F’(0)| = 1, donc

c'est-a-dire
k(G,a)=k(H, a).

Considérons maintenant un domaine G intérieur au demi-plan D (x>>0)
pour lequel les conditions du théoréme de I. § 4 soient réalisées. Soit H
un domaine simplement connexe intérieur & D et comprenant G. G con-
tient des angles d'ouverture arbitrairement voisine de x; H jouit donc
de la méme propriété. De plus il existe un chemin I, allant d'un point
c a l'infini et restant intérieur & un angle d’ouverture plus petite que =
intérieur & G, tel que l'intégrale, prise suivant ce chemin,

1 1day
fk(G,w) 2uds )

[+

converge. w — u + vi désigne le point qui décrit I. Or, en tout point

w de G

k(H, w) =k (G, w).

Par suite, l'intégrale, prise suivant I,

g 1 1 du
j(k(H, w)_ﬁd_s>ds

c

est convergente aussi.

Nous avons demontré ainsi un théoréme de M. G. VALIRON3):

Si G est un domaine intérieur au demi-plan D pour lequel existe une
fonction faisant la représentation conforme de D sur G et ayant une
dérivée angulaire positive a l'infini, une telle fonction existe pour tout
domaine simplement connexe intérieur 4 D et comprenant G.

3 Le. (2).
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§ 2.

Soit G un domaine simplement connexe intérieur & D. Supposons que
G contienne des angles d'ouverture arbitrairement voisine de z. Alors il
existe un nombre ¢ >0 tel que le segment ¢ = u < o de l'axe réel soit

intérieur a G. Les conditions du théoréeme de I. § 4 sont verifiées si
l'intégrale, prise suivant I'axe réel,

oo

f(k(cl;)—zi)d IR

[+

est convergente.

En utilisant le lemme démontré au début du paragraphe précédent, il
est aisé d’obtenir des critéres qui sont suffisants pour que cette intégrale
soit convergente.

Considérons pour tout u > ¢? le domaine H,, défini par

x>Vu , |yl<mVu). (x—V u),

ou m (f) signifie la borne supérieure des nombres M pour lesquels le
domaine

x>t , |ly|<M(x—1t)

reste intérieur a G.
On peut supposer ¢ > 1. Un calcul facile montre que

k(He,u)=2(u—1) ‘%m(t)'
2
en supposant u > ft=c.
Donc
KG ) =k () =2 (—V ) 28 8)
2

Il en résulte que la condition

2 1\)
.,/ (\Z(u—l/;)atctgm(l/_) T 2u; dip = o

[

est suffisante pour que l'intégrale (1) soit convergente. En posant Vau=t,
on voit immédiatement que cette condition peut s'écrire sous la forme

c
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Donnons une application. Considérons une fonction continue h (),
définie pour t=0 et ayant les propriétés suivantes:

h(0)=0 , h({)>0 lorsque £>0,
)

— n'est jamais décroissant.

Soit G le domaine défini par
x>0, |y|<h(x)

Alors on peut faire la représentation conforme de D sur G au moyen
d'une fonction ayant une dérivée angulaire positive a I'infini sil'intégrale

S

1

est convergente.

h(f

Car on a d'abord, comme résulte de la monotonie de =3 "

0

o lorsque t—> oo,

d’ou résulte que G contient des angles d'ouverture aussi voisine de =z
que l'on veut.
De plus
m(t):Minh—(t)iMini(—t)—=M.

>t T—L >t T t

tm(t <f

Les conditions du théoréme de I. § 4 étant remplies, notre assertion
est justifiée.

Donc

§ 3.

Dans ce qui précéde nous avons comparé le domaine G avec les do-

maines angulaires intérieurs & G. On peut obtenir un résultat plus précis
en considérant une autre classe de domaines intérieurs a G.
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Désignons pour u>c par u(u) la borne supérieure des nombres r
pour lesquels la circonférence

z—u
==p
z+u
est intérieure & G. Le domaine H,, défini par
z—u )
z+u ’

est alors intérieur a G. Donc
k(G, u)=k(H., u).
En représentant H, sur le cercle unité on obtient aisément
k(H,uy=p(u).2u.

Il en résulte que la condition

f(ﬁ‘@%“"- S

c

est suffisante pour que l'intégrale (1) converge.?)

M. J-G. vaN DER CORPUT a donné a cette condition une forme
plus habile. ®) Nous nous bornerons a traiter un cas spécial. Considérons
une fonction continue h (), définie pour t=0 et ayant les propriétés
suivantes :

h(0)=0 , h()>0 lorsque t >0,
h (f) n’est jamais décroissant.

Alors la condition (4) est vérifiée si ['intégrale

¥ dt
fh—(t)(s)

est convergente. On a ainsi une généralisation du résultat & la fin du
paragraphe précédent.

Pour la démonstration, remarquons d’abord que la convergence de (5)
entraine celle de

f (Max ) du.
/ u? h(x)=u

%) C. VISSER, Comptes rendus, 193, 1931, p. 1388.
5) J. G. vaN DER CORPUT, Proc. Kon. Ak. van Wet. Amsterdam, 33, 1932, p. 330.
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On a en effet

n+1

‘Jiz (Maxx)du< 2‘ Max «x. dlzl =
U” plo)= n=1 h(x)=n+1 o
= (1] 1 ) N /1 1
S |—— Max x= lim X |—— Max x =
=1\ " At l)pm=nt1 Noown=1\" "T1/p=nt1
. N 1
= lim [ Max x+ 3 -~ (Max x— Max x)—— Max x|<
N—>o\h(x)=2  n=2 Mh(x)==nt1  h(x)=n N+1 p=nN+1
Max x
h(x)=n-1
< Max x + S‘i (Max x— Max x) < Maxx+2' —{—lex
h(x)=2 n=2 M h(x)=n-+1 h(x)=n h(x)=2 n=2"7
Max x
h(x)=n
Max x
Hr=ntl .
<Maxx—{—22°'° R ¥ 2fx<°°
h(x)=2 n=1 ) hx) h(x)gzx—{_ h(x)
Max x 2
h(x)=n
On a de plus
x
ﬁw—-)O lorsque x—>o0. . . . . . . . (6)
Puisque
V (6 — 142 4 H ()2
w(@= Min (x—u) +h(x),
0=x< oV (x4 u)? 4 h (x)?
on obtient
(M_l)L:
1 u

= Max 4x
T 0=x< ooV (x—u) F RV (xFu) F h(x)?+V (x—u)* + h(x)?)

< Max + Max

hix)=u h(x)=u
X
< Max +4 Max -
hix)=u h(ix)=u h(x)'x

4
= Max —.
h(x)§u+h(u)
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Il résulte de (6) que pour u suffisamment grand la relation h(x)=u

p u .
a comme conséquence x < > Donc pour u suffisamment grand

1 1 4 4
)= Max 2%
(:“'(U) >u<h(x)a_-/_fxui u+h(u)

5
=5 (Max x)—l—i
S Whm=a  h@)

Il s'ensuit que l'intégrale (4) est convergente si I'est l'intégrale (5).

§ 4.

Nous allons déduire maintenant pour une certaine classe de domaines
un critére qui est nécessaire pour que les conditions du théoréme de
I. § 4 soient réalisées.

Nous ferons usage de l'inégalité suivante. Soit /A un domaine simple-
ment connexe dont la frontiére comprend deux points au moins. Désignons
par (/) l'aire de /. Alors en tout point a de A

k (A, a)éV@.

Pour le prouver, considérons une fonction
fe)=a+az+a,z22+...,

représentant le cercle unité |z| <1 biunivoquement sur A. On a, comme
on sait,

(B)== = nla

n=1

Donc
k(A a) =] a, y;"/(nﬁ.

Cela posé, soit G le domaine défini par
x>0 , [y|<h(x)

ot h(x) est supposé continu et tel que h (0)=0, h(x) >0 lorsque x>>0.
Supposons qu'il existe une fonction donnant la représentation conforme
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de D(x>0) sur G et ayant une dérivée angulaire positive a linfini.

Parce que G est symétrique par rapport a l'axe réel, la condition du
théoréme de I. § 5 est réalisée, c-a-d. l'intégrale

[k

est convergente. On a donc aussi en vertu de k (G, u)=2u

qu——kz(G, u) di < on.
u
1
Soit u > 0. La fonction

zZ—au

c:z—}—u

représente G sur un domaine A intérieur a [{|<1. On a

k (A, 0)= (G o

= 8 st i

Donc

k(G»u):Zuk(A.O)ézuV(n@zzul/l_—”;@

= 2u (1 — ”_ZLA)),

—(A) u.

d’ou résulte

2u—k (G, u=

Il s’ensuit que

j n—(A) du < oo,

1
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On a
dy

_4ufdx r+ a2+ 42 =2—8ufdx {(x+u 24-y ]2

— g 1 h h

—3”2f(2(7+7)3amtgx+u+2(x+“)2{(x+")2+h2§)dx'

0
Or
h 1
arctgm<% h \2
]/1+(x+u)

Donc

2 1 _ h
— b f (z<x+u)z Vietupth? 20Fu)’ z<x+u)2+h2£)d"

B * VixFar TR —h
=" ‘*“zf(x+u)2 [Py

d'ou résulte

A dx dx
“_>4"of!(x+u)2+h2; Ve ) ey

Parce que G contient des angles arbitrairement voisine de =, on a
pour x suffisamment grand h > x; on voit donc que l'intégrale

fuduf3h+u

doit étre convergente.
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Comme

[”d"f3h+ —fd fSZiuu)—
”f(f 3h+u f@?jip)dx:
=jg [18h2 —jaf(c)

il résulte que l'intégrale
¥ dx
h (x)

1

est convergente.
Nous avons démontré ainsi le théoréme suivant:
Théoréme. Soit G le domaine défini par

x>0 , |y|<h(x)

ot h (x) est une fonction continue telle que h(0) =0, h(x) >0 lorsque
x> 0. Une condition nécessaire pour qu'il existe une fonction donnant
la représentation conforme de D (x>0) sur G et ayant une dérivée
angulaire positive a l'infini est que l'intégrale

dx
h (x)
1
soit convergente.
En vertu de ce théoréme et du résultat de § 3, on obtient enfin la pro-

position suivante:
Théoréme. Soit G le domaine défini par

x>0 , |y|<h(x)

ou h(x) est une fonction continue pas décroissante telle que h (0)=0,
h(x) >0 lorsque x> 0. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il
existe une fonction donnant la représentation conforme de D (x > 0) sur
G et ayant une dérivée angulaire positive a l'infini est que l'intégrale

¥ dx
h (x)
1
soit convergente.



