
Mathematics. - Integraldarstellungen für LOMMELsche und STRUVE~ 
sche Funktionen. (Ers te Mitteilung). Von C. S. MEIJER. (Com~ 

municated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT). 

(Communicated at the meeting of May 25. 1935). 

§ 1. Integraldarstellungen für die LOMMELsche Funktion. 

In der vorliegenden Abhandlung bezeichnen Sf<. v (z) und Sf<. v (z) die 
beiden LOMMELsehen Funktionen; d.h. also I): 

Sind fl + v und fl - v "* - 1. - 3. - 5. . . .. 50 ist 

zf<+ I 

s.u .v (z) = (1 + fl+v)(1 + fl-V) IF2 (1; t+t fl+t y
• ï+tfl-ty;-fz2) (1) 

und 

ist fl = ± v - 2 h -1 (h ganz:::O- 0). 50 wird Sf<. v (z) durch Grenzübergang 
definiert. Man ietzt nämlich 2) 

Si,v-2h-I.,' (z) = firn Sf<.v (z). 
f<-+±v-2h-1 

Es sei ferner 

also wegen (1) und (2) 

2-2 f< 

CPp..v (z) = r(t + t fl + t v) r(t + t fl-t y) S/l.V (t Z2) 

2-2P. 

r(t + t fl + t y) r(t + t fl-t 1') Sp.. v (t Z2) 

• . (4) 

- 2-f<-1 Ilv (t Z2) sin t (fl-Y) 7(.- Yv (t Z2) cos t (fl-1') 7(. I. 

I) Man vergl.: G. N. WATSON. Theory of BESSEL Functions. S. 3i5-3i9. Dieses 
WATSONsche Werk wird im folgenden mit B. F. zitiert. 

2) Der Grenzwert existiert. 
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Weiter setze ich. faUs p. + v und p. - v t:- 1. 3. 5 •.... sind. 

tPl'." (z) = r(t-t p.-t v) r(t-t fl + t v) SI' .• (Z2). (5) 

Es bezeichne schlieszlich W k • m (z) die WHITTAKERsche Funktion 3). 
In § 3 der vorliegenden Arbeit beweise ich. dasz die Funktion tP 1'. ~ (z) 

die folgenden Integraldarstellungen besitzt: 

M 

tP.(I .• (z)=2n J Cf!_I'_l. ,. (u)K2.(2t zu)vdu. 

o 

. . . . (6) 

<1>1' .• (z) = 2~ z j Cf!-1'-2 .• +1 (u) K2"+1 (21 zu) u2 du.. . . . (7) 

o 

.. 
tP." .,. (z) = 4:2 J Cf!_1'_3 .• (u) K 2,. (2i zu) u3 du. . . . . . (8) 

o 

00 

tPl'" (z) = (2 n)i J Cf! -1'-'/,.1 (u) K. (z u ei:r /) K~ (z u e-i; n i) u2 du. . . . (9) 

o 

tP (Z) = 23'·H.711 Z2'JOom . (u)K (zuei"'i)K (zue-1"'i) U2- 2" du (10) 1'.' 't'2v-1'-'/,.1-' 2. 2. • 

o 

00 

=23,--->/, .7li z2'-2Jm _ (u)K (zuei"i)K (zue-i;ni) ui - 2'du. (11) 
't'2.-p.-·/,.l-' 2v-1 2~-1 . 

o 

In diesen Beziehungen wird I arg z I < t n vorausgesetzt; es wird ferner 
angenommen: 

ffi (fl + v) < 1 und ffi (p. - v) < 1 in (6) und in (9). 

ffi (fl + v) < 0 und ffi (fl - v) < 1 in (7). 

ffi (fl + v) < 0 und ffi (p. - v) < 0 in (8). 

ffi(p.+v)< 1 und ffi(fl-3v) < 1 in (10). 

ffi (fl + v) < 1 und ffi (fl- 3v) < - 1 in (11). 

(6a.9a) 

(7a) 

(8a) 

(lOa) 

(11a) 

3) Siehe E . T. WHITTAKER and G. N. WATSON. Modern Analysis. Chapter XVI. 
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In § 4 beweise ich 

. . . (12) 

und 

(13) 

In diesen beiden Relationen ist I arg z I < n und 

Max(-tn, -tn + 2arg z) < r<Min (tn'fn+2arg z). 

In (13) wird überdies noch angenommen, dasz 9t (,u - v) < 1 ist. 
In § 5 gebe ich einige Integraldarstellungen für die STRuvEsche Funktion. 

§ 2. Hilfssätze. 

Hilfssatz 1. Die Funktionen S I'. ' (z ), J,. (z) und y" (z) besitzen für 
grosze Werte von I z I asymptotische Entwicklungen der Gestalti) 

S ,u, ,. (z) C/) zU-l ~ Ao + ~21 + ~'12 + .... ~ , . (14) 

Y. (z) C/) z- ! ~ sin (z -tvn-tn) ( Co + c;; + .... ) 
. (16) 

+ cos (z-tvn-tn) C:l + c;: + .... )~ . 

Beweis. Dieser Hilfssatz ist bekannt 5). 

'I) Die in (14), (IS) und (16) vorkommenden Zahlen A, B und C sind nicht von z 
abhängig. 

5) Man verg!. B. F., §§ 10 . 71. 10.75 und 7 . 21. 
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Hilfssatz 2. Ist 1 arg z 1 < n und 

Max(-tn, -tn+arg z) < ljJ < Min (tn, tn+arg z), 

so ist 

i '.!I Co e ' 

4 1'-1 [ 
SI'. v (z) = r(a) r((3). U,,+p-I K"-i> (2u) 

o 

( 
l-,u+y l-,u-v 4u2

) 
X 3F2 1.-2-'--2-:a,(3:-7 duo 

Hierin sind a und (3 beliebige Zahlen mit ffi (a) > 0, ffi ((3) > O. 
Beweis. Auch dieser Hilfssatz ist bekannt 6). 

(17) 

Hilfssatz 3. Ist 1 arg ' I < t n. ffi (a + À) > - 2 und ffi (a) -I ffi (r) I> - 3, 
so ist 

-çv· () 2HI d - ---,-----,-...",--c-----....:.....,.--'=-,-,-'-----'--
e cp~.'r v v V - 23.H r(t+ta+t r) r(t+ta-t r) J"' " . ,-2-~-). r (2 + a + À) 

o (18) 

X F (
1 2 + a + À 3 + a + À . 3 + a + r 3 + a - r . __ 1_) 

3 2 , 2 • 2 ' 2 . 2 ' 4 '2 . 

Beweis. Aus (3). (4). (14). (15) und (16) folgt, dasz die linke Seite von 
(18) existiert. faUs larg'l<in und ffi(a+À»-2 ist. lch setze nun 
in die linke Seite von (18) für cp, _ (v) die Reihe 

' .. 

ein und integriere gliedweise 7); ich erhalte dann 

,-2-~-; 

23~+" 

und diese Reihe ist gleich der rechten Seite von (18). 

6) Siehe Satz 5 meiner Arbeit: .. Integraldarstellungen aus der Theorie der BESSELschen 
Funktionen". (Diese Arbeit wird demnächst in den Proceedings of the London Mathema­
tical Society erscheinen). 

7) Gliedweise Integration ist erlaubt. faUs I ~ I > 112 ist (siehe T. J. rA. BROMWICH. 
Theory of Infinite Series. § 176); für I ~ I ~ 112 benutze man die Theorie der analytischen 
Fortsetzung. 

42 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXVIII, 1935. 
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§ 3. Beweis der Beziehungen (6) bis (ll). 

Bekanntlich hat man für grosze Werte von I w I 

also 

Ki. (w et"i) K). (w e- i ni) = 2n
w e- W V2 ~ 1 + 0 (! ) ~. . . (20} 

Aus (3). (4). (14). (15). (16). (19) und (20) folgt. dasz die rechten 
Seiten der Relationen (6) bis (11) (ink1.) für I arg z I < t n analytische 
Funktionen von z sind 8). Ich darf also arg z = 0 voraussetzen. 

Nun folgt aus (17) (mit Z2 stattz (z>o). ,B=t(I-,u-v) und'tjJ=O 
angewendet) und (5) 

ep.u .• (z) 

00 

4 T(t -t,u +tv) Z21'-2 
T(a) 

X J u"-!(l +.u+ ,.) K"- i (l-.u-.) (2u) 2Fl (1. 1-i + v; a; _ :~2) du 

o 

(21) 

(wo ffi(,u +v)< 1. ffi(a»O ist). Nimmtmanjetztnocha=t(I-,u+v). 
dann bekommt man 

ep,u. ,.(Z)=4Z21'--2jU-I'-K. (2U)IFO(I;- 4Z~2)dU .. (22) 

o 

(wo ffi (,u + v) < 1. ffi (,u - v) < 1 ist). 
Z2 

leh wende nun Hilfssatz 3 dreimal an. nämlich mit c= 4u' a=a-2-t(,u-v). 

Z2 
und r=À=-a+ l-t(,u-v}. mit C=4u.a=a-3-t(,u-v) und 

Z2 
r=À-l=-a-t(,u-v) und mit C=4u undr=À=i.leherhaltedann 

(23)· 

8) leh nehme an. dasz die Beziehungen (6a) bis (1Ia) erfüllt sind. 
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(wo ffi (", - v) < I, ffi (a) > 0 ist), 

4 r(t - t,u + tv) Z2p,-2 uex
- W +p,H (1-,u + v 4 a2

) 

r(a) 2FI 1. 2 ; a;-7 

~ . ~~ 
n i Z2v-2 U ex+i (P,-3V-I)J _" v' 

- e 4. ( ) -2ex+3-p,+v d 
- 2-3a:+2-!(3p,-3v) 9Jex-3--t(p,-v).-ex-!(P,->'l 0 0 0 

o 

(wo ffi (,u -,,) < 0, ffi (a) > 0 ist), und 

. . . . (25) 

(wo ffi (0) > - t ist). 
Aus (21) und (23) ergibt sich jetzt 9) 

. (26) 

(wo ffi(,u+v)< 1. ffi(,u-v) < 1. ffi(a) > 0 ist); ebenso aus (21) und (24) 

cp Z - -2ex+3--p,+v 
n! Z2v--2 JQo 

p"v ( ) - 2-3ex+2-! (3p,-3v) . 9Jex- 3-l(p,-v). -ex-Hu-v) (0) v dv 
o 

. (27) 

(wo ffi (,u + v) < I, 9t (,u - v) < 0, ffi (a) > 0 ist) und schlieszlich aus (22) 
und (25) 

(28) 

(wo ffi (,u + v) < 1. ffi (,u - v) < 1. ffi (0) > - t ist). 

9) Die Vertauschung der Integrationsfolge ist erlaubt: siehe BROMWICH, Infinite Series, 
§ 177. 

42* 
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Nun hat man 10) 

00 J' e -2u- :~ u-·- I du = 21(30+2) w-' Ks (2 t w). (30) 

o 

!K.(2U)e- -:: u-Idu=2K.(wet"i)K.(we-lni). (31) 

o 

Formel (6) folgt also aus (26). mit a = 1 - t (ft + v) angewendet. (29) 
und (30); ebenso Formel (7) aus (26). mit a = - t (ft + y) angewendet. 
(29) und (30). Formel (8) aus (27). mit a = - t (ft + ") angewendet. (29) 
und (30). Formel (9) aus (28). mit 0= - ft- t angewendet. und (31). 
Formel (10) aus (26). mit a =t (1- ft + 3 y) angewendet. und (31) und 
schlieszlich Formel (11) aus (27). mit a=î(-I-ft+3v) angewendet. 
und (31) 11). 

10) Man verg!. B. P .. S. 80. Por mei (13). S. 183. Formel (15) und S. 439. Formel (1). 

11) Setzt man u = 1 - î Cf( + v) in (27). dann erhält man wegen (29) und (30) 

00 

rJ)". ,. (z) = 27 z J' q; -,u -2. "-1 (v) K2"_1 (21 z v) v2 dv. 

o 

Diese Integraldarstellung ist aber äquivalent mit (7). da (siehe auch (3). (5) und (17). 
<P,l<. , •• (P". y und K" gerade Funktionen von v sind. 

Geologie. - Chemische analyses van gesteenten van Poe/oe Berhala. 
Door W. VAN TONGEREN. (Aangeboden door Prof. L. RUTTEN.) 

(Communicated at the meeting of May 25. 1935.) 

Van de verschillende typen van gesteenten die door DRUIF op Poeloe 
Berhala verzameld zijn. werden in het chemisch laboratorium van het 
Mineralogisch Geologisch Instituut te Utrecht analyses gemaakt. DRUIF 
beschrijft de volgende groepen: 1) 

1) J. H. DRUIF. Gesteenten van Poeloe Berhala. Deze Proceedings. 1935. p. 639. 


