Mathematics. —~ Integraldarstellungen fiir LOMMELsche und STRUVE-
sche Funktionen. (Erste Mitteilung). Von C. S. ME|JER. (Com-
municated by Prof. J. G. vaAN DER CORPUT).

(Communicated at the meeting of May 25, 1935).

§ 1. Integraldarstellungen fiir die LOMMELsche Funktion.

In der vorliegenden Abhandlung bezeichnen s...(z) und S,..(z) die
beiden LoOMMELschen Funktionen; d.h. also!):
Sind u+»v und pu—v*# —1,—3,—5,..., so ist

z,u+l

1+ p+»)(1+p—v)

Suv (2) = Bl d+dutdv. $+4u—3vi—129) (1)

und
Suv () =502 (&) + 27 T+ 4u+ 30 Tl +iu—1)

X (2) sin § (u—») 7 —Y, (2) cos  (u—2) |

(2)

ist u=+v—2h—1 (hganz=0), so wird S,.» (z) durch Grenziibergang
definiert. Man setzt nimlich 2?)

Sivo2nm,0(2) = lim S..» (2).
p=>Lv—2h—1

Es sei ferner

22;4+ 2 (__ l)m Z'im

(p“-”(z 23¢+3 Z 2 TG +su+4r+mIG+ep—3tv+m)’ @)

also wegen (1) und (2)

22
L e s R e
224

S TGFiaFinTaria—iy -9

—2* U, (3 2Y)sin (u—»)n—Y,(} 22) cos £ (u—») n}.

) Suv (§ 29)

) Man vergl.: G. N. WATSON, Theory of BESSEL Functions, S. 345-—349. Dieses
WATSONsche Werk wird im folgenden mit B. F. zitiert.
2) Der Grenzwert existiert.
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Weiter setze ich, falls u +» und u—v+#1,3,5,.... sind,
Bur (D) =T(G—4u—4) Th—p+49) S0 . . )
Es bezeichne schlieszlich W .. (z) die WHITTAKERsche Funktion 3).

In § 3 der vorliegenden Arbeit beweise ich, dasz die Funktion @,,,(2)
die folgenden Integraldarstellungen besitzt:

o

uv()"‘2nf¢_#_l’v(v)K2v(2§zv)udv,. .6
0

Bu ()= 51 f Pergons 0 Kyyy (2 20) 02do, . . . . (1)
0

¢,¢,,'(Z):%f¢~#—3'v(v)Kz,,(Z%zv)thv, e e .. (8
0

Oo

Gﬁ,”(z):(2n)§f(p_ﬂ_3/2'%(v)1( (cvet=) K, (zvet)vids, . . . (9)

0
B, (z) =27+ b 2 f Prproy, 1y 0) Ky, (2061 K, (z0e™t7) 022 o, (10)
0

D (2)=

=2¥"h nt sz—zf(pzv_”_qz, 1—» (U) K2v—1 (Z v e%"i) KZv—l (Z v e‘%”") vt~ dv. ( 11 )
0

In diesen Beziehungen wird |arg z | < § 7 vorausgesetzt; es wird ferner
angenommen :

R(u+)<1und R(g—»<1in (6) und in (9), . (6a, %)
Ru++)<0und Ru—»<1lin(@. . . . . . . (7a)
Ru+»)<0und R(u—»)<0in(®), . . . . . . (8a)
R(u+9<1und R(u—3%»)<1in (10, . . . . . (10a)
Rp+»)<1lund Re—39)<—1in(11), . . . . (lla)

3) Siehe E. T. WHITTAKER and G. N. WATSON, Modern Analysis, Chapter XVI.
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In § 4 beweise ich

—op B 2
s,,,,,(z):?;”- e Ww,h(;—v)v%/‘dv Co. (12)

und

Suv(2) =

T

Oo e

z2
_ 2bu+r—1) Fhu—v—1) e_u+87 W z_2 =343 gy
TFt—3u+1v) LHutr=1), x4+ \ 44 ’

0

(13)

In diesen beiden Relationen ist |arg z| <<z und
Max(—4n, —4a+ 2argz) <1< Min(yn,$n+2arg2).
In (13) wird iiberdies noch angenommen, dasz R (u—») <1 ist.

In §5 gebe ich einige Integraldarstellungen fiir die STRUVEsche Funktion.

§ 2. Hilfssitze.

Hilfssatz 1. Die Funktionen S,.,(z), J.(z) und Y,(z) besitzen fiir
grosze Werte von |z | asymptotische Entwicklungen der Gestalt?)

S.u,v(Z)(-/)Zu_l§A0+%+%+....§, o e e (14)

I (2) wz—%gcos (z—ivn—1in) (Bo—}— %—l— P )

(15)
+ sin(z—3va—1n) (%—}—%—F)%,
T C,
Y.(2)nz =§sm(z—%wz—%n) (Co""z—z —}-) 2
(16)

z

+ cos(z—{vn—1in) (?—{—C; +... ) g S
Beweis. Dieser Hilfssatz ist bekannt?).

4) Die in (14), (15) und (16) vorkommenden Zahlen A, B und C sind nicht von z
abhingig.
5) Man vergl. B. F., § 10.71, 10.75 und 7.21.
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Hilfssatz 2. Ist |argz| <z und

Max(— 45, —fn+arg z) <y < Min (} =, 7+ arg 2),

so ist
_ 4z M“z 3
S#,V(Z)—W [ll 4 ‘Ka_ﬁ(Zu)
o . (17)
l—p+v 1—pu—v 4u?
><3F2(1, /; S ;a.ﬂ;—7 du.

Hierin sind a und f beliebige Zahlen mit R (a) >0, R(f) >0
Beweis. Auch dieser Hilfssatz ist bekannt9).

Hilfssatz 3. Ist|arg¢|<<im, R(o+2)>—2und R(e)— [N ()| >—3,

SO ist

©o

el AR )

—got 2441y, —
fe (P;‘T(U)U dv—23’+"F(%+—§—6—|—%I)F(-g—f—%a——%f)
0 - (18)

24044 3+0+1 3+o+7 340—z, 1
X3F2(1’ 2 2 2 2 4:2)'

Beweis. Aus (3), (4), (14). (15) und (16) folgt, dasz die linke Seite von
(18) existiert, falls |arg | <4 7 und R(o+4) >—2 ist. Ich setze nun
in die linke Seite von (18) fiir ¢, _(v) die Reihe

¥ +2 Z (— 1) pitm
25 b 2T Fdo+hi+m I E+do—Ft+m)

ein und integriere gliedweise’); ich erhalte dann

oo

g—2—7— (=) I'2+044+2m)
Zord Z 222 ' +dot+dr+mIlE+io—5r+m)

m=

und diese Reihe ist gleich der rechten Seite von (18).

6) Siehe Satz 5 meiner Arbeit: ,Integraldarstellungen aus der Theorie der BESSELschen
Funktionen”. (Diese Arbeit wird demnéichst in den Proceedings of the London Mathema-
tical Society erscheinen).

7) Gliedweise Integration ist erlaubt, falls |5| >1/; ist (siehe T. J. I'A. BROMWICH,
Theory of Infinite Series, § 176); fiir |¢| =1/, benutze man die Theorie der analytischen
Fortsetzung.

42
Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXVIII, 1935.
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§ 3. Beweis der Beziehungen (6) bis (11).

Bekanntlich hat man fiir grosze Werte von |w|
o= Z ) e 1\
KA(w)_(Zw)e §1+O(W>S" . (19)

7T

Ki(wet™) K, (we t7) = rw e—wV? gl + 0 (é—)g . . (20}

also

Aus (3), (4), (14), (15), (16), (19) und (20) folgt, dasz die rechten
Seiten der Relationen (6) bis (11) (inkl) fiir |argz|<i= analytische
Funktionen von z sind?®). Ich darf also arg z =0 voraussetzen.

Nun folgt aus (17) (mit 2% stattz (z>0), =4 (l—u—») und p=0
angewendet) und (5)

_ AT —du g

(15#' v (Z) - [‘ (a)

x 1 — gt » 4u? 21
Xfu“—*‘”'“*"’ Ko—y—u—v (20) 2Fn(l»+;“‘—?—) du

0

(wo R(u—+v) <1, R(a)>0 ist). Nimmt man jetzt nocha=1 (1 —u-+7),

dann bekommt man

23 2
qs,u,v(z):422#—2fu—uc (24) lFo(l;—‘*z—‘f,) du . . (22)

0

(wo M(u+r») <1, Re—r) <1 ist).
2

Ich wende nun Hilfssatz 3 dreimal an, namlich mit { = —, o=a—2—%(u—v)

4u
2
und t=A=—a+4+1—%(x—7»), mit C::—u,oza—}—%(,u-—v) und

2

1=)l—1=—a—3% (xt—») und mit L= ‘12_11 und r=1=1%. Ich erhalte dann

4G —fpt o) 2 a0 (1 Lo WP 1
F(a) i \ ' 2 T z

o (23)
7'[% 22"‘ u*+t $(p—3v—3)

— 4u —2a+3—u+tv
= 2 3x+2-1Ba—37 fe Par 2 (urh— ot 1 — ) (9) ¥ dv
0

8) Ich nehme an, dasz die Beziehungen (6a) bis (11a) erfiillt sind.
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(wo R(u—») <1, R(a) >0 ist),

4T —pu+ §v) 202 grbt+es) F<1 1—p+v, ‘*“’)
2001 L 4

I'(a) 2 $a P
24
b =2 gerkp—dv—) [~ _ 2 (24)
= 2-3a+2—1(3u—37) e ™ Po—3— s —a— 1 (4 (v)v— 22431t dy
0
(wo R(u—») <0, R(a) >0 ist), und
2
H S (25) -
7 \ _ 2
= (7) 28 —fi—a IZJ e g, (0)vdy
0
(wo R (o) >— 4 ist).
Aus (21) und (23) ergibt sich jetzt?)
kst i 2a+3
Pur (2) = mf Po—2—§(u—s), —at1— (u—) (v) v2e43—et dy
(26)

0
2%p?
XfKa_w_,L_v) (Qu)e ** yrtiv—3—3dy
0

(wo Ru+»<I1, Rp—r»)<1, R(a) >0 ist); ebenso aus (21) und (24)

it 272 Qa+3—p+
e —2a+3—u+v
P, (2) = 2—3a+2—} (au—sv)f P (u), —a—t(u—r) (?) ¥ “*rdv
0

(27)

g z22
X f K“—%(l-—y—v) (2 u) e—ﬁ e tie—3»—1 dy
0

(wo R(u+»<I1, R(pu—») <0, R(a) >0 ist) und schlieszlich aus (22)
und (25)

S0

% Oo oo e
D,..v(2) = (;) Ze+2a43 [%,*(V) vzdvav (2Qu)e ** u—r——"hdu (28)
) 0

0

(wo R (u+») <1, Riu—» <1, R(o)>—4% ist).

9) Die Vertauschung der Integrationsfolge ist erlaubt; sieche BROMWICH, Infinite Series,
§ 177.
42*
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Nun hat man 9

K%(Zu):K_;(Zu):%(%)ie—zu,. .. (29

J e_zu_ﬂu—‘—ldu:ﬁm”) w— K, 2tw), . . . (30

0

fK,(Zu)e_*—”u—‘du::ZK,(we*’”')K,(we—-%""). L. (31
0

Formel (6) folgt also aus (26), mit a=1—%(u+7») angewendet, (29)
und (30); ebenso Formel (7) aus (26), mit a =—+4(u+v) angewendet,
(29) und (30), Formel (8) aus (27), mit a=—=—¥(u+7») angewendet, (29)
und (30), Formel (9) aus (28), mit 6 = — u — § angewendet, und (31),
Formel (10) aus (26), mit a—=4(1 —u+ 3») angewendet, und (31) und
schlieszlich Formel (11) aus (27), mit a=4(—1—x-+37) angewendet,
und (31) ).

10) Man vergl. B. F., S. 80, Formel (13), S. 183, Formel (15) und S. 439, Formel (1).
) Setzt man «=1—3} (;c+») in (27), dann erhélt man wegen (29) und (30)

i 1
¢,u,1' (Z) — 2% z j (p—-u_z-”——l (U) KZ‘)’—I (2é ZU) Uz dU.

Diese Integraldarstellung ist aber &quivalent mit (7), da (siehe auch (3), (5) und (17).

& und K, gerade Funktionen von » sind.

uv ! (plu,v

Geologie. Chemische analyses van gesteenten van Poeloe Berhala.
Door W. vaAN TONGEREN. (Aangeboden door Prof. L. RUTTEN.)

(Communicated at the meeting of May 25, 1935.)

Van de verschillende typen van gesteenten die door DRUIF op Poeloe
Berhala verzameld zijn, werden in het chemisch laboratorium van het
Mineralogisch Geologisch Instituut te Utrecht analyses gemaakt. DRUIF
beschrijft de volgende groepen:1)

1) J. H. DRUIF, Gesteenten van Poeloe Berhala. Deze Proceedings, 1935, p. 639.



