
Mathematics. - Integraldarstellungen [ür LOMMELSche und STRUVE~ 
sche Funktionen. (Zweite Mitteilung) 12). Von C. S. MEIJER. 
(Communicated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT). 

(Communicated at the meeting of June 29. 1935). 

§ 4. Beweis von (12) und (13). 

Ist I arg U I < t n und 

Max (- t n, - t n + 2 arg u) < 1 < Min (t n, t n + 2 arg u), 

so ist 13) 

CID ei 't" 

U-v Kv (2 u) = t J V-v-1 e -.-~ dv 

o 

Ferner hat man 11), faUs I arg C I < t n und 

Max(-t n, -n + arg C) < a < Min (i- n, n + arg C) 

ist, 

oe ei ~ 

(32) 

C-keg W k• m (C)= r~a)Jt"-1 e-1
2F1 (t- k +m, t-k-m;a;- ~ )dt; (33) 

o 

hierin ist a eine beliebige Zahl mit ~ (a) > O. 
leh nehme jetzt an, dasz I arg z I < n und 

Max (- t n, - t n + 2 arg z) < 1 < Min (t n, t n + 2 arg z),. (34) 

also 

- n < - t n + 1 < n + 2 arg z 

und 

12) Erste Mitteilung: These Proceedings. Vol. 38 (1935). S. 628-634. 
13) Siehe B. F .. S. 183. FormeI (IS). Herr WATSON gibt Forme! (32) nul' für den FalI. 

dasz I arg u 1<"/4 ist. und nimmt dann r = O. Ist ffi (v) < o. so gilt Formel (32) auch 
für u = O. 

14) Man vergl. : C. S. MEIJER. Über die Integraldarstellungen der WHITTAKERschen 
Funktion Wk. m (z) und der HANKELschen und BESSELschen Funktionen. Nieuw Archief 

voor Wiskunde (2e reeks). 18 (1934), S. 35-57 (besonders S. 36. Fusznote 3)). 
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ist . Es gibt daher eine reelIe Zahl 1/1 mit 

-n + 2 arg z < 21/1 < n + 2 arg z. 

- n < - t n + r < 2 1/1 < t n + T < n. 

Aus (34) und (36) folgt nun 

ebenso aus (35) und (36) 

(35) 

(36) 

Max(-t n. - t n+argz) <1/1< Min(tn.tn+arg z) . (38) 

Nach Hilfssatz 2 gilt daher. faUs ffi (a) und ffi (f3 ) > 0 sind. 

. (39) 

( 
l-,u+v l-,u-v 4u2

) 
X 3F2 1. 2 . --2-- ; a . f3; -7 duo 

Hierin genügt 1/1 = arg u der Bedingung (37). Mit Rücksicht auf (32) 
hat man also. faUs ffi (a) < ffi (f3) ist. 

. . . . (40) 

Aus (39) und (40) geht jetzt hervor 15). faUs 0 < ffi (a) < ffi (f3) ist. 

00 ei 'f 

X - - l-,u + V l-,u-v 4u f u' ( 2) 
U

2 cx
-

I e v 3F2 1. --2---' 2 ; a. f3; -7 du o 
o 

15) Die Vertauschung der Integrationsfolge ist erlaubt; man verg!. BROMWICH. Infinite 
Series. § 177. 
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Ersetzt man hierin u durch vi ti. so findet man 

00 ei (2'i'-T) 

J ( l-,u +" l-,u-" 4vt) X r- I e- t 
3F 2 1. 2 . - -2-; a. fJ; -7 dt. 

o 

Diese Beziehung gilt (wegen der Theorie der analytischen Fortsetzung). 
falls ~ (a) und ~ (fJ) > 0 sind. 

Nimmt man nun fJ = 1 bezw. fJ = t (1 - ,u + ,,). 50 erhält man 

00 ei T 00 ei(2<i'-T) 

_ZIL- IJ-v J"'-I -t (1-,u+v l-,u-v . . 4vt) SIL. v (Z) - T(a) e dv t e 2FI --2 - . --2 -. a. -7 dt (41) 

o 0 

bezw. 

00 ei 'r 

_ -!(I + ft-v) -v ZIL-I j' 
SIL."(Z)- r(a)r(t-t,u+t V). v e dv 

o 
. . . (42) 

(in (42) ist ~ (,u-,,) < 1). Aus (37) und (38) ergibt sich aber. da arg V=1 ist, 

Z2 
Formel (12) folgt nun aus (41) und (33) (mit k = t,u. m = t", C = 4v 

und 0= 21jJ -r angewendet); ebenso Formel (I3) aus (42) und (33) (mit 
Z2 

k = t (,u + v-I). m = t (,u + ,,+ 1). C = 4v und 0= 21jJ-r angewendet). 

§ 5. Integraldarstellungen für die STRUVEsche Funktion. 

Die STRuvEsche Funktion Hv (z) wird definiert durch 16) 

00 (_ l)m z2m 
H v (z) = (t Z)V+I::

O 
22m r(t + m) rH +" + m)' . . (43) 

16) Siehe B. P .. S. 328. 
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Ferner setze ich, wie üblich, 

~ z2m 

L ,. (z) = (t Z)' + I m~O 22m r(4 + m) r(i- + v + m)' . . (44) 

Nun folgt aus (2), (1) und (43) 

21- v 

H v (z) - Y,. (z) = r(t + v) r(t) Sv.,. (z). • • . . (45) 

Wegen (5) gilt also 

21- v cos vn 
Hv (Z2) - Yv (Z2) = • tIJ, .. v (z) . . . . . (46) 

n 

Weiter hat man 17) 

2 iJv (C) cos vn = e ,· n i Y,. (C)- Yv (Ce-rr i
), 

somit 

Aus (43) und (44) ergibt sich aber 

Folglich gilt 

Aus den Beziehungen (6) bis (13) (inkI.) kann man nun mit Hilfe von 
(45) und (46) Integraldarstellungen für H v- Y v ableiten; mittels (47) findet 
man dann Integrale für /v- Lv. Einige so gefundenen Beziehungen sind 
besonders erwähnenswert. Man hat nämlich wegen (3) 

V- 2i. ~ (-l)m vim . 
f/J- i. - l.I. (V) = 2-3I m::O 21m r(l + m) r(1-l + m) = 2

A J-À (t v2
). (48) 

Aus (46), (6) und (48) folgt also, faUs I arg z I < t n und ffi (v) < t ist, 

H,. (Z2)- Y ,. (Z2) = 4 co: vn jJ-,. (t v2) K2v (21 z v) vdv; 

o 

17) Siehe B . F .. S. 75, Formel (3) mit m = -I . 
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ebenso aus (46), (7) und (48) 

Hv (Z2)- Y,. ( Z 2) = 2
3

/ , COS 'I'nJ~-" -l (-Ir v2) K 2v + 1 (2! zv) v2 dv 
nz 

o 

(wo I arg z 1< t n, ffi ('1') < 0 ist) und schlieszlich aus (46), (10) und (48) 

2v + 2 Z2v cos Vnj"" , . . (49) = n'/, Iv - ! (t v2
) K 2v (z v e' ,,,) K 2y (z v e- ~;-c ,) V2-

2v dv 

o 

(wo I arg z I < t n, I ffi ('1') I < t ist). 
Nun ist 18) 

. . (50) 

und 

also 

Aus (47) (mit C = Z2), (49) und (52) (mit 1 = 2'1' und w = z v) ergibt 
sich somit, falls I arg z I < t TC und ffi (v) > -t ist 19), 

Der Spezialfall mit 'I' = 0 van (53) ist schon van S. C. MITRA 20) 
gegeben worden. 

18) Für (50) vergL man B. F., S. 78, Formel (8). Ferner gilt (siehe B. F ., S. 75, 

Forme! (5) mit m = 1) ei.;;ct H~) (we"'i) = - H~~) (w); hieraus und aus (50) folgt (51). 

19) Fermel (53) gilt wegen (47), (49) und (52) für I ut (v) 1<112. Die rechte Seite ven (53) 
ist aber konvergent für ut (v) > - 112. Aus der Theorie der analytischen Fortsetzung folgt 
also, dasz (53) gilt, falls ut (v) > - 112 ist. 

20) Bulletin of the Calcutta Mathematical Society, 25 (1933), S. 85. 
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Ich werde jetzt noch zeigen. dasz Iv (Z2) - L (Z2) die [olgenden Inte~ 

graldarstellungen besitzt: 

00 

Iv (Z2) - Lv (Z2) = : f K" (v2) h v (2 z v) v dv. . . . (54) 

o 

und 

Iv (Z2) - L" (Z2) = ~foo Kv + dv 2) h v + d2 z v) v2 dv . . . (55) 
nz 

o 

In diesen Beziehungen sind v und arg z beliebig. 

Beweis von (54). Ich setze in die rechte Seite von (54) für h v (2 z v) 
die Potenzreihe 

00 (- 1)" (z V)2" 
(zv)2v I 

"= 0 r(l + n) r(t + 2v+n) 

ein und integriere gliedweise 21). Wegen 22) 

00 f Kv (v2
) V

21.+1 dv = 21
.-

2 r(t + i À-i v) r(t + i À + i v) 

o 

erhalte ich dann 

00 z1m 

= (t Z2)v m:o 22m T(l+m)r(l+,,+m) 

= Iv (Z2) - L v (Z2). 

Hiermit ist Formel (54) bewiesen. 
Der Beweis von (55) geht auf analoge Weise. 

21) Gliedweise zu integrieren ist erlaubt; siehe BROMWICH. Infinite Series. § 176. 
22) Man vergl. B . F., S. 388. Formel (8). 

50 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXVIII. 1935. 


