Mathematics. — Integraldarstellungen fiir LOMMELsche und STRUVE-
sche Funktionen. (Zweite Mitteilung)'?). Von C. S. MEIER.
(Communicated by Prof. J. G. vaN DER CORPUT).

(Communicated at the meeting of June 29, 1935).

§ 4. Beweis von (12) und (13).
Ist |arg u| <{n und
Max(—4n, —$n+2argu) <t < Min(;n 4+ 2argu),

so ist 13)

T

Co g

u K, (2u)= %fv—"—l e_v—% dv . . . . . (32
0
Ferner hat man '), falls |arg ¢{| <4~ und
Max (—§ 7, —n + arg £) < 6 < Min (3 =, = + arg {)
ist,
1 - t

C"‘eﬂWk,m(C):m‘ft““ e,k (%—k+m. }—k—m;a;— C)dt; (33)
0

hierin ist a eine beliebige Zahl mit R (a) > 0.
Ich nehme jetzt an, dasz |arg z| <<« und

Max(—4n,—4n+2argz) <1< Min(tn $n+2argz),. (34
also
—al—gati<w+2argz
und
—nt2argzjati=x

12) Erste Mitteilung: These Proceedings, Vol. 38 (1935), S. 628—634.

13) Siehe B. F., S. 183, Formel (15). Herr WATSON gibt Formel (32) nur fiir den Fall,
dasz |argu|< #/4 ist, und nimmt dann r = 0. Ist R (v) <0, so gilt Formel (32) auch
fir u =0.

14) Man vergl.: C. S. MEIER, Uber die Integraldarstellungen der WHITTAKERschen
Funktion W, _(z) und der HANKELschen und BESSELschen Funktionen, Nieuw Archief

voor Wiskunde (2e reeks), 18 (1934), S. 35—57 (besonders S. 36, Fusznote 3)).
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ist. Es gibt daher eine reelle Zahl y mit
—n+42argz<2y<a+2argz, . . . . . (35
—al—fatr<2yfatila . . . . (36
Aus (34) und (36) folgt nun
Max(—§n,—4n+2y) <t Min(} 7 §7n+2y); . . (37)
ebenso aus (35) und (36)
Max(—fm,—4n+arg2) <y < Min(§m b= +argz) . (38)

Nach Hilfssatz 2 gilt daher, falls R (a) und R () > 0 sind,

el ¥
A 42#—1 a+ 83— o
Sﬂ,v(l)——m(—ﬁ)fu + 1Kq7ﬂ (211)
o . (39
— R 2
X 3F, (1,1 /24+v'1 g > a.ﬂ;—%)du.

Hierin geniigt w—argu der Bedingung (37). Mit Riicksicht auf (32)
hat man also, falls R (a) <R (B) ist,

oce“'-

uf* Ky 52u)= %fv—“"ﬁ" e *dv. . . . . (40)

0
Aus (39) und (40) geht jetzt hervor !%), falls 0 <R (a) < R (f) ist,

el T

227 —at A1 v
S;u(z):m—mfv A-le=v dv

(]

i
et ¥

— —"7 1—u+v 1—pu—vy 4u?
><‘J‘u2 le v,F, (l, 2 F ;a,ﬂ:——? du.
0

15) Die Vertauschung der Integrationsfolge ist erlaubt; man vergl. BROMWICH, Infinite
Series, § 177.
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Ersetzt man hierin u durch ¢! #, so findet man

ZIu_ .‘elT
S“'"(Z):ﬁa)f(ﬁ)j vilev dp
0
o et (2¢—7)
Xft"‘“ e—‘3F2( Y A AP

0

Diese Beziehung gilt (wegen der Theorie der analytischen Fortsetzung),
falls R (a) und R (8) > 0 sind.

Nimmt man nun §=1 bezw. =4 (1 —u +v), so erhilt man

o ei (2¢—7)

z#—f —"dvft“_le—’ F, (l—y—i—v l——,u—v s — 4vt)dt (41)

bezw.

WCKT

(in (42) ist R (u—») < 1). Aus (37) und (38) ergibt sich aber, da arg v=r ist,

Max( 7n—n+arg( ))<2w—r<Mm(-‘;n.n+arg(%2)):

22
Formel (12) folgt nun aus (41) und (33) (mit k=4 u, m=1%v, t=2

4v
und 0 =2y —7 angewendet); ebenso Formel (13) aus (42) und (33) (mit

2
k=tu+r—1), m=Lt(u+r+1) C:‘%undo:hp—r angewendet).

§ 5. Integraldarstellungen fiur die STRUVEsche Funktion.

Die STRUVEsche Funktion H, (z) wird definiert durch )

— (L S+1 (= 1)m 22m
H, (2) = (} 2) mzo TG mIG Ty Tm (43)

16) Siehe B. F., S. 328.
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Ferner setze ich, wie iiblich,

- ) o 22 m
LO=02" 2 g m Gt T m)

Nun folgt aus (2), (1) und (43)

Wegen (5) gilt also

1—»
H ()—Y, () =2_"" ¢ (). . . . . (46)

T4

Weiter hat man )

2 i]v (C) cosvan—e"' Y, (C)__ Y. (Ce—nx‘)’
somit
2i L, (0) cosvn=2ie~1"* ], (Cel™) cosvn

— e%v:ti Yv (Ceirzi)_e—ivni Yv (Ce—%zi).
Aus (43) und (44) ergibt sich aber
2iL, ({) cosvn=et"7  H, ((et™) —e—1"7 H, ([ e ™).

Folglich gilt
2i{L, ({)—L, ({)} cosva=e ¥ {H, (e t")—Y, (e 1)}

. (47)
—et" i {H, (Cet™) — Y, (Let™)}.

Aus den Beziehungen (6) bis (13) (inkl.) kann man nun mit Hilfe von
(45) und (46) Integraldarstellungen fiir H,— Y, ableiten ; mittels (47) findet
man dann Integrale fiir I,—L,. Einige so gefundenen Beziehungen sind
besonders erwidhnenswert. Man hat nidmlich wegen (3)

B UV2;' » (_1)m u‘im
P12 (v) = 2-3% mzzo 24m F(l +m) ['(1—A + m)

Aus (46), (6) und (48) folgt also, falls |arg z| <<} 7 und R (v) <4 ist,

=2 ] ) . (48)

H, (z2—Y, ()= % cos v

7T

[],. (& v¥) K2 (28 zv) vdo;

(S

17) Siehe B. F., S. 75, Formel (3) mit m = —1.
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ebenso aus (46), (7) und (48)

3, >
H, (23— Y, () = 2;#’1 j s (4 0%) Kav sy (24 20) 02 o
0

(wo |argz|<<4am R(») <O ist) und schlieszlich aus (46), (10) und (48)

Hv (Zz)—‘YV (22):
42 ,2v < 49
= 2 B Cosvnf]v_g(%vz)sz(zvei”i)sz(zve-ani)U2—2”dv i

0

2h

(wo |argz|<4m, |R@)| <3 ist).

Nun ist '8)

e K (we "y =4ai H(w) . . . . . (50)
und

et K (wet™) =—4ai HO(w), . . . . . (51)
also

e i K (we ) —et i Ky (wet ) =ai ], (w) . . . (52)

Aus (47) (mit (= zz); (49) und (52) (mit A=2» und w = zv) ergibt
sich somit, falls |argz| <4 = und R (¥) > —1% ist 1),

L(Y)—L, (=22 f Joi (4 9% Ka» (20) Jor (20) 022 o (53)

T

0

Der Spezialfall mit » =0 von (53) ist schon von S. C. MITRA %)
gegeben worden.

18) Riir (50) vergl. man B. F.,, S. 78, Formel (8). Ferner gilt (sieche B. F., S. 75,
Formel (5) mit m=1) e*™ H (we™) = — HP (w); bieraus und aus (50) folgt (51).

19 Formel (53) gilt wegen (47), (49) und (52) fiir | R (v) | <C1/,. Die rechte Seite von (53)
ist aber konvergent fiir R (v) > — /5. Aus der Theorie der analytischen Fortsetzung folgt
also, dasz (53) gilt, falls R (v) > — 1/, ist.

20) Bulletin of the Calcutta Mathematical Society, 25 (1933), S. 85.
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Ich werde jetzt noch zeigen, dasz I, (z2)—L, (2?) die folgenden Inte-

graldarstellungen besitzt:

I, (2)—L, (23 = % f K 9 1 2 20) vdv . (54)

und
(55)

L (z)—L, ()= n:iszv-}—l (v¥) Jav+1(2 zv) v? dv .
0

In diesen Beziehungen sind v und arg z beliebig.

Beweis von (54). Ich setze in die rechte Seite von (54) fiir J5 (2 zv)
die Potenzreihe
(=1) (zo)™

@ 2 Far AT+ 2r )

ein und integriere gliedweise 2!). Wegen ??)

va W)t do =22t 4+ +1—1L»
0

erhalte ich dann
(=2rz '+ 4n)I'G+r+4in)

] o“K (v?) J. (22v)vdv—2vzzr 5
n v o a5 I'l+n)I(14+2v+n)
0
-y " on (__l)n zZn
=8 FTUF A I+ F1n
o zim \ " : z‘im
G L e T m TG m

=&Y 2 S (i m) T fvtm)

=1, (z%)—L. (2%

Hiermit ist Formel (54) bewiesen.
Der Beweis von (55) geht auf analoge Weise.

21) Gliedweise zu integrieren ist erlaubt; siehe BROMWICH, Infinite Series, § 176.

2) Man vergl. B. F., S. 388, Formel (8).
50

Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXVIII, 1935.



