
Mathematics. Ueber emlge VINOGRADOFFsche Methoden . Von 
J. G. VAN DER CORPUT. (Erste Mitteilung). 

(Communicated at the meeting of February 29. 1936) . 

Herr I. M . VINOGRADOFF hat der Zahlentheorie sehr vernüftige und 
überaus fruchtbare Methoden geschenkt. Der Entdecker veröffentlicht 
seine Beweise fast nur in Russisch und dabei noch so kurz gefasst. dass 
die Lektüre nicht leicht ist. leh beabsichtige in diesen Noten einige seiner 
Methoden zu behandeln. zu verallgemeinern und etwas zu verschärfen. 
Um diese Mitteilungen zu verstehen. ist es nicht nötig. die VINOGRADOFF~ 
sehen Arbeiten zu kennen. 

In diesel!> ers ten Mitteilung geht es zunächst um die Frage. wie scha rf . 
z 

eine beliebig vorgegebene reelIe Zahl a durch einen Bruch - k ' dessen 
u 

Nenner gleich der kIen Potenz einer natürlichen Zahl u ist. approximiert 
werden kann; hierin ist k eine vorgegebene natürliche Zahl. Eine Antwort 
auf diese Frage bekommt der Leser in den folgenden zwei VINOGRADOFF~ 
schen Sätzen I). 

Satz 1: [st k =- 1 ganz. ,,= 2k und E > O. so gehören zu jedem 

reellen a unendlich viele Brüche Zk mit 
u 

I 
z I - k - ~+. 

a - Uk < U kz+ 2 • 

Satz 2: [st k =- 10 ganz • . so gehören zu jedem reellen a unendlich 

viele Brüche ~ mit 
u 

I 
z I -k - =-:-;;-;-1---:-::-:-

a - Uk < U 15k' log 10k. 

Man beachte. dass Satz 2 für grosses k viel sehärfer als Satz 1 ist. 
1 

weil dann 2 k (k" + 2) viel grösser als 15 k2 log 10 k wird. 

In dies er Mitteilung werde ich u.a. beweisen: 

I) Satz 1 kommt vor in: Analytischer Beweis des Satzes über die V~rteilung der 
Bruchteile eines ganzen Polynoms. Bull. Acad. Sci. URSS (6\. 21 (1927) S. 567-578 
(Russisch). Satz 2 in : Sur l'approximation au moyen des fractions rationnelles. dont les 
dénominateurs sont des puissances de nombres entiers. C. R. Acad. Sci. URSS 193511. 
S. 1-5 (Russisch mit französischem Auszug). 
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Satz 3 : [st k ganz :::=>- 2 und wird 

9 
3 C = 16 k- k + 14 + 16 k log 8 (k-l) . . . . (1) 

gesetz t. so gehören zu jedem reellen a unendlich viele Brüche -4- mit 
u 

1 

z 1 - k- ~ 
a- Uk < U ç . 

Dieser Satz ist allgemeiner und in den Fällen. wo beide Sätze ange~ 
wend et werden können. auch schärfer als Satz 2. da 15 Plog 10 k für 
k ===- 10 viel grösser als eist. Für die Formulierung eines noch allge~ 

meineren Satzes empfiehlt es sich. die folgende Voraussetzung einzuführen. 

Voraussetzung A: leh sage. dass Voraussetzung A gilt. falls n > 1. 
t ===- 2. ~ ===- O. 1] ===- 0 und 

(2+ ~)(8t-9H+(24+ 16nlog8(t-l))1] -= 3 

ist. weiter die Funktionen ((x) und g(x) für jedes positive ganze x 
definiert. ganzwertig. ===- 0 und monoton~wachsend mit 

lirn log ({(2 x) - {(x)) = n und lim int log ({(x + 1) - {(x)) :::=>- n-l 
x-+"" log x x-+'" log x 

sind. und falls schliesslich für jedes positive t: die Anzahl der Paare 
natürlicher Zahlen y und y' mit g (y) - g (y') = w für w = 1. 2. . .. den 
Wert 0 (w<) hat. 

N un folgt der Hauptsatz dieser Miiteilung: 

Satz 4: Voraussetzung A sei er{üllt ; zu der reellen irrationalen Zahl 

a gehöre eine Folge irreduzibler Brüche E- mit 1 a - ~ 1-= ~ und mit 
q q q 

unbeschränkt wachsenden Nennern q; jedem dieser Brüche 1!...- sei eine 
q 

natürliche Zahl Y mit 

1 -= 1 . . {log Y -= 1. log Y -= 1 -= Imln --= Imsup - - = - -
t q-+oo log q q -+ oo log q t- 1 

und 

10 log g (Y) -= t 
Im sup I Y = . 
q-+ oo . og 

. . . . . .. . (2) 

zugeordnet. 
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Dann gehört zu jedem dieser Brüehe 1!.... mit hinreiehend grossem 
q 

Nenner und zu jedem reellen fJ mindestens ein System ganzer Zahlen 
x. y. z mit 

0< a f(x) g (y)-fJ-z < 0 y-'1 •. 

t - 1-') I 
1 -= x < 2 Y" + ç und lim inf log x> 0 . 

q~" og q 

(3) 

(4) 

[eh behaupte noch mehr: bei geeignet nur von n. t. ~ und 'YJ abhängigem 

positivem !5 gehört sogar zu jedem der Brüehe 1!.... mit hinreiehend gros­
q 

sem Nenner und zu jedem reellen fJ mindesten$ ein System ganzer 
Zahlen x. y. z mit (4) und 

o < a f(x) g (y) - fJ - z < x-ç- rJ y-'1~ . . (5) 

Die zweite Mitteilung ist dem Beweis dieses Satzes gewidmet; in der 
vorliegenden ersten Mitteilung behandle ich einige Anwendungen. Aus 
Satz 4 geht unmittelbar hervor: 

Satz 5: [st Voraussetzung A erfüllt und ist 

lim sup log g (x) -= t •. 
,,~oo log x 

. . . . . . • (6) 

so hat (3) {ür jedes reelIe irrationale n. und jedes reelIe fJ unendlieh 
viele ganzzahlige Lösungen x. y. z. wobei x und y positiv sind. 

Wird , durch (1) festgelegt und ist k =- 2 ganz. so sind Voraussetzung 
A und (6) mit 

1 
n=t=k; ~='YJ=T; f(x)=g(x)=xk . ... (7) 

erfüllt. sodass die Ungleichung 

1 

0< a (xy)k_fJ-z < (xy)- ~ 

für jedes reelIe irrationale n. und jedes reelIe fJ unendlich viele ganz­
zahlige Lösungen x. y. z mit positiven x und y besitzt; Satz 3 (der 
für rationales a evident ist) ist also nur ein Spezialfall von Satz 5. 

Satz 5 liefert aber noch viel mehr. Setzt man z. B. 

f(x)=g(x)=p; (k =- 2 ganz). 

wo px die xe Primzahl bezeichnet. und wird , wiederum durch (1) 
definiert. so sind die Voraussetzung A und die Bedingung (6) mit 

23* 
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1 
n = t = k und ~ = 1] = C erfül1t. Folglïch gehören zu jedem irrationalen 

a unendlïch viele Systeme ganzzahliger p. pl. Z mit 

wobei p und pI sogar Primzahlen sind. 
Die regelmäszige Kettenbruchentwïcklung der irrationalen Zahl a 

liefert die Näherungsbrüche 

1 
a=bo + b.+ .. 

von a. die im folgenden Satz auftreten. 

(m =- 0) 

Satz 6: Gilt für die Näherungsbrüche der irrationalen Zahl a die 
Beziehung 

I. log qm -=: t 
lm sup I = --. 

m ~oo og qm- I t- 1 
(8) 

so darf in Satz 5 die Voraussetzung (6) durch die weniger forderende 
Ungleichung 

I - . f log g (x) -=: 
Im In I = t 
x~oo og x 

ersetzt wf>rden. 
Beweis: Wegen der letzten Ungleïchung gibt es eine Folge unbe~ 

schränkt wachsender natürlïcher Zahlen Y mit (2) . Bezeichnet e = pm 
q qm 

den ers ten Näherungsbruch von a mit qm =- yt-I. so ist 

log Y -=: 1 
lim sup - - =-- . 
q~'" logq t-I 

Für hinreïchend grosses q ist Yt-I > qm-l. also wegen (8) 

I· . f log Y =- 1 I' . f log qm-I =- 1 Im In -- -- -- lm In --. 
q~oo log q - t- 1 m~OO log qm - t 

Folglïch sind die V oraussetzungen von Satz 4 erfül1t. sodass die Be~ 
hauptung von Satz i. also von Satz 5 gilt. 
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1 16 
Satz 7: Ist Voraussetzung A mit ; = 0 und ~= 8 + 3 n log 8 (t-l) 

erfüllt. gilt (6) und genügen die Näherungsbrüche der irrationalen Zahl 
a der Beziehung (8). so gehört zu jedem hinreichend grossen L und zu 
jedem reellen fJ mindestens ~in System ganzer Zahlen x . y. z mit 

1 
O< af(x) g(y)- fJ - z< y: 

t - l- '7 1 

1 -= x < L-n-'7- und 1 -= y < t n. 

n'7 
Beweis: Teder Zahl L ~ 2 '7 und ~ 21-1-'7 ordne ich die grösste 

natürliche Zahl Y mit 

1 t- l - '7 t-l -'7 

2 Y -= L ti und 2 Y n --- L----;;;;-

zu. Bezeichnet dann wiederum e =Pm den ersten Näherungsbruch von a 
q qm 

mit qm ~ yt-l. 50 zeigt man genau wie beim Beweis des vorig en Satzes. dass 
die Voraussetzungen von Satz 4 erfüllt sind. Nach der zweiten Behaup­
tung von Satz 4 besitzt die Ungleichung 

0< a f(x) g (y) - fJ - z < y-'7 - à• 

wo ~ eine geeignet gewählte. nur von n und t abhängige positive Zahl 
be;z;eichnet. eine ganzzahlige Lösung x. y. z mit 

t - l -'7 t - l -'7 

1 -= x < 2 y - n- -=: L-n;J 

und 
1 

} -= Y - y < 2Y < LtI. 

Aus der Definition von Y folgt y '1+ à > L für hinreichend grosses L. also 
, , 1 

y-7J- O -= Y-'7- o < I; Hiermit ist Satz 7 bewiesen. 

Der Spezialfall dieses Satzes mit n=t=k. f(x)=g(x)=x" und fJ=O 
liefert 

Satz 8: Ist k ~ 2 ganz. ~ = 8 + 13
6 

k log 8 (k-l) und erfüllen die 

Näherungsbrüche pm der irrationalen Zahl a die Beziehung 
qm 

lim sup log qm -= _ k_ . 
m .... oo log qm- l k-l 

(9) 
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z 
so gehört zu jedem hinreichend grossen L mindestens ein Bruch k mit 

u 

I I 
1 2k - I-'1 

a - :k < LUk und 1 oe:::: u < L-k-'1-. 

Wird die Bedingung (9) weggelassen. so finde ieh ein viel unsehärferes 
Resultat. nämlich : 

Satz 9: Ist k :=- 2 ganz. so gehört zu jedem reellen a und zu jedem 

hinreichend grossen L wenigstens ein Bruch ~ mit 
u 

I 
z I 1 -= L~k2 10g8(k-l) 

a - -k < -L k und 1 = u < . 
U U 

Beweis: leh darf a irrational voraussetzen. da die Behauptung sonst 
evident ist. leh unterseheide versehiedene FäUe. 

1. Es gebe einen N äherungsbrueh ~ von a mit 
q 

1 1 1 

qk -= L7ï -= qk-I. 

leh wende Satzo4 mit n=t=k; f(x)=g(x)=xk; {3=0; ;=0 und 
16 

1]-1 = 8 + 3 k log 8 (k - I) an. wobei .Y die grösste ganze Zahl mit 

2k-I - '1 2k-I - '1 
4 Y-k- oe:::: L k'l 

bezeichnet. Naeh Satz 4 gibt es dann eine .nur von k abhängige positive 
Zahl <5 mit folgender Eigensehaft : ist L hinreichend gross. so gibt es 

z . 
einen Brueh -k mlt 

u 

a z < und 1 -= u < L-k-'1-I I 
1 2k - I-'1 

- Uk Uk Y 'I +à 

Aus der Definition von Y folgt. dass Y'I+ à für hinreichend grosses L 
grösser als List. sodass die Behauptung wegen 

2k-I-1] < ~ = 16 + 32 k log 8 (k-I) < 32 P log 8 (k-I) 
k1] 17 3 3 

gilt. 
2. Tritt der unter I. genannte FaU nicht auf. so gibt es bei hinreiehend 
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grossem L zwei konsekutive Näherungsbrüche ~ und ~ von a mit 

Q < q und 
I I I 

Q"-I < L--;j" < qk. 

Ist q =- L Q"-I. so ist 

l
p I 1 1 "-I 

a - cr < Qq -co::: L Qk und Q < L 7J , 

k-l II . 
sodass wegen -1]- < 3 k2 log 8 (k - 1) die Behauptung mlt u = Q und 

z = P Q"-I gilt. leh darf also q < L Q"-l annehmen. und ich wende 

jetzt wiederum Satz -4 mit ~ = 0 und 1]- I = 8 + 13
6 

k log 8 (k - 1) an. 

wob ei Y die grösste ganze Zahl mit 

2k-I-7J 2k - I -" 
-4 y-,,- -co::: q--k'-

bezeichnet. leh bekomme so eine nur von k abhängige positive Zahl b 
mit folgender Eigenschaft : ist L hinreichend gross. so gibt es einen Bruch 
z . 

- mlt 
Uk 

I I 
2k-I - 7J 

a - :" < Uk ';"7J+ rJ und 1 -co::: u -co::: -4 Y--k-

7J 

Für hinreichend grosses List y 7J+ó' grösser als qk > L und man hat 

2k- I- 7J 2k-I - '1 (I (k - I)' ) . 2k-I-'1 
U -co::: q k' < (L Qk-I) ". < L + 7J k' . 

. 1 8 
Der letzte Exponent lSt wegen 1] < 1 und - < -3 (3 + 2 k) log 8 (k - 1) 

17 
kleiner als 

(~ + P-21Jk+ 1) 2:
2 
1 < ~ . (k2-2k+2)(~2k-l)(3+2k) log 8 (k-l) 

< 32 (k
2 
- 2 k + 2) (k + 1) log 8 (k-l) 

3 k 

32 < 3 Plog 8 (k-l). 

womit Satz 9 bewiesen ist. 
Für k =- 10 hat Herr VINOORADOFF das entsprechende Resultat ge­

geben. aber mit dem etwas grösseren Exponenten 15 k2 log 10k statt 
32 3 Plog 8 (k-l). Es ist klar. dass dlese VINOORADOFFsche Behauptung 

Satz 2 als Spezialfall enthält. 


