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Einleitung. 

Es bezeichnen H!I) (z) und H~2) (z) die beiden HANKELschen Funktionen. 
Es sei femer / v(z) die gewähnliche BESsELsche Funktion. Wk. m (z) die 
WHITTAKERsche Funktion I) und 

die verallgemeinerte hypergeometrische Funktion. 

Es bezeichnen weiter P:; (z) und Q: (z) die zugeordneten LEGENDREschen 
Funktionen erster und zweiter Art 2). 

Ueberdies setze ich noch 

K,. (z) . t n i e!""1 H!I) (zei" ;). 

und 
00 2 

L,. (z) = (t z)V+ I L 22 m r (t + ~ ; (t + y + m) . 3) 
m = O 

Es sei femer 4) 

( 
I 

Cl' ••• • CP + 2) -

'Jfpq 'b b -
I" ••• p+2 

q p - q+3 

IJ r(Cj-Ch) IJ r(I-Cj + bh) 
q h = 1 h= l 

= '_h...:'=I=--;;J,-· _ . _____ --;-::-_ _ _ 
~ p+2 p+2 

n r(I-Cj +Ch) IJ r(Cj- bh) 

(1) 

j = l 

h= q+1 h= p-q+4 

I) Für die Definition von W k.m (Z) siehe man WHITTAKER and WATSON. [17). chapter 
XVI ; siehe auch MEIlER. [11). (Die fett gedruckten Zahlen bezie hen sich auf das Literatur
verzeichnis) . 

. 2) Für die Definition der Funktionen Fr;: (z) und Q: (z) verg I. man BARNES. [5) und 

HOBSON [9) und [10) . BARNES und HOBSON benut zen eine verschiedene Bezeichnung für 

Q: (z). Man hat nämlich 

m em :n; ; sin nn m 

! Qn (z) I H = . ( + ) I Qn (z) IB' sm n m n 

wo ! Q: (z) I H die Definition von HOBSON und I Q: (z) I B die Definition von BARNES 

bedeutet ; siehe BARNES. [5). S. 100 und HOBSON. [10). S. 196. In der vorliegenden 
Abhandlung ist stets 

Q: (z) = ! Q: (z) I H" 

wo H. (z) die STRUvEsche Funktion bezeichnet. Man verg!. WATSON. [16). S. 329. 

4) Ein leeres Produkt wird gleich 1 gesetzt. Der Stern bedeutet. dasz die Zahl 
1 - cj + cj in der Reihe 1 - cj + Cl ••• . .• 1 - cj + cp+2 nicht vorkommt. 

26* 
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Ich nehme hierbei an. dasz l; ~ O. 

(2) 

Cj -Ch nicht ganz (j = I .. . . . q; h=1. .. . • q ; j~h) (3) 

und 

Cj-bh~1.2.3 .. .. (j=I .. .. . q; h=I. . . .. p-q+3) (4) 

ist 5). Schlieszlich setze ich 

(5) 

Hierin wird w ~ O. 0 -==== r -==== p. 

aj - bh ~ 1. 2. 3. . . . (j = 1 .. .. • p - r; h = 1 . . . .• r + 2) 

und 

bj - bh' nicht ganz (j = 1. . . . . " + 2; h = 1. .. • r + 2; j ~ h) 

vorausgesetzt. 
1n der vorliegenden Arbeit werde ich unter Annahme der obigen 

Bezeichnungen den folgenden Satz beweisen 6) : 

Satz. Voraussetzungen : 1. Es sei 

w ~ O. -7l < arg w < 7l. 

2. Es seien p und r ganz mit 

0 -==== r -==== p. (6) 

5) FaUs cj - ch = 1. 2. 3 ... . .. Ij = 1 . ... .. q; h = q + 1 . ....• p + 2) ist. bekommt die 

rechte Seite von (1) einen Sinn durch einen Grenzübergang . Denn es gilt z.B. (auch für 
(l = O. - 1. - 2 . . .. . ) 

1 1 abcz 
r(f3) 3F2 (a. b. c; a. f3; z) = r(f3) + ar (f3 + 1) + .. .. 

Formel (40) von § 2 gibt die analytische Fortsetzung von ""P.q (ç) für lçl>l. 
6) Verwandte Sätze kommen vor in meinen Arbeiten [12). [13) und [14). 
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3. Es genügen die Zahlen al ••••• ap und bI •...• bp +2 den Bedingungen 

aj - ah nicht ganz (j = 1 •.. . • p-r; h = 1 •. .. • p-r; j =f hl. (7) 

aj - bh =f 1. 2. 3 ... (j = 1. . . .. p-r; h = 1. .... r + 2). (8) 

bj - bh nicht ganz (j = 1 ..... r + 2; h = 1 ....• r + 2; j =f h).. (9) 

Behauptung: 

- 2f'" f3-a. 1 (2) ITI (U
211-a. al' ..•• ap. fJ) d - U Ja.+ f3 -1 U rp.p_r+ I - U. 

W bI •......... bp + 2 
o 

Hierin sind a und fJ beliebige Zahlen mit 7) 

ffi ( a - fJ + 2 bj ) > - t (j = 1 •...• r + 2). 

ffi (a + fJ) > o. 
ffi (fJ - aj ) > - 1 (j = 1 •...• p - r) •. 

a + aj nicht ganz (j = 1. .... p - r) .. 

a + bj =f 0 (j = 1 •.. . • r + 2). 

Die Funktion Bp. r(W) ist ein Spezialfall der Funktion 

Gm•n ( I al" ..• ap) 
p . q W b b' 1··· ., q 

die ich in meiner Arbeit [13] betrachtet habe. Es gilt nämlich 8) 

(10) 

(11 ) 

(12) 

(13) 

( 14) 

(15) 

( l
al ..... ap) r+2 P-r( lal .. ... ap ) 

Bp•r W =GpP+2 W • 
bI'" .. bp +2 • bI' .... bp + 2 

. (16) 

Also hat man 9) 

(17) 

W () - B 1 2 "4 -"2 • 4, - "2 (18) 2k -! zt el Z (I 11k J!. 1 k ) 
k. m Z - V 2.2 4" Z t 1 + 1 1 1 1 • 

lt m."2 "2m'-"2m'"2-ym 

7) Die Ungleichungen (11) bis (15) sind stets lösbar; man setze zum Beispiel Il = t a. 

8) Beziehung (16) ergibt sich sofort aus der Definition der Funktionen Bp.r(w) und 

G;"; (w) (siehe Formel (5) der vorliegendl'D Abhandlung und RelatioD (6) von [13)) . 

9) Die Relationen (17). (18), (19). (20) und (23) folgen mit Hilfe von (16) aus (39). (22), 
(19) , (30) und (47) von [13). Der Beweis der Formeln (21) und (22) ist dl'm Beweis der 
Beziehungen (30) und (47) von [13] analog. 
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W () W ( ) - z B (1 21 t + k, t- k) . (19) k.m Z -k.mZ- V - 2.2 T Z , 
2:Tt 0, t, m, -m 

I ( )-L ()_COSV:Tt B (-1 21 t+t v ) - v Z v Z - 1. 0 4 Z , 
:Tt -t ~t+t~tv 

. (22) 

Iv (z) - Lv (z) = .!. BI. 0 (t Z21 t + tv) . . . (23) 
:Tt tv, t + t v, - tv 

Mit Hilfe des obigen Satzes kann man nun Integraldarstellungen für 
die in den linken Seiten der Relationen (17) bis (23) vorkommenden 
Funktionen ableiten. Die so erhaltenen Integralformeln (nämlich die 
Integralformeln (48), (55), (56), (57), (60), (65) und (66)) sind, soviel ich 
weisz, bisher noch nicht gegeben worden. Einige Spezialfälle waren aber 
schon bekannt. 

§ 1. Vorbernerkungen über BESSELsche und LEGENDREsche 
Funktionen. 

1. Für alle Werte von v und z gilt 10) 

<-' (-I)m z2m 
I ,. (z)=(tz)v ~22mmlr(v+m+ 1)' •. .. (24) 

m=O 

2. Die Funktion Iv(z) besitzt für grosze Werte von Iz l eine asympto~ 
tische Entwicklung der Gestalt 

Iv (z) Vl :! ~ cos (z - t V:Tt - t :Tt) ( Ao + ~22 + ... ) 

+ sin (z-t V:Tt- t :Tt) (~t + ~: + . . . )~. 
. . (25) 

3. Ist ffi (,8 - s) > 0 und ffi (,8 - a - 2 s) < t , so gilt 

J'" f3 - a - 2,,, (2)d _ t r (,8-s) (26) 
u a+ ;3 -t U u- r(a+s)' .... 

o 

tOl Für (24) , (25) und (26) verg!. man WATSON, [16], S. 40-,43, 199 und 391. Die in 
(25) vorkommenden Zahlen A sind nicht von z abhängig. 
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Die (algenden Beziehungen (27) bis (31) (inkl.) kommen bei HOBSON 
und Herrn BARNES var 11): 

I
V-I I 

4. Ist Cl + I I < 1. sa gilt 

P;;'(o) r(11 m) (~+ !ym(t+t v)n 2F I (-n.-n-m; l-m::+!).(27) 

5. Ist I arg w I < t:TT und m *- I. 2. 3. . . .• sa gilt 

2FI (t-tm+tn.-tm-tn: l-m;-w2)=2-m r(l-m)wm P;;'(VI+w2
). (28) 

6. Ist largo l<:n und larg(o±I) I<:n. sa gilt 

1 m _ em n:i V;;(v 2 -I)im 
T(l + n+m) Qn (v)- 2n +l vn +m + 1 r(t+n) 

. . . (29) 

7. Ist largo l<t:n und n+m*--1,-2.-3 ..... sa gilt 

Q;;' (± i v) = e(m'F t n 'Ft)n:i 2m - I V;; (I + 02)t m 

X ~_2r(l+tn+tm)oF(I..l l..l +1 .~._2) 
( r(t+tn-tm) 2 1 +2 n +tm'Y-2 n 

]" m .... 0 • (30) 

+ r(t+tn+tm) F (1 +t +_l 1 + 1 t 2)~ 
r(1 +tn-tm) 2 I ]" n ]"m. -""2 n Tm: ; - 0 )' 

8 . Ist m nicht ganz. 50 gilt 

Nun hat man 12) 

3F2 (2 a. 2 b. a + b; a + b + t. 2 a + 2 b - 1; 0) 

= 2FI (a. b; a + b+t: 0). 2F) (a-t. b-t: a + b-t; 0) (l-o)-t 

und 

3F2 (2 a + 1. 2 b. a + b; a + b + t. 2 a + 2 b; v) 

= 2F) (a. b; a+ b+t: 0) . 2F) (a+t. b-t: a + b+t: 0) (1- ol-i. 

11) Man verg!.: HOBSON. [9]. S.456. 462 und 467-i68; [10]. S. 195. 204. 210. 
215--':'216 und 219. BARNES. [5]. S. 103. 120. 122 und !2i. Siehe auch Fusznote 2) . 

)2) Siehe ORR. [15]. S. 13. Forme! (59) und S. 12. Forme! (5 :1). Man verg!. auch 
BAILEY. [1]. S. 38! und GOURSAT. (8). S. 416. 
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leh finde daher mit Rücksicht auE (28) 

9. Ist I arg w I < t Tl und À ~ t, t, t, ... , 50 gilt 

3F2 (I-À+v, I-À-v, I-À; i-À, 1-2À; -tv2) 

=2FI (t-'P+tv, t- 'P-tv; t-À; -w2
) 

X 2FI (_·P+t v, -tÀ-tv; t-À; -w2) (1 +w2)-! 

= Z-2JT (i-À) r( i-À) w2)' P~=t (V 1 +w2) P~!t (V 1 +w2) (I +w2)-i. 

10. Ist I arg w I < t Tl und À ~ I, 2, 3, ... , 50 gilt 

3F2 (i-À+v, t - À-v, i--À; I-À, 1-2).; - w2) 

= 2FI (t-·P+t v, t-tÀ-tv; I-À; -w2
) 

X 2FI (t-·p+ tv, -t-'P-tv; I-À; - w2
) (1 + w 2)-i 

= 2-2). r 2 (I-À) w2J- p;-_! (VI + w2) P;-+! (VI + w2) (1 +w1)-i. 

In einer vorig en Arbeit 13) habe ich schon bewiesen: 

11. Ist I arg w I < t Tl und À =t= I, 2, 3, ...• 50 gilt 

· (32) 

· (33) 

3F2 (t-À+v, t-À-v, t-À; I-À, 1-2À; -w2
) ~ 

= 2-2
). r 2 (1 - À) w2)' I P;--dVI + w2) F· ~ 

. . (31) 

12. Ist I arg w I < t Tl und À ~ ± I, ± 2, ± 3, ... , so gilt 

3F2 (t+ v, t-v, t: 1 +À, I-À; -w2
) ~ 

= r(I +À) r(I -À) pLdVI +w2)P;!dVI + w2). • 

· (35) 

Aus (31) und (35) ergibt sich noch: 

13. Ist À nicht ganz und t-À+v~O,-1.-2, ... , so gilt 

r(t-À+v) r(À) (2 )2J. 1 2 
r(t+À+

V
) r(-À) "IV 3F2b·-À+v,t-À-v,t-À; I-À,I-2À;-w) 

+3F2(i+v.t-V.1; 1+À.I-À;-w2
) 

ÀTl [r(t-À+v)). -- ). - - -J. -- ] 
=- sinÀTl r(t+À+ v) I Pv- dVI+w2

) I 2-Pv_i(VI+w2)Pv-i(VI +w2) 
.(36) 

_ 2À,e-J. ni r(t-À,+v)). --2 J. - -2 
- - r(t+À,+v) Pv- i (VI + w) Qv-! (VI + w) 

(wegen (31) mit n = v-'-t, m = À und v = VI +w2 angewendet). 

13) MEIlER. [14], § 6; der in [14] gegebene Beweis der Beziehungen (34) und (35) ist 
dem Beweis von (32) und (33) anal09' 
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§ 2. Beweis des Satzes 14). 

Nach (6) hat man 

o -=:: p. 1 -= p - r + 1 -= p + 1 . (37) 

Wegen (11) und (2) gilt ffi (a + bj ) > -t (j = 1 .....• r+ 2). so dasz 
aus (15) folgt 

1 - a - bj 1=- 1. 2. 3 .... (j = 1. . ... r + 2) . (38) 

Aus (37). (7). (14). (8) und (38) ergibt sich. dasz die in der rechten 
Seite von (10) vorkommende Funktion 'l'P' p _ r + I einen Sinn hat (siehe (2). 
(3) und (4)). 

Ist C1=-O und I arg Cl < 71.. so besitzt die durch (1) definierte Funktion 
'l'p .q (C) die folgende Integraldarstellung: 

'l'p.q (C I Cl" •• • CP+2) = 
bi, .... bp + 2 

(39) r h~ r(l- ch + s) P:~~3 r(bh-s) C-s ds ' 
271.i p+2 p+2 • 

IJ r(Ch-S) IJ r(1-bh+s) 
• h=:q:+1 h=p-q+i 
L 

hierin läuft der Integrationsweg L von - 00 i + l nach 00 i + l (l ist 
eine beliebige reelIe Zahl) und zwar so. dasz die Punkte Ch - 1. Ch - 2. 
Ch - 3 .... (h = 1. .... q) auf der linken. die Punkte bh. bh + 1. bh + 2 .... 
(h = 1. .... p - q + 3) aber auf der rechten Seite von L liegen 15). Denn 
die linke Seite von (39) ist gleich der Summe der Residuen des letzten 
Integranden in den Polen auf der linken Seite von L 16). 

Aus (39) folgt auch 17) 

'l'p. q (, I Cl' • •• • CP+2) = 
bi' .... bp + 2 

q p-q+3 

IJ r(1 + bj-Ch) n 
p-q + 3 h=1 h= 1 

, _---c--=--_ _____ h7"=--'-I=-"J~· ----- C-bj X 
~ p+2 p+2 
j=1 IJ r(ch-bj ) IJ r(1 + bj - bh) 

h= q + I h=p- q+i 

(40) 

14) Dieser Beweis hat ei ne grosze Ähnlichkeit mit dem von Satz 4 meiner Arbeit [13]. 
15) Dies ist möglich wegen (4). 
16) Man vergl. BARNES. [4]. S . 1-46. Herr BARNES betrachtet nur die gewöhnliche 

hypergeometrische Funktton 2FI ' Siehe auch WHITTAKER and WATSON. [17]. S. 286- 289. 
17) leh berechne jetzt die Summe der Residuen des Integranden in den Polen auf der 

rechten Seite von L. Formel (40) gilt. wofern nicht nur (3) und (4) erfüllt sind. sondern 
auch noch bh - bj nicht ganz ist (h = 1 •.. .• p - q + 3 ; j = 1 • .. . . p - q + 3 ; h 1=- j) . 
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Aus (1). (24). (40) und (25) geht hervor. dasz die rechte Seite von (10) 
existiert. falls aj . bj • a und fJ den Bedingungen (12). (13) und (11) 
genügen. 

Nach der Theorie der analytisch en Fortsetzung brauche ich weiter 
nur den Fall mit 

zu betrachten. 
Nun folgt aus (41) 

ffi (a + fJ) > t. . . . 
(h = 1 •.... r + 2). 

(h = 1. ... r + 2; j = 1. . .. p-r) 

(41) 

(42) 

(43) 

- ffi (a) < ffi (t fJ - t a + t) < ffi (fJ). . . . . . (41) 

Wegen (44). (42). (43) und (13) gilt also 

-ffi (a) < Max I ffi (t fJ - ta + H. ffi (aj - 1) I < Min I ffi (bh), ffi (fJ) I 
(h = 1. ... r + 2:j= 1. . .. p-r). 

Es existiert daher eine reelle Zahl 0 mit 

-ffi (a) < 0 < ffi (bh) (h. _1. .... r + 2). ! 
ffi(aj-l) < o (;-1. .... p--r). . . . (45) 

ffi (t fJ-t a + t) < 0 < ffi (fJ)· 

Nun hat man mit Rücksicht auf (39) 

IJl. (U
2\I-a. al' •..• apo fJ) _ 

p. p-r+1 - -
W bi •... . . . ...• bp + 2 

(46) 1 f r(a + s) Ti r(l-aj+s)?i r (bj-s) (2)-_ 
=_ J=I J=I ~ ds. 

2:ni p p+2 W 
r(fJ-s) IJ r(aj-s) IJ r(l-bj +s) 

=p-r + I j = r+3 
A 

Als Integrationsweg A darf ich die Gerade ffi (s) = 0 wählen. wo 0 

die in (45) gegebene Zahl bezeichnet 18). Für alle Punkte s von A gilt 
dann ffi (fJ - s) > 0 und 

ffi (fJ-a-2s) < -t. . . . . . . . (47) 

18) Denn die Punkte -a. - a -1. -a -2 •... und Bj - 1. Bj - 2. Bj - 3 •... (j= 1. .... p- r) 

liegen wegen (45) auf der linken Seite. die Punkte bj . bj + I . bj + 2 •... . (j = 1 •. .. • r + 2) 

aber auE der rechten Seite von A. 



403 

Aus (46) und (26) geht jetzt hervor 19) 

'" 'J f3-rt. (U2\1-a, al"" ,ap' fJ) 2nl u ]"+ f3- d2u) Pp,p-r+1 - b b du 
W I"'" p+2 o 

J'" 3 " J r(a+s) ~~: r(l-aj+s) 7l r(br~s) (U2)-S = ul - ]rt.+,3-d2u) du +2 - ds 
p p w 

o r(fJ-s) IJ r(aj-s) IJ r(l-bj+s) 
A j=p-r+1 j=r+3 

Die rechte Seite dieser Relation ist ab er gleich 20) 

Hiermit ist der Satz bewiesen. 

19) Die Vertauschung der Integrationsfolge ist erlaubt wegen (47); man verg!. BROMWICH, 

[6]. § 177. 
20) Ieh berechne die Summe der Residuen des Integranden in den Polen auf der rechten 

Seite von A. Man verg!. BARNES, [2]. S . 295-296; [3]. S. 65-71. 


