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Einleitung.

Es bezeichnen H!"(z) und H?(z) die beiden HANKELschen Funktionen.
Es sei ferner J,(z) die gewdhnliche BEssELsche Funktion, Wi .(z) die
WHITTAKERsche Funktion !) und

F(ay,...,a; by, ..., by 2)
die verallgemeinerte hypergeometrische Funktion.

Es bezeichnen weiter P, (z) und Q7 (2) die zugeordneten LEGENDREschen
Funktionen erster und zweiter Art ?).
Ueberdies setze ich noch

K. (2)=1mietr=i HY (zet™),
I, (z) =e ¥ ], (z el™)

und

L (&)= 2+

Es sei ferner )

Ciws s 4 ,cp+z) .
blt""bp+2 T
q p—q+3
11 F(cj——-c;,) II F(I—Cj+b;.)
q ’:l:ll h=1 (1)
_ ::] e 2
— p+2 pt2 g X
i=1 F(I—Cj +Ch) I F(Cj—bh)
h=q+1 h=p—q+4

*
><p+2FP+1(1—Cj+b1,..., I—Cj‘i—bp+2; l_Cj—f—Cl,.‘., I—Cj+Cp+2:‘_¢)-

) Fiir die Definition von W, (2) siche man WHITTAKER and WATSON, [17], chapter
XVI; siehe auch MEIJER, [11]. (Die fett gedruckten Zahlen beziehen sich auf das Literatur-
verzeichnis).

‘2) Fir die Definition der Funktionen P (z) und QI (z) vergl. man BARNES, [5] und
HOBSON [9] und [10]. BARNES und HOBSON benutzen eine verschiedene Bezeichnung fiir
Q7 (2). Man hat namlich

m __ e™"isinnn #i
(@@ = s Q2@
wo {Q: (2} g die Definition von HOBSON und {Qr (2)} p die Definition von BARNES

bedeutet; siehe BARNES, [5], S. 100 und HOBSON, [10], S. 196. In der vorliegenden
Abhandlung ist stets

QY (2) = {Q7 (2} 5

3) L, () = e it H, (z eb™),
wo H, (z) die STRUVEsche Funktion bezeichnet. Man vergl. WATSON, [16], S. 329.

%) Ein leeres Produkt wird gleich 1 gesetzt. Der Stern bedeutet, dasz die Zahl
l—g + ¢; in der Reihe 1 — cj+ Cis s sama s B cj—’r— Cpt2 nicht vorkommt.

26*
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Ich nehme hierbei an, dasz {#0,

pp 1=q=p+2, . . . . . . . (2
¢i—c nicht ganz (j=1,...,q; h=1,...,q: jFh) . . (3

0<

und
¢G—b#1,2,3,...(j=1,....q; h=1,..., p—q+3) . . 4

ist 3). Schlieszlich setze ich

p—r r+2
F(l +bh_aj) n F(bj_bh)
r+2 j=1 ,_Iz_lh (5)
— .’74
= 2 p+2 u;bh ><
k=1 11 I'(aj—by) II I'(14-b,—b))
j=p-r+1 j=r+3

£ S
XPFP.H(I —l—bh—a,,..., 1 +b;,—a,,; 1+bh—b1,..., 1 +bh_bp+2; LU)

Hierin wird w#0, 0=r=p,
a— by #1,2.3, ... (j=1,....p—r; h=1,....r+2)
und
b;— by nicht ganz (j=1,...,r+2; h=1, ..,r+2; jFh)

vorausgesetzt.
In der vorliegenden Arbeit werde ich unter Annahme der obigen
Bezeichnungen den folgenden Satz beweisen ):

Satz. Voraussetzungen: 1. Es sei
wF0,—n<argw < .
2. Es seien p und r ganz mit

0=r=p: s s« s s« « » s s s (0]

5) Falls —c=123.....=L.....q¢: h=q+1,...., p+ 2) ist, bekommt die

rechte Seite von (1) einen Sinn durch einen Grenziibergang. Denn es gilt z.B. (auch fiir

1 1 abcez

F(ﬂ)3F2(a'b'C: a, f; z):F(ﬂ)+aF(/3+l)+"”

Formel (40) von § 2 gibt die analytische Fortsetzung von w,  (t) far [g] > 1.
6) Verwandte Sitze kommen vor in meinen Arbeiten [12], [13] und [14].
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3. Es geniigen die Zahlen a,,...,a, und b,,..., b, den Bedingungen
a;— a, nicht ganz (j=1,...,p—r;h=1,...,p—r;jFh), . (7)
ai—b,#+1,23,..ij=1,...,p—r;h=1,...,r+2), . . . (8
bj— by nicht ganz (j=1,...,r+2;h=1,...,c4+2;jFh).. (9

B,.. (w

Behauptung :

a,...,ap )
by, o v Bpaz

- - ; (10)
:zfuﬁ—a]cﬂ-ﬁ—l Qu) Pt (”_ a, ay, y @ps )du
. w bl' ......... bp+2
Hierin sind a und B beliebige Zahlen mit7)
Rla—p+28)>—4% (j=1...,r42). (11)
R(a+p)>0, (12)
R(PB—a)>—1 (j=1,....p—0). . . . . (13)
o+ a; nicht ganz (j=1,...,p—1),. (14)
a+bF0 (j=1,...,r+2). (15)

Die Funktion B, .(w) ist ein Spezialfall der Funktion

Gra (w
die ich in meiner Arbeit [13] betrachtet habe. Es gilt ndmlich )
ay,...,dap B aj,...,ap )
By.. (“’ b,,....b,,+2) = Grpi2 (’” bu....byrs) U6

Also hat man °)

K () =%Boo@ 224 —12. . . . . . (17)

k—} »1 piz 17 3__ 1
Wk,m(z): 2 z‘e_ Bz,z (i‘ 22 2k, 4 2 k )' (18)

7) Die Ungleichungen (11) bis (15) sind stets losbar; man setze zum Beispiel g =1 a.
8) Beziehung (16) ergibt sich sofort aus der Definition der Funktionen Bp'r(w) und
G:‘: (w) (siche Formel (5) der vorliegenden Abhandlung und Relation (6) von [13]).

9) Die Relationen (17), (18), (19), (20) und (23) folgen mit Hilfe von (16) aus (39), (22),
(19), (30) und (47) von [13]. Der Beweis der Formeln (21) und (22) ist dem Beweis der
Beziehungen (30) und (47) von [13] analog.



21w
K. (2 Kuldd=% 1" 2 0.4
FORED=E B P b b))
L@&@:-LJ”( 0.4 . (@1)
2V = b dr— b bu— by —r— i

bt ) . 22
—ind+inty

Ptdy ) .. (23
rnitiv.—%v

Mit Hilfe des obigen Satzes kann man nun Integraldarstellungen fiir
die in den linken Seiten der Relationen (17) bis (23) vorkommenden
Funktionen ableiten. Die so erhaltenen Integralformeln (ndmlich die
Integralformeln (48), (55), (56), (57), (60), (65) und (66)) sind, soviel ich
weisz, bisher noch nicht gegeben worden. Einige Spezialfille waren aber
schon bekannt.

§ 1. Vorbemerkungen tiber BESSELsche und LEGENDREsche
Funktionen.

1. Fiir alle Werte von » und z gilt 1)

2m

7 (=1 z
(2 ZZmelr Fmrl)

(24)

2. Die Funktion J,(2) besitzt fiir grosze Werte von |z| eine asympto-
tische Entwicklung der Gestalt

]v(z)mégcos(z LTva— )(Ao*f’ 2 4 )

(25)
+sin(z—¢va—1 )( + 2 4. )%
3. Ist R(f—s) >0 und R(B—a—2s) <3, so gilt
fuﬁ‘“‘z’]a+,a_1(2u)du—1}FE£+3. .o . . (26)

0

10) Fiir (24), (25) und (26) vergl. man WATSON, [16], S. 40—43, 199 und 391. Die in
(25) vorkommenden Zahlen A sind nicht von z abhingig.
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Die folgenden Beziehungen (27) bis (31) (inkl.) kommen bei HOBSON
und Herrn BARNES vor !!):

4. Ist +1]<lsogllt

m - 1 U'Jf_l *’"1 . n (_ J— . i -U;l.>
p"(v)fF(l—m)(v—l) F+3$0),F, n,—n—m;l m'v+l .(27)

5. Ist largw| <47 und m#1,2,3,..., so gilt

Fi(3—4m-+4n,—im—in; 1—m; —w?)=2-"T'(1—m) w™ P} (L 14w?) . (28)

6. Ist largv| <7 und |arg (v=1)| <=, so gilt

1 mo o em i | a(p2—1)im
F+ntm & 0= 2t T4 ”

/ 1
XaF, (1t m g dm gy ).

7. Ist largv|<3mund n+m#*=—1,—2,—3,..., so gilt

QF (2= i v) =TT =1 2 (1 - o3i™

XS_ZF(I +in+im)v
( T'G+in—im)

IR ws a5 Y AT SRR T 7n+,mns—v2)? S

Fr(lHdntdm d—fntim i— )2 50

I'l+4n— )2

8. Ist m nicht ganz, so gilt

2™ . a § 1 . 1 _mz
P(1+n+m)Q"(")_sinmnel‘(1+n+m)P ) — T'(1+n—m) P S Bl

Nun hat man !?)
sF,(2a,2b,a+b;a+b+4%,2a+2b—1;v)
=,F(ab;atb+4v).,Fla—%b—%atb—3iv)(l—v)?

und
sF,(2a+1,2b,a+b;a+b+4%,2a+2b;v)
=,F (abat+b+4:v).,F(at+sb—hatb+4v)(l—v)?
1) Man vergl.: HOBSON, [9], S. 456, 462 und 467—468; [10], S. 195, 204, 210,

215—216 und 219. BARNES, [5], S. 103, 120, 122 und 124. Siehe auch Fusznote 2).
12) Siehe ORR, [15], S. 13, Formel (59) und S. 12, Formel (53). Man vergl. auch

BAILEY, [1], S. 381 und GOURSAT, [8], S. 416.
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Ich finde daher mit Riicksicht auf (28)

9. Ist |largw|<4{aund 1F 4,4, 5,..., so gilt
F (o —=debw, L == [ =k §—1,1—24 —w?
=, — it bn b — A §—k —u?)

X Py (— 44, —a— s b— ks —w) (1 wd)

=27 T L(—4) w* Py (1 T+w?) P (L THw?) (14w?) .
10. Ist jargw |<4m und 1#£1,2,3,..., so gilt
Fo3—A4v, b —A—v, 5 —41—2,1—214 —w?d)
=.F G—4i+ivi—di—{n1—4—w?)
XoF G—3+4y, —f—31—4v 1 -4 —w?) (1 +w?)
=27 I (1—1) w” Py (V T+ 0 Pl (VT w) (1 4wd) ™
In einer vorigen Arbeit %) habe ich schon bewiesen:
11. Ist Jargw |<}7 und 15£1,2,3,..., so gilt
oAt v d—A—n b=k 1—1, 1 —2% —w?)
=277 (1= w” {P,y (V' T+ w2 $
12. Ist largw |<{mwund AF+1,+2,43,..., so gilt
B34 3 —v. 5144 1—4 —wd)
FA+3) 1= Py (V' T+u) Py (1 T+ wd). s .

Aus (34) und (35) ergibt sich noch:
13. Ist 2 nicht ganz und } —14+»#0,—1,—2,..., so gilt

r'i—2a AP 2\
F(%(j-l—i—t)v}'((—i) (;) By (3—A4v, i—A—v, 1 — 41—, 1—2 4 —w?)

+sFh G+ i—v 144 1—4 —uw?)

in | I'(3—A ~
_sinln[Fg-{-l:::y (P (V THw))} =Py (L T4w?) P4 (V7 1+w2)]

_ 2de~*mi (g —21+49)
T+ 447)

PL* 11+ w? Qﬁ—i 1+ w?)

(wegen (31) mit n=»—%, m=1 und v =1+ w? angewendet).

(32)

(35)

13) MEIJER, [14], § 6; der in [14] gegebene Beweis der Beziehungen (34) und (35) ist

dem Beweis von (32) und (33) analog.
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§ 2. Beweis des Satzes !).
Nach (6) hat man
0=p, l=p—r+1=p—+1. . . . . . (37
Wegen (11) und (12) gilt R (a-+b;) >—% (j=1,....,r+2), sodasz
aus (15) folgt

l—a—b#1,2,3...0=1,....c42. . . . (39
Aus (37), (7), (14), (8) und (38) ergibt sich, dasz die in der rechten
Seite von (10) vorkommende Funktion ¥, ,_.;: einen Sinn hat (siehe (2),

(

(3) und (4))

Ist {#0 und |arg {| < &, so besitzt die durch (1) definierte Funktion
¥, .(¢) die folgende Integraldarstellung:

Cis o o + 9 Cp+
!Pp,q(c ! PZ):
b],...,bp+2

q p—q+3 (39)
IoHI(l—c.+s) II I(bi—s)
_ 1 h=1 h=1 é-_s ds'
T 2ai p+2 p+2 !
II I'ca—s) II TI'(l—by+s)
e h=q+1 h=p—q+4
L

hierin lauft der Integrationsweg L von —ooi+ 7 nach ooi-t (v ist
eine beliebige reelle Zahl) und zwar so, dasz die Punkte c,—1, ca—2,
ci—3,...(h=1,...,q) auf der linken, die Punkte by, byi+1, by+2,...
(h=1,...,p—q-+3) aber auf der rechten Seite von L liegen !’). Denn
die linke Seite von (39) ist gleich der Summe der Residuen des letzten
Integranden in den Polen auf der linken Seite von L '©).

v

Aus (39) folgt auch '?)
Cly v ooy Cp42
e )=
pq( bl""'bp+2

q p—q+3
H F(l +bj—Ch) 11 F(b},—b})
q+3 h=

._.
-
Il

-

e
h==7

= 2 T3 p+2] J -4 X (40)

j=1 I I'(ca—bj)) II I'(1+b—0bs)

h=q+1 h=p—q+4

*® 1
Xp+2Fpr1 (H'bj —Cipeens 14-bj—Cp42; 14-b;— by, 1405 —bp+2;_f> .

14) Dieser Beweis hat eine grosze Ahnlichkeit mit dem von Satz 4 meiner Arbeit [13].

15) Dies ist moglich wegen (4).

16) Man vergl. BARNES, [4], S. 146. Herr BARNES betrachtet nur die gewdhnliche
hypergeometrische Funktion ,F;. Siehe auch WHITTAKER and WATSON, [17], S. 286— 289.

17) Ich berechne jetzt die Summe der Residuen des Integranden in den Polen auf der
rechten Seite von L. Formel (40) gilt, wofern nicht nur (3) und (4) erfiillt sind, sondern
auch noch b, — b; nicht ganz ist (h=1,...,p—q+3; j=1,..., p—q+3: h£j).
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Aus (1), (24), (40) und (25) geht hervor, dasz die rechte Seite von (10)
existiert, falls a;, b;, a und p den Bedingungen (12), (13) und (11)
geniigen.

Nach der Theorie der analytischen Fortsetzung brauche ich weiter
nur den Fall mit

Ra+pH>%, . - .« . . . . . @)
REB—ta+H <R (h=1,....r4+2), . . (42
R(@—1)<R(by) (h=1,...r42;j=1,..,p—1) . (43)

zu betrachten.
Nun folgt aus (41)

—R@<REF—$a+P<REB). - . . . . 49)
Wegen (44), (42), (43) und (13) gilt also

— (a) < Max {R (b f— 4 a + ) R (a;— 1)} < Min {R (bs), R (B)}
(h=1,...c4+2;j=1,...p—1).

Es existiert daher eine reelle Zahl ¢ mit

—R (a) <o < R (br) (h=1,...,r4+2),
R@—1)<o G=1,....p—0p . . . (49
REL—ta+P<oIRP).

Nun hat man mit Riicksicht auf (39)

@ u?|l—a,ay,....80 B _
pp—r+1|

W by byt

Fla+s) T I'(1—a;+s) rﬁzf(bj—s) (46)
j=1 j=1

1 2\ —s
P 2—7li > p+2 (;") ds.
rg—s) II I'(aj—s) II I'(l1—bj+s)
=p—r+1 j=r+3
A4

Als Integrationsweg A darf ich die Gerade R (s)=o¢ wihlen, wo ¢
die in (45) gegebene Zahl bezeichnet !3). Fiir alle Punkte s von 4 gilt
dann R (f—s) >0 und

RBP—a—29)<—% . . . . . . . (47
18) Denn die Punkte —a, —a —1, —a —2,... und a; — 1, aj—2, aj—3,...(j=l ,,,,, p—r)

liegen wegen (45) auf der linken Seite, die Punkte b;, bj-}— 1, bj—l- 2,.... (j=1..., r+2)
aber auf der rechten Seite von A.
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Aus (46) und (26) geht jetzt hervor '9)

1—a, a,,...,ap,ﬂ) e
b]y v ey bp+2

w

2
Znif uP=* Jutp-1(20) By pr i1 (u_
0

Platd I I{l—arid 80 P9 7 25
=1 (u) ds

:‘J uﬁva ]“+/9_1(2 ll) du p p+j2:1 ;)
5 I'(B—s) II I'(aj—s) II I'(1—b;+s)
s Jj=p—-r+1 J=r+3
- r+2

I'(a+s) I I'(1—a;+s) I T'(b—s) @
— 1—pl p+l'-’_1 w* dsfuﬁ_“_zs]a+ﬁ—l (2u) du

I'(p—s) II I'(aj—s) II I'(1—b;+s) 0

j=p—r+1 j=r+3

—r r+2
I I'(1—a;+s) I I'(b;—s)
i=1 =1

w* ds.

I
o=

P p+2
11 F(aj—s) II F(l —“bj—l'"s)
- Jj=p—r+1 J=r+3

Die rechte Seite dieser Relation ist aber gleich )

a,...,ap )
bl,.-.,bp+2 ’

7i B, . (w
Hiermit ist der Satz bewiesen.

19) Die Vertauschung der Integrationsfolge ist erlaubt wegen (47); man vergl. BROMWICH,
[6]. § 177.

2) Ich berechne die Summe der Residuen des Integranden in den Polen auf der rechten
Seite von 4. Man vergl. BARNES, [2], S. 295—296; [3], S. 65—71.



