Mathematics. — Verteilungsfunktionen. Von J. G. vAN DER CORPUT.
(Siebente Mitteilung).

(Communicated at the meeting of March 28, 1936).

Erste Anwendung der hinreichenden Bedingung.

Die in der vierten Mitteilung formulierte und in der sechsten Mitteilung
bewiesene hinreichende Bedingung wende ich hier an, um den in der
Einleitung genannten Satz 12 zu beweisen.

Hilfssatz 12: Ist y < ¢, und enthélt das offene Intervall (1, {) wenig-
stens einen Héufungspunkt einer Folge U, so gibt es in diesem offenen
Intervall eine monoton-nichtabnehmende Funktion H(y)=H (y; 7, ?),
die iiberall ausserhalb t(U) nach rechts, iiberall ausserhalb |(U) nach
links stetig ist, mit H(n+)=0 und H( —)=1, und mit der Eigen-
schaft, dass fir jedes im offenen Intervall (y, ) liegende Zahlpaar a

und B mit H(a) < H(f) die Folge U unendlich viele Zahlen u mit
a =u < f enthdlt.

Beweis: Ich unterscheide verschiedene Fille.

1. Das offene Intervall (i, () enthilt einen zu v (U) oder [(U) ge-
hérige Zahl . Die Funktion

H(y)=0 fiir y <t

H(y)=1 fiir y >

H@ =0 falls = zu v (U) gehort,
H(@=1 falls v nicht zu v (U) gehort,

ist monoton-nichtabnehmend mit H (y+) =0 und H ({—)=1, ausserhalb
t(U) nach rechts, ausserhalb [(U) nach links stetig. Aus H (a) < H (f)
folgt a =7 < B, falls 7 zu v (U) gehort, und a < v=p, falls 7 nicht zu

v(U), also zu [(U) gehort. Folglich enthélt U unendlich viele u mit
a=u<p

2. Das offene Intervall (3, {) enthilt ein offenes Teilintervall (3, '),
dessen Punkte alle Haufungspunkte von U sind. Die Funktion

H@p) =0 fir y =9’
=1 fir y=1¢'
linear fir  =y='
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besitzt die verlangten Eigenschaften; denn aus H (a) < H (p) folgt, dass
die Intervalle (’,(’) und (a, f) ein Teilintervall gemeinsam haben und
jeder Punkt dieses Teilintervalles ist ein Haufungspunkt von U, sodass
U unendlich viele Zahlen zwischen a und B enthilt.

3. Die Punkte  und ¢ sind Haiufungspunkte der Menge £ der
zwischen 7 und { liegenden Héaufungspunkte von U; das offene Intervall
(7, £) enthilt keinen Punkt von t(U), keinen Punkt von [(U) und kein
ganz zu § gehoriges Teilintervall.

Jedem zwischen % und { liegenden und nicht zu § gehérigen Punkt v
ordne ich das grosste in seinem Innern den Punkt v aber keinen
Haufungspunkt von U enthaltende abgeschlossene Teilintervall i des
abgeschlossenen Intervalles (3,() zu. Zwei verschiedene dieser Intervalle i
haben keine innern Punkte und sogar keinen Randpunkt gemeinsam, da
ein gemeinsamer Randpunkt wenigstens einer der Mengen t(U) und [ (U)
angehdren wiirde. Die Anzahl der verschiedenen i ist somit hdchstens
abzdhlbar unendlich.

Die Punkte 5 und ¢ sind Haufungspunkte von £, gehoren somit zu
keinem i. Jedes Teilintervall von (3, ) enthilt wenigstens einen nicht zu
$ gehorigen Punkt, hat somit mit mindestens einem i ein Intervall ge-
meinsam, sodass die Anzahl der verschiedenen i unendlich. also abzéblbar

unendlich ist. Ich nenne diese Intervalle i,,7,,.... Das Intervall y =1
bezeichne ich mit i_;, und das Intervall y = ¢ mit i,.

Jedem Intervall i, (6=—1,0,1...) ordne ich folgendermassen eine
Zahl j, zu.

Es sei j_,=0 und jo,=1; sind j_1,jo,...,j-—1 schon festgelegt (¢=1),
so betrachte ich die zwei im System (i_1, i, .. ., i;.1) vorkommenden und

dem Intervall i; mdoglichst nahe liegenden Intervalle i, und i,, wobei
i, links, i, rechts von i, liegt, und ich setze

e=tGitje) - - . . . . . . (115)

Liegt i, links von i, (u=—1, »=—1), so ist ju=j,; denn diese
Ungleichung gilt fiir das Intervallepaar i ; und i, und ist sie fiir jedes
im System (i_, iy, ..., i,—1) vorkommende Intervallepaar schon bewiesen,
so gilt sie wegen (115) auch fiir jedes im System (i_j, g, . . . , i-) vorkom-
mende Intervallepaar.

Fiir jedes 6=—1 und fiir jedes zu i, gehdrige y setze ich H (y) =,
sodass die auf der Menge der i, (6 —=—1,0,...) definierte Funktion H (y)
monoton-nichtabnehmend ist. Nach unserer Annahme ist jeder zwischen
n und { liegende Punkt y Haufungspunkt der Menge der nicht zu §
gehorigen Punkte x > y; fiir jeden zu keinem i, (6=—1) gehorigen
Punkt y setze ich H(y) gleich der unteren Schranke der Zahlen H (),
wo % >y nicht zu  gehort.

Ich brauche nur noch zu zeigen, dass die so iiberall definierte Funktion
H (y) die verlangten Eigenschaften besitzt.
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Zunédchst werde ich fiir jedes Zahlpaar y und 6 mit y < d die Un-
gleichung H (y) = H (8) herleiten. Diese Ungleichung habe ich schon
abgeleitet, falls y einem i, und 4 demselben oder einem andren i angehort.
Gehért 0 zu einem i, aber y nicht, so gibt es zwischen y und 9 ein nicht
zu £, also zu einem i gehoériger Punkt ¢ und dann ist H (¢) = H (9),
und ausserdem, der Definition der Funktion H gemdisz, H (y) = H (¢).
Gehort schliesslich 8 zu keinem i, so gilt fiir jedes nicht zu 9 (also zu
einem i) gehdrige x > 6 die Ungleichung H(y) = H(x), also H(y) = H (9),
da H(9), der Definition gemész, die untere Schranke der Zahlen H ()
ist. Hiermit ist die Monotonie der Funktion H (y) bewiesen.

Waire H(y) in einem im abgeschlossenen Intervall (»,() liegenden
Punkt y unstetig, so gdbe es wegen der Monotonie von H (y) ein posi-
tives p mit folgender Eigenschaft: fiir jedes Intervallepaar i = (91, (1)
und i, =15, L) A= —1,0=—1) mit {; =y =1, ist

jQ —jl;pv . . B B . . . . (116)

aber bei geeignet gewahlten 1 und g ist jo—ji1 < 2p. Wire dann i, das
zwischen i, und i, liegende Intervall, wobei o6 >4, o > 9, o moglichst klein
ist (ein o mit diesem Eigenschaft existiert), so gélte (115), also

Jo—h=je—Jj: =% (e —j1) <p. _

Dann diirfe man in (116) weder ¢ noch 4 durch ¢ ersetzen, d.h.
dann wire {; >y >1,, was unméglich ist. Folglich ist H (y) im Inter-~
vall n =y = stetig.

Wegen j_; =0 und j,=1 ist H(y)=0 und H ({)=1, also wegen
der Stetigkeit H(n +)=0 und H(({—)=1.

Ist a und B ein Zahlpaar mit H (a) < H(f), so gehéren a und f nicht
einemselben Intervall i an, sodass zwischen a und f mindestens ein
Héaufungspunkt von U liegt, also U unendlich viele Zahlen zwischen
a und B enthilt.

Die Funktion H (y) besitzt somit die verlangten Eigenschaften.

4. Beweis fiir die iibrigen Félle. Es sei n’ die untere, {’ die obere
Schranke der Menge £ der zwischen # und ¢ liegenden Haufungspunkte
von U. Dann ist n =n' ={' ={(. Wire ' =/{’, so lage dieser Punkt,
da nach den Voraussetzungen von Hilfssatz 12 zwischen # und {
wenigstens ein Haufungspunkt von U liegt, zwischen % und { und gehore
er zu v(U) oder [(U), sodass dann der unter 1 schon behandelte Fall
auftrite. Ist " <{’, so istim obigen die Funktion H (y; %', ') schon fest-
gelegt, und ich setze

H(y)=0 im Intervall y =7’
=1 " . y =10
=H(y;7n.?) a e B Lp<Lh

Dass diese Funktion die verlangten Eigenschaften besitzt, ist klar.
32*
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Hilfssatz 13: Ist U eine Folge, und besitzt v (y) die Eigenschaft € (U),
so gibt es eine Folge @, (7), @, (7). ... von Funktionen mit der Eigen-
schaft & (U) und

lim . O)=w(© . . . . . . . . (117)

n=—> 0o

Beweis: Ich wihle ein im Intervall (— oo, ) iiberall dicht liegende
aus untereinander verschiedenen Zahlen bestehende Folge yq, 7;,..., die
alle etwaigen Unstetigkeitspunkte von vy (y) enthélt. Gibt es eine Zahl
y mit v (y) =0, so sei y(y)=0; gibt es eine Zahl y mit y (y) =1,
so sei y(y)=1.

Fiir jedes ganze k> 0 mége 7xo,..., 7 x+1 das wachsend geordnete
System 7y, ..., yk+1 bezeichnen. Ich setze
@k (Vi) = (7k2) O0=x=k+41).

Enthalt das offene Intervall (yx., 74 »+1) (0=x=k) keinen Haufungspunkt
von U, so hat die die Eigenschaft € (U) besitzende Funktion v (y) in
diesem offenen Intervall einen konstanten Wert ji., und ich setze dann
in diesem offenen Intervall ¢ (y) =jk.. Enthdlt das offene Intervall
(Yk#» Yk »+1) mindestens einen Haufungspunkt von U, so setze ich in
diesem Intervall

Pk () =w (k) + {v Okrt1 =) —w i +) } H @5 7000 Yhz1), - (118)

wo H (y; n,{) die im vorigen Hilfssatz eingefiihrte Funktion bezeichnet.
Wird nun die Funktion ¢ (y) im Intervall y = yxo und auch im Intervall
? = 7k k+1 konstant vorausgesetzt, so ist sie fiir jedes y definiert.

Die Funktionen y und H, also auch ¢; sind monoton-nichtabnehmend.
=0 und =1. In jedem offenen Intervall (yi., 7x.+1) (0 =x =k)
ist @k () ausserhalb v (U) nach rechts, ausserhalb [(IJ) nach links stetig,
da die im vorigen Hilfssatz eingefiihrte Funktion H die analoge Eigen-
schaft besitzt. Ist ¢4 (y) in einem Punkte yi. nach rechts, bezw. links
unstetig, so ist das auch der Fall mit der die Eigenschaft € (U) be-
sitzenden Funktion v (), sodass yx. dann zu r(U), bezw. [ (U) gehért.
Folglich ist @ (y) iiberall ausserhalb r(ll) nach rechts, iiberall ausserhalb
[(U) nach links stetig.

Ich werde nun fiir jedes Zahlpaar a und 8 mit ¢ (a) < @« (6) beweisen,
dass U unendlich viele Zahlen u mit a =u < f enthilt. Dabei darf ich
voraussetzen, dass a nicht zu t (), und dass B nicht zu [(U) gehort,
da sonst die Behauptung evident ist.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann ich annehmen, dass a und
B einemselben abgeschlossenen Intervall (yx., yx.»+1) (—1 =x=k+ 1)
angehoren (hierbei ist y,—; =—o0 und ¥k x+2=0o0), da ich sonst nur
das Intervall (a, f) in Teilintervalle zu zerlegen brauche. Da a nicht zu
v (U), und B nicht zu [(U) gehdren, ist @k (y) in a nach rechts, in f nach
links stetig, sodass bei geeignet zwischen a und f gewihlten o’ und g’
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die Ungleichung ¢ (a’) < @« (8’) gilt. Die Zahlen o’ und #’ liegen dann
im offenen Intervall (yi., 7x »+1), sodass dann 0 =x =k ist und (118)
mit y =a’ und mit y =’ gilt, also

H (@ ; Yhns Vi 241) < H (B3 Yk, 20 Viort1)

ist. Nach dem vorigen Hilfssatz enthilt I dann unendlich viele Zahlen
u mit o/ =u < f’, also mit a =u <.

Jedes a mit @k (a) < 1 besitzt die Eigenschaft, dass U unendlich viele
Zahlen u —=a enthdlt. Denn ist y(a) <1, so kommen, da vy (y) die
Eigenschaft € (U) besitzt, in U unendlich viele Zahlen =a vor. Sonst
ist, der Definition der Folge y,, 7;.... geméss, v (y;)=1; die Zahl y,
kommt im System (yxo,.... Pk k+1) vor, sodass dann

Pe(r) =w () =1> gi(a)

ist, also U nach dem Obigen unendlich viele Zahlen U mit a = u <y,
also mit u = a enthilt.

Auf dieselbe Art zeigt man, dass U fiir jedes f mit @i (8) > 0 unend-
lich viele Zahlen u < f enthélt; dabei unterscheide man v () >0 und
v (H=0.

Hiermit habe ich bewiesen, dass @i (y) (k=1, 2,...) die Eigenschaft
& (U) besitzt, und brauche ich nur noch Beziehung (117) zu beweisen.
Diese Beziehung ist fiir jeden in der Folge 7o, 7, ..., vorkommenden
Punkt  (also insbesondre fiir jeden Unstetigkeitspunkt von v (7)) evident,
da dann fiir hinreichend grosses k

P (O)=w ()

ist. Sonst wihle ich eine beliebige positive Zahl ¢; da v (y) dann in {
stetig ist, entspricht jedem hinreichend grossem k ein » (0 =x = k) mit

7k7.<c<7k.x+l und W(C)_5<W(7kx)§y)(}'k.x+l) <‘P(£)+£'

also
Y (0) — e < @k (7h7) = @i () = @k (Pr.x+1) < w(0) + &,

sodass auch dann (117) gilt.
Hiermit ist Hilfssatz 13 vollstindig bewiesen.

Beweis_von Satz 12.

Die linearen Komposita v (y) =4, v, () + ... + 4 w« (y), wobei die k
Koeffizienten = 0 sind und eine Summe gleich Eins besitzen, sind monoton-
nichtabnehmend. =0 und =1. Jedem Zahlpaar a und f§ mit v (a) < v (f),
jedem @ mit y(a)<<1, oder jedem f mit v (8) >0 entspricht ein
%x(1 =% =k) von der Art, dass die analoge Eigenschaft mit vy, statt y
gilt; da v, die Eigenschaft & (U) besitzt, enthdlt U unendlich viele
Zahlen u mit a =u < f, oder u= o oder u < f. Hiermit ist bewiesen,
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dass die linearen Komposita v (y) die Eigenschaft € (U) besitzen. Ich
brauche also nur noch eine Folge ¢, (), »,(?), ... von Funktionen mit
der Eigenschaft & (U) anzugeben, die den drei in Satz 20 genannten Be-
dingungen geniigt. Fiir k=1 habe ich das schon im vorigen Hilfssatz
getan, da M fiir k=1 aus nur einer Funktion v, (y) mit der Eigenschaft
€ (U) besteht. Ich darf also k = 2 voraussetzen und eine aus Funktionen
mit der Eigenschaft & (u) bestehende Folge x; (y). 22 (7)., ... annehmen, die
die drei in Satz 20 genannten Eigenschaften besitzt, wenn darin )t durch
die Menge IM* der linearen Komposita u; v, (y) + ... + tr—1 wi—1(y)
ersetzt wird; hierin sind die k— 1 Koeflizienten =0 und besitzen eine
Summe gleich Eins. Um nun eine Folge ¢, (y), ¢, (7). . . . mit den verlangten
Eigenschaften anzugeben, brauche ich nur den Beweis von Satz 8 wértlich
zu wiederholen, wenn ich nur auf S. 816 (Z. 1 v u.) und 817 (Z.1v.0.)
die Worte ,stetiger monoton-nichtabnehmender Funktionen =0 und

=1" durch ,von Funktionen mit der Eigenschaft & (U)" ersetze.
Hiermit ist Satz 12 bewiesen.
Mathematics. — Ueber einige VINOGRADOFFsche Methoden. Von

J. G. vAN DER CORPUT. (Zweite Mitteilung).

(Communicated at the meeting of March 28, 1936).

In dieser zweiten Mitteilung leite ich mittels einer VINOGRADOFFschen
Methode einige Hilfssitze ab, die ich fiir den Beweis des Hauptsatzes
(Satz 4) der ersten Mitteilung ') brauche. Diese Methode stiitzt sich auf
die folgenden Gedanken.

Es sei H > 1 und es bezeichne

pw;H)= X aue?™"* mit ao,n=0
h—=—o0

eine goniometrische Reihe (oder ein goniometrisches Polynom), die im
1

Intervall f_ié w=1 einen Wert =1 besitzt (vergl. Hilfssatz 1): es
mogen [, Y, X;,..., X, natiirliche, a und g beliebige reelle Zahlen,
H,,...,H, beliebige Zahlen > 1 bezeichnen, und es seien die Funktionen

f(x) und g(x) fiir jedes ganze x>0 definiert. Um zu zeigen, dass es
wenigstens ein System ganzzahliger 4, x, y, z mit

1=1=1;, Xi=x<2X; =y<2Y

und
0<af()gly)—f—z< 7

1) . Siehe Proc. Royal Acad. Amsterdam, 39, 345, (1936).



