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dass die linearen Komposita 'fjJ (y) die Eigenschaft @ (U) besitzen. leh 
brauche also nur noch eine Folge CfJI (y). CfJ2 (y) • ... von Funktionen mit 
der Eigenschaft @ (U) anzugeben. die den drei in Satz 20 genannten Be­
dingungen genügt. Für k = 1 habe ich das schon im vorig en .Hilfssatz 
getan. da 9J1 für k = 1 aus nur einer Funktion 'fjJ1 (y) mit der Eigenschaft 
@ (U) besteht. Ich darf also k :=- 2 voraussetzen und eine aus Funktionen 
mit der Eigenschaft @ (u) bestehende Folge XI (y). X2 (y) • ... annehmen. die 
die drei in Satz 20 genannten Eigenschaften besitzt. wenn darin 9J1 durch 
die Menge 9J1* der linearen Komposita f-ll 'fjJI (y) + ... + f-lk-I 'fjJk-1 (y) 
ersetzt wird; hierin sind die k - 1 Koeffizienten :=- 0 und besitzen eine 
Summe gleich Eins. Urn nun eine Folge CfJI (y). CfJ2 (y). . .. mit den verlangten 
Eigenschaften anzugeben. bra uche ich nur den Beweis von Satz 8 wörtlich 
zu wiederholen . wenn ich nur auf S . 816 (Z. I v u.) und 817 (Z. 1 v.o.) 
die Worte .. stetiger monoton-nichtabnehmender Funktionen =- 0 und 
-<:: I" durch "von Funktionen mit der Eigenschaft @ (U)" ersetze. 

Hiermit ist Satz 12 bewiesen. 

Mathematics. Ueber elmge VINOGRADOFFsche Methoden. Von 
J. G. VAN DER CORPUT. (Zweite Mitteilung). 

(Communicated at the meeting of March 28. 1936) . 

In dieser zweiten Mitteilung leite ich mittels einer VINOGRADOFFschen 
Methode einige Hilfssätze ab. die ich für den Beweis des Hauptsatzes 
(Satz 4) der ers ten Mitteilung I) brauche. Diese Methode stützt sich auf 
die folgenden Gedanken. 

Es sei H > 1 und es bezeichne 

CfJ(w;H)= i ah.He2nihUlmitao.H=0 
h=-oo 

eine goniometrische Reihe (oder ein goniometrisches Polynom). die im 
1 

Intervall H -<:: W -<:: 1 einen Wert =- 1 besitzt (vergl. Hilfssatz 1): es 

mögen Z. Y. Xl ..... XI natürliche. a und fJ beliebige reelIe Zahlen. 
Hl ..... Hl beliebige Za hl en > 1 bezeichnen. und es seien die Funktionen 
f (x) und g (x) für jedes ganze x> 0 definiert. Urn zu zeigen. dass es 
wenigstens ein System ganzzahliger À.. x. y. z mit 

und 
. 1 0< a f(x) g (y)-fJ-z < H;. 

I) .5iehe Proc . Royal Acad. Amsterdam. 39. 315. (1936). 
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gibt. brauche ich nur zu zeigen. dass die Summe 
2Y- l 2X, - 1 2XI - I 

I = I I ... I rp(a((xI)g (y)-f3; Hl)" . rp(a ((xz) g(y)-f3;Hz) (10) 
y=Y x,=X, XI =XI 

einen Absolutwert < Y Xl . .. XI besitzt; denn wenn das Ungleichungs~ 
system keine Lösung hat. so ist nach Definition von rp jeder Faktor 
rp (a ((Xi.) 9 (y) - f3; H i. ) =- 1 (1 -= l -= I). also I =- Y Xl" . XI. Ich brauche 
somit eine ob ere Schranke für 1 I I. und um diese zu gewinnen. genügt 
es für jedes System ganzer nicht-verschwindender Zahlen hl •. . .• hl ei ne 
obere Schranke für den Absolutwert der Summe 

2Y- I 2X,-1 2XI-I 

S= I I ... I e2 ni cx9(y)(h,{(x,)+ . .. +hl{(xI)) 

y = Y x,=X, XI=XI 

abzuleiten. Besonders erfreulich ist. dass Herr VINOGRADOFF mittels einer 
vernüftigen originellen Methode eine hinreichend kleine obere Schranke 
für 1 SI gefunden hat . (Verg!. Hilfssatz 5). In dieser Schranke tritt die 
kleinste (von hl •...• hl. XI. ' ... XI und der Wahl der Funktion ( 
abhängige) Zahl N auf mit der EigenschaIt. dass für jedes ganze w die 
Anzahl der ganzzahligen Systeme XI • •••• XI. Xl ..... XI mit 

I 

I hi. (((Xl )-((X'}))=w; 
l=1 

Xi. -= Xl < 2 X i. und Xi. -== Xi. < 2 X l (l = 1, ... • /) 

höchstens N ist. Darum leite ich in Hilfssatz 6 eine obere Schranke 
für N ab. So fin de ich für 1 I 1 eine ob ere Schranke, die mir ermöglicht. 
Satz 4 zu beweisen. 

leh werde nicht nur Satz 4: herleiten. sondern sogar den folgenden 
Satz. der etwas allgemeiner ist. 

Satz 10: Voraussetzung A sei er(üllt I): zu der reellen rationalen 

Zahl a gehöre eine Folge irreduzibler Brüche E..- mit unbeschränkt 
q 

wachsenden Nennem und mit 1 a - : 1-= ;2' WO f eine von q abhängige 

Zahl=- l und < qbedeutet:jedemdieserBrücheE..- sei eine natüdiche Zahl 
q 

Y mit 

und 

zugeordnet. 

1 -= r . ( log Y -= t log Y -= - = Im In -1-- = Im sup --q- = t-l 
t q-'''' og q q-'''' log _ 

fim sup log g (Y) -= t 
q-'''' log Y -

I 

I) Der Leser findet diese Voraussetzung In der ersten Mitteilung auf S. 345. 

(11) 

(12) 
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Bei geeignet nur von n. t. ~ und 1] abhängigem positivem b gehört 

alsdann zu jedem der Brüche I!..- mit hinreichend grossem Nenner und zu 
q 

jedem reellen fJ mindestens ein System ganzer Zahlen x. y. z mit 

0< a f(x) g (y)-fJ-z < x-ç- à y-1J-à• 

/- 1-'1 1 
Y -=': y < 2Y; 1 ':::: x < 2Yn +; und liminfogx > O. 

q~oo log q 

Der Spezialfall dieses Satzes mit r = 1 ist mit Satz 4 der ersten 
Mitteilung identisch. 

HUfssatz 1: Jedem positiven e kann ein nur von e abhängiges c > 0 
zugeordnet werden mit der Eigenschaft. dass zu jedem H > 1 ein 
reelles goniometrisches Polynom 

qJ (w: H) = I ah.H e2nthw 
I h I <CH1+E 

• (13) 

mit aO.H = O. I ah.H 1-== c und 

gehört. 

Beweisl 

qJ (w; H) :=;=- 1 
1 

im Intervall H -=:: w .:::: 1 

1 + e Es sei N die kleinste ganze Zahl :=;=- --, sodass N :=;=- 2 
e 

und N ':::: (N-l) (1 + e) ist. Im Intervall 0 ':::: V .:::: 1 definiere ich eine bei 
gegebenem e eindeutig bestimmte N~mal stetig differentiierbare reelle 
Funktion tp (v) mit 

1 

.f tp (v) dv = 1 und tp(v ) (0) = tp(v) (1) = 0 

o 

Die Funktion X (w. H) mit der Periode 1 und 

x(w; H) = 2 - 2 H tp (Hw) 

=2 

besitzt eine Fourierentwicklung 

00 

(v = 0 . .. .. N-l). 

im Intervall 0 ':::: W .::::~ - -H 
1 

im Intervall H < w < 1, 

X (w; H) = I ah.H e2nlhw. 
h=-oo 
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Oabei ist 
I 

I Ei I 

aO.H J 2dw-2H J VJ(Hw)dW=2-2J VJ(v)dv=O 

o 0 0 

und 
1 

J Ei I 

I ah.HI = IJ x(w;H)e-2
:<

lhw dw 1-=== tJ Cl H dw + tJ Cl dw < Cl; 

o 0 I 
Ei 

hierin bezeichnet Cl (desgl. C2 nachher) eine geeignet gewählte. nur von 
e abhängige Zahl. 

Für h ~ 0 ist 

also 

I 

ah.H = 2~ihJ X' (w; H) e-2
-.r i h w dw 

o 
I 

Ei 

= - - .- VJ' (Hw) e~2 n ih w dw 2H2J 
271lh 

o 
I 

Ei 
2HN+ IJ = - (2:n i h)N VJ(N) (H w) e- 2nih w dw. 

o 

Wird nun c so gross gewählt. dass 

2 c :=:: c und 2 c c-N + -- c c'-N -=: 1 
1- 2 N-I 2 -

ist. dann ist I ah. H I .- c und 

I I Bh.H e2 ni hw I-=: 2 2,' C2 HN h- N 
Ihl>cHl+' h>cHl+' 

< 2C2 HN (CHl+<)-N + 2 J C2 HN u- N du 

"Hl+· 

2 
< 2c c-N + - - c cl- N 

2 N-l 2 
wegen N -=: (N-l) (1 +t) 
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södass das im Hilfssatze dureh die Formel (13) definierte goniometrische 
. 1 

Polynom qJ (w; H) lm Intervall H -= w -= 1 einen Wert =- 2 - 1 = 1 

besitzt. Hiermit ist Hilfssatz t bewiesen. 

Hilfssatz 2, Es sei 'f=- 1, U > O, D ganz, a reell; p und q seien teiler~ 

{remde ganze Zahlen (q > 0) mit 1 a _.e 1-= 'f2 • Dann ist 
. q q 

D+q-l ( 1) 
~ Min U, -( ) -= 6 U'f + 2 q log q; 

u=D av 

hierin ist Min (a, b) die kleinere der Zahlen a und b; (w) ist die Ent~ 
(ernung van w zur nächsten ganzen ZBhl. 

Beweis: Wird C = D + t q oder D + t (q-l) gesetzt, je nachdem 
q gerade oder ungerade ist, so ist 1 (v-c) 1-= t q für jedes im Intervall 

D -= v -= D + q - 1 liegende v, also wegen 1 a -~ 1-= ;2 

1 
av-aC-E..(v- C) 1-= 'f l v-Cl -= ~. 

q q2 2q 
(14) 

Durchläuft v das System D, D + 1. ... ,D + q - 1. so durchläuft 
p (v-C), da p und q teilerfremd sind, ein vollständiges Restsystem modo q. 
Bezeichnet rv den zwischen - t (excl,)und t (incl.) gewählten Rest 

modulo Eins von aC + e (v-C), so bilden die Punkte rD, rD+ 1 •••• , 
q 

rD + q _ 1 ein äquidistantes System mit Entfernung !. Die Anzahl der v 
q 

't 5'f -= -= 5'f . . h" h 6 d d B't d ' mI - 2 = rv = 2 ISt somlt oe stens r un er . el rag leser v zu 
q q . 

D+q- 1 51 
der Summe ~ ist höehstens 6 U'f. Für alle v mit rv > 2 gilt wegen (14) 

v=D q , 
'f 

die Ungleichung (a v) =- rv - 2q' sodass der Beitrag dieser v höchstens 

ist. ' Genau so findet man diesel be obere Schrimke für den Beitrag der v 
5 

mit rv < - 2q' womit Hilfssatz 2 bewiesen ist. 
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Hilfssatz 3: [st I ~ 1. G ganz > o. U > o. areelI und bezeichnen 

p und q teiler[remde ganze Zahlen (q > 0) mit I a - ~ I """"'" ;2' so ist 

vJ1 Min ( U. (alv)) """"'" (2 +q- 1 G) (6 UI + 2q log q) . 

[G-IJ . Beweis: Ist H = - q . so ist H < 1 + q-1 G . leh wende nun den 

vorig en Hilfssatz H + 1 mal an. nämlich mit D = 1. q + 1 . .. . • H q + 1. 
Addition der entstehenden Ungleichungen Jiefert Hilfssatz 3. 

Hilfssatz 4 ; Sind Fund G natürliche Zahlen. ist T:> 1 ufJd ist 

der reellen Zahl a ein irreduzibler Bcuch e mit q > 0 und I a - e \ """"'" -; 
q I q q 

zugeordnet. so ist 
G 

~ I ~ e2 nlIXv w I """"'" (2+q - 1 G) (6 FT + 2q log q). 
v=1 Iw l< t (F-l) 

Beweis: Für jedes nicht~ganze a vist 

I ~ e2"' ilX vw I """"'" 2 ::::::_1_ 
Iwl<t (F-l) - Isinnav l -(av)' 

wo (z) die Entfernung von z zur nächsten ganzen Zahl bezeichnet. Es 
ist somit 

1- I ~ e2 "' ilXv w I """"'" 1 Min (F. _1_) 
v= 1 Iw l<t(F-l) - v=1 (a v) 

""""'" (2 + q- 1 G) (6 FT + 2 q log q) 

nach dem vorigen Hilfssatz. 

Hilfssatz 5: Es mögen I. Y. Xl . .. . . XI natürliche Zahlen bezeichnen; 
es sei hi. *' 0 ganz [ür l = 1. ... .. . 1; [ür jedes ganze x > 0 seien [(x) 
und 9 (x) definiert. ganzwertig und monoton~wachsend. 

Für jedes ganze w sei die Anzahl der ganzzahligen Systeme 
Xl • .. . . x,. Xl • ... .. X, mit 

I 

~ hl. ([(Xi. ) - [(x'). )) = w; X i. """"'" X;. < 2 X ). ; X;.""""'" X i. < 2 X i. (l=I. ... . 1) 
i. =1 

höchstens gleich der von w unabhängigen Zahl N; [ür jedes positive 
ganze v sei die Anzahl der positiven ganzzahligen Zahlpaare y und 
y' mit 9 (y) - 9 (y/) = v höchstens gleich C v'. wo C und E positive 
von v unabhängige Zahlen bedeuten. 
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Wird schliesslich der reellen 2ahl a noch ein irreduzibler Bruch P mit 
q 

q> 0 und 1 a - ~I-c:::: ~2 zugeordnet (1 =- I), so hat die Summe 

2X/ - 1 
Z e2nict.g(g)(h,((x,)+ . . . +h/((x/)) 

einen Absolutwert 

hierin ist 
/ 

F=I +2 Z Ih;.I({(2XI.)-{(XI. )) und G=g(2 Y)-g(Y). 
1. =1 

Beweis: Nach der CAUCHYSchen Ungleichung ist 

2Y - 1 12X'-1 2X/-11 2 

1 S 1
2 -=::: Y I I .. , Z 

g=Y x,=X, x/=x/ 

2X/-1 2X, - 1 

Z I 
x/=X/ x',=X, 

wo 

/ 

W = Z hl. ({(x;. ) - ((x';. )) 
1.=1 

2X/-1 

I e 2n ict.g(g)w 

x'/ = X/ 

ist. Folglich ist 

2X, - 1 2X/ - 1 2X, - 1 2X/-1 2Y - 1 

ISI2 -=::: Y I I I Z 1 I e 2"ict. g (g)w l , 

X.=X1 X[==X[ X't=Xt x' /=X/ II=Y 

also 

2Y-1 
ISI2~ YN Z 1 Z e 2.n: ict. g (lI)w l • •••• (15) 

Iwl-<t(F-I) II=Y 

Hierin nimmt w höchstens F verschiedene Werte an, sodass nach der 
CAUCHYSchen Ungleichung 

2Y-1 2Y- 1 
I I I I e 2ni c< g(y)w 1 F -=::: F Z 1 I è"ict.g(y)w 1

2 

Iwl-< t (F-l) II=Y I w l -< t (F-I) y = Y 

2 Y - I 2 Y - I = F Z I I e2n i ct. (g (II)-g (11 ' )) w 

I w I -< t (F-I) y=Y y'=Y 

2Y-1 2Y- 1 
-=::: F Z Z 1 I e 2"ict.(g(y)-g(y ') )w 1 

y=Y g'=Y I w I -< t(F-I) 
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ist. Hierin ist 

2Y-I 2Y-I 2Y-I 2Y- I 2Y- I 2Y-I 2Y- I 2Y-I 

~ ~ = ~ ~ + I ~ + ~ ~ = SI + S2 + S3 
y=Y y'=Y g=Y g'=Y y=Y y'=Y g=Y g'=Y 

g=g' g<g' g>g' 

mit 1 SI 1 -= Y Fund 

g(2 Y)-g(Y) 

1 S2 1 = 1 S31 -= I Cv' 1 I e2
"I"'vw 1 

0=1 I wl-< t (F-l) 

G 

-= CG' I 1 I e2"i"'vw 1 

v=1 I wl-<t(F-I) 

-= CG' (2 + q - I G) (6 Fr + 2 q log q) nach Hilfssatz 4 

< 33 CG' (1 + q - I G) (Fr + q log q). 

Folglich ist 

2Y-I 

I z 1 I e 2:Ti"'g(y)w .I! < 
I w I -< t (F- Il y = Y 

Y ! F t + 3Ft C t G t, (1 + q-I G)t (Fr + q log q)t. 

sodass die Behauptung aus (15) folgt. 

Hilfssatz 6: Es sei f (x) für jedes positive ganze x definiert. 
ganzwertig und monoton-wachsend mit 

I · log (f(2 x) - f(x)) _ d I' . f log (f(x+ l)-f(x)) =- -1 
lm I - n un lm m I = n . 

x .... 00 og X x .... 00 og X 
( 16) 

wo n > 1 ist. Es seien I. XI •.... XI natürliche Zahlen; hJ. sei ganz =f 0 
für À, = 1 •.•.• I mit 

. (17) 

Bezeichnet N = N (X
h 

I ... hXI ) die kleinste Zahl mit der Eigen­
I ' " I 

schaft. dass für jedes ganze w die Anzahl der ganzzahligen Systeme 
(XI' ...• XI. x'1 •.. . • x'1) mit 

I 

I h;'(f(x!. )-f(x'J. ))=w;Xj-= xJ.<2Xi. . X!. -= x'!. <2XJ. (À,=l, ...• n (18) 
J.=I 

höchstens gleich N ist. so gehört zu jedem positiven e eine nur von 
e. I und der Wahl der Funktion f abhängige positive Zahl C3 mit 

N(XI .. . xI) -= 1+' 1+ ' IÏÎ (1 + I h!.+IIXJ.+I). 
h h = C3XI ... X I , Ih IX n - 1 
I' .• I .=1 J.!. 
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Beweis : Wegen der Monotonie der Funktion f gibt es bei gegebenen 
w und XI höchstens ein einziges XI mit hl (f(xd -f(xI))=w, soda ss 

N ( ~I ) -=:: XI ist. ·· leh darf also / =- 2 und 

N(X2 ... XI ) -= X I +l < X I +!, IJ ( Ih )' +I I X ~\l ) 
h h - Ci 2 . .• I 1 + i h I X "-I 

2· •• I !,= 2 I !.!' 

annehmen. wobei Ci (desgl. Cs . C6. C7' Cg nachher) ei ne geeignet gewählte. 
nur von E. fund f abhängige positive Zahl bezeichnet. 

Aus (16) folgt 

. I I 

~ I h!. I (f(2X!,)-f(X!. )) -= cs ~ Ih!.I X;:+!' 
1=2 1=2 

I 

-=: X l' X l' ~ I h I X" = Cs 2 ,,· I !.!, 
!.= 2 

-= xi ' X i' I h I X" = C6 2 ·· · I 2 2 

wegen (i7). Für jedes System Xl . ... • XI. X/1 •.... X'I mit (18) ist somit 

-= X l' X l' I h I X" = C6 2· ·· I 2 2· 

Aus (16) und der Monotonie von f geht hervor. dass im Intervall 
Xt-=XI < 2XI 

ist. sodass bei gegebenen w. X2' ' . .. XI. X'I ' . ... XI die Anzahl der 
verschiedenen XI mit (18) höchstens 

ist. Bei gegebenen w. X2' .... XI . X2' ... . X'I ist folglich die Anzahl der 
Zahlpaare (XI' x.) mit (18) höchstens 
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sodass 

ist . 

Hilfssatz 7 : Ist I gan z ::::0- 1 und LI =- L 2 ::::O- • .• ::::0- LI ::::O- 1. so ist 

L: 
Ihl l < L I 

hl =l=o 

L: 
Ihl l< LI 

hl =1=0 

WO C9 (desgl. CIO nachher) nur van I abhängt. 

I - I 
Beweis: Das im Hilfssatz auftretende Produkt IJ kann als Summe 

).= 1 

von 21- 1 Gliedern der Gestalt 

geschrieben werden. 
(für s=O ist B=I). 

2,' 
IhIi<L I 
hl =1=0 

wo 0 -= s -= 1- 1. 1 -= ti < t2 < .. . < t, < list 
Man hat 

woraus Hilfssatz 7 folgt. 

Mathematics. - Zur Theorie der p~Relationen . Von R. WEITZENBÖCK. 

(Communicated at the meeting of March 28. 1936) . 

leh gebe im Nachstehenden einen besonders einfachen Beweis des 
Satzes von MERTENS. dass die quadratischen p~Relationen einen Modul 
für alle p~Relationen (ganzen rationalen Beziehungen zwischen Gd~ 

Koordinaten = Determinanten einer Matrix) bilden. Er beruht auf dem 
Induktionsschluss von d - 1 auf d. Bei d = 2 (Linienkoordinaten) lässt 
sich ein Satz von GORDAN aus der Theorie der binären Formen heran~ 
ziehen. der hier in vereinfachter Form bewiesen wird. 


