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dass die linearen Komposita v (y) die Eigenschaft € (U) besitzen. Ich
brauche also nur noch eine Folge ¢, (), »,(?), ... von Funktionen mit
der Eigenschaft & (U) anzugeben, die den drei in Satz 20 genannten Be-
dingungen geniigt. Fiir k=1 habe ich das schon im vorigen Hilfssatz
getan, da M fiir k=1 aus nur einer Funktion v, (y) mit der Eigenschaft
€ (U) besteht. Ich darf also k = 2 voraussetzen und eine aus Funktionen
mit der Eigenschaft & (u) bestehende Folge x; (y). 22 (7)., ... annehmen, die
die drei in Satz 20 genannten Eigenschaften besitzt, wenn darin )t durch
die Menge IM* der linearen Komposita u; v, (y) + ... + tr—1 wi—1(y)
ersetzt wird; hierin sind die k— 1 Koeflizienten =0 und besitzen eine
Summe gleich Eins. Um nun eine Folge ¢, (y), ¢, (7). . . . mit den verlangten
Eigenschaften anzugeben, brauche ich nur den Beweis von Satz 8 wértlich
zu wiederholen, wenn ich nur auf S. 816 (Z. 1 v u.) und 817 (Z.1v.0.)
die Worte ,stetiger monoton-nichtabnehmender Funktionen =0 und

=1" durch ,von Funktionen mit der Eigenschaft & (U)" ersetze.
Hiermit ist Satz 12 bewiesen.
Mathematics. — Ueber einige VINOGRADOFFsche Methoden. Von

J. G. vAN DER CORPUT. (Zweite Mitteilung).

(Communicated at the meeting of March 28, 1936).

In dieser zweiten Mitteilung leite ich mittels einer VINOGRADOFFschen
Methode einige Hilfssitze ab, die ich fiir den Beweis des Hauptsatzes
(Satz 4) der ersten Mitteilung ') brauche. Diese Methode stiitzt sich auf
die folgenden Gedanken.

Es sei H > 1 und es bezeichne

pw;H)= X aue?™"* mit ao,n=0
h—=—o0

eine goniometrische Reihe (oder ein goniometrisches Polynom), die im
1

Intervall f_ié w=1 einen Wert =1 besitzt (vergl. Hilfssatz 1): es
mogen [, Y, X;,..., X, natiirliche, a und g beliebige reelle Zahlen,
H,,...,H, beliebige Zahlen > 1 bezeichnen, und es seien die Funktionen

f(x) und g(x) fiir jedes ganze x>0 definiert. Um zu zeigen, dass es
wenigstens ein System ganzzahliger 4, x, y, z mit

1=1=1;, Xi=x<2X; =y<2Y

und
0<af()gly)—f—z< 7

1) . Siehe Proc. Royal Acad. Amsterdam, 39, 345, (1936).
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gibt, brauche ich nur zu zeigen, dass die Summe

2Y-1 2X,-1  2X; -1

2= 3 X ...2 olaflx)g)—p:H)...eaf(x)gy)—p:Hi) (10)

y=Y x =X, x =X

einen Absolutwert < Y X, ... X, besitzt; denn wenn das Ungleichungs-
system keine Losung hat, so ist nach Definition von ¢ jeder Faktor
plafa)gly)—p: Hi)=1(1=1=l),also 3 =Y X,...X,. Ich brauche
somit eine obere Schranke fiir | ¥ |, und um diese zu gewinnen, geniigt
es fiir jedes System ganzer nicht-verschwindender Zahlen h,..., h; eine
obere Schranke fiir den Absolutwert der Summe

Y1 2H-1 2%
S— > 3 ... 3 erwiagly)hfle)t...thflx))

y=Y m=X, x=2X
abzuleiten. Besonders erfreulich ist, dass Herr VINOGRADOFF mittels einer
verniiftigen originellen Methode eine hinreichend kleine obere Schranke
fir | S| gefunden hat. (Vergl. Hilfssatz 5). In dieser Schranke tritt die
kleinste (von h;,..., hi, X;,...,X: und der Wahl der Funktion f
abhingige) Zahl N auf mit der Eigenschaft, dass fiir jedes ganze w die
Anzahl der ganzzahligen Systeme x;,...,x;, &;,..., % mit

i
3 b (fle)— ) = w:
Xi=x1<2X, und X,=x:<2X) A=1,....)

hochstens N ist. Darum leite ich in Hilfssatz 6 eine obere Schranke
fir N ab. So finde ich fiir | 3| eine obere Schranke, die mir erméglicht,
Satz 4 zu beweisen.

Ich werde nicht nur Satz 4 herleiten, sondern sogar den folgenden
Satz, der etwas allgemeiner ist.

Satz 10: Voraussetzung A sei erfiillt'); zu der reellen rationalen

Zahl a gehore eine Folge irreduzibler Briiche £ mit unbeschrankt

7 ;
wachsenden Nennern und mit k a —g = Py wo 1 eine von q abhédngige
\

Zahl= 1 und < q bedeutet; jedemdieserBriiche% sei eine natiirliche Zahl

Y mit
—l—éliminf————bg Yélimsup ___logYé_l_ .o (1)
t T > logq ™ ame gt
og -
und
. log g (Y)
limsup—"5"=¢ . . . . . . . (12
i P
zugeordnet.

1) Der Leser findet diese Voraussetzung in der ersten Mitteilung auf S. 345.
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Bei geeignet nur von n, t, & und 3 abhdngigem positivem O gehért
alsdann zu jedem der Briiche P tnit hinreichend grossem Nenner und zu

jedem reellen f mindestens ein System ganzer Zahlen x, y, z mit

0<af(x)gly)—p—z<x*t7y7

t—1—9
Y=y<2Y; 1=x<2Y "% und liminflog:>0

q=—>00 lo

Der Spezialfall dieses Satzes mit r—1 ist mit Satz 4 der ersten
Mitteilung identisch.

Hilfssatz 1: Jedem positiven ¢ kann ein nur von ¢ abhdngigesc>0
zugeordnet werden mit der Eigenschaft, dass zu jedem H>1 ein
reelles goniometrisches Polynom

p(w; H)= P apgerthe . . . (13)
|h| = cHl+e

mit ao,n =0, | ann|=c und

=w=l1

pw; H)=1 im Intervall %

gehort.

Beweis: Es sei N die kleinste ganze Zahl 21——{—8, sodass N=2

und N=(N—1)(1 4 ¢) ist. Im Intervall 0=v =1 definiere ich eine bei
gegebenem ¢ eindeutig bestimmte IN-mal stetig differentiierbare reelle
Funktion v (v) mit

1
[w (v)dv=1 und p™ (0)=y® (1)=0 (»=0,...,N—1).

0

Die Funktion x (w, H) mit der Periode 1 und

twiH)=2—2Hvyp(Hw) im Intervall Oéwéé

=2 im Intervall IL-I< w<l,

besitzt eine Fourierentwicklung

1 (w; H) = > ay gy e?"ihw,

=—00
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Dabei ist

1
1

1 H
ao,H:f2dw—2wa(Hw)dw:Z—thp(v)dv:O
0 0 0

1

und

1 1
|ah,H|:’fl(w;H)e—2”’h"’dw‘éé clHdw-{—%fcl dw <c;;
0 0 1
H

hierin bezeichnet c; (desgl. c, nachher) eine geeignet gewéihlte, nur von

¢ abhingige Zahl.
Fiir h # 0 ist

N+1
- %h;—,v f Y™ (H w) 27 dio,
0

also
|anu| =c, HY | h |7V,

Wird nun ¢ so gross gewdhlt, dass

2
cac—N=1

N—1

¢g=c und 2¢c,c N+

ist, dann ist | an | =c und

I by app e ihe| =2 2 c, HNh—N
|h|>cH1+: h>cH1+:

<2c2HN(cH1+E)‘N+2fc2 HN u du
cH1+¢

<2ee N4 P o HY H N

<2cc N+ NE—I cy =V wegen N=(N—1)(14¢)

A

——ll
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sodass das im Hilfssatze durch die Formel (13) definierte goniometrische

Polynom ¢ (w; H) im Intervall L =w=1 einen Wert =2—1=1

H

besitzt. Hiermit ist Hilfssatz 1 bewiesen.

Hilfssatz 2: Es sei t===1, U>0, D ganz, a reell; p und q seien teiler-
p

T o
a—-=—|=—. Dann ist
q q

fremde ganze Zahlen (q >0) mit

D+q—1 1
3 Min (U, —)§6U1+2qlogq;

a=D (a V)

hierin ist Min (a, b) die kleinere der Zahlen a und b; (w) ist die Ent-

fernung von w zur nédchsten ganzen Zahl.

Beweis: Wird C=D + £ q oder D + 4 (q—1) gesetzt, je nachdem

q gerade oder ungerade ist, so ist | (v—C)|=+ q fiir jedes im Intervall
D=v=D + q—1 liegende v, also wegen a—g éq%

iav-—aC—%(v—C) g B|r—0 (14)
|

Durchlduft v das System D,D+41,...,D+q—1, so durchliuft
p(v—C), dapund q teilerfremd sind, ein vollstindiges Restsystem mod. q.
Bezeichnet r, den zwischen — % (excl) und 1 (incl.) gewéhlten Rest

modulo Eins von aC —I—g(v-—C), so bilden die Punkte rp,rp+i1,...,

1
rD+q—1 ein Aquidistantes System mit Entfernung < Die Anzahl der v

mit — %ér,,éz—t ist somit héchstens 6t und der Beitrag dieser v zu
D+q—1 5"[
der Summe X ist héchstens 6 Ur. Fiir alle v mit r, > 2 gilt wegen (14)
v=D

T
3 sodass der Beitrag dieser v hdchstens

die Ungleichung (av)=r, —
1

q
1 ‘du
T+ —|—...+T<qf7—qlogq
q g

q

-Q[u[__

ist. Genau so findet man dieselbe obere Schranke fiir den Beitrag der v

5
mit r, < — -—, womit Hilfssatz 2 bewiesen ist.

2q
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Hilfssatz 3: Ist t=1, G ganz >0, U >0, a reell und bezeichnen

-

r
p und q teilerfremde ganze Zahlen (q > 0) mit "a—g :Z;-z. so ist
G 1
3 Min (U, w) =Q2+q'G)(6UT+ 2qlog q).
v=1

Beweis: Ist H= [gq——l:| so ist H< 1+ q~!'G. Ich wende nun den

vorigen Hilfssatz H + 1 mal an, nadmlich mit D—=1,q+1,..., Hqg+ 1.
Addition der entstehenden Ungleichungen liefert Hilfssatz 3.

Hilfssatz 4: Sind F und G natiirliche Zahlen, ist v=1 und ist

-
_—_ 2

der reellen Zahl a ein irreduzibler Bruch g mit q >0 und )a—g p

zugeordnet, so ist

G
3| = e?riwvw | = (24 q~1 G) (6 Fr + 2q log q).

v=1 |w|=}(F—1)

Beweis: Fiir jedes nicht-ganze av ist

e27n'n(vw| é 2 == 1

lw|=<}(F—1) |sinmav| — (av)’
wo (z) die Entfernung von z zur nichsten ganzen Zahl bezeichnet. Es
ist somit

G

G 1
=z | 3 e2miere | = 3 Min (F, ——)

=1 |w| =<} (F—1) =1 (@v)

=@2+4+q'G)(6 Fr+ 2qlogq)

nach dem vorigen Hilfssatz.

Hilfssatz 5: Es mégen I, Y, Xj,..., X natiirliche Zahlen bezeichnen;
es sei h,#0 ganz fir A=1,..... .1 fiir jedes ganze x>0 seien f(x)
und g (x) definiert, ganzwertig und monoton-wachsend.

Fiir jedes ganze w sei die Anzahl der ganzzahligen Systeme
Xis s s Xl le, ..... x’l mit

1

;glhz (Fla)—Ff) =w:; Xi=xu<2X; XKi=x1<2X) (A=1,....])
héchstens gleich der von w unabhingigen Zahl N fir jedes positive
ganze v sei die Anzahl der positiven ganzzahligen Zahlpaare y und
y' mit g(y)— g(y’)=v héchstens gleich Cv', wo C und ¢ positive
von v unabhédngige Zahlen bedeuten.



500

Wird schliesslich der reellen Zahl a noch ein irreduzibler Bruch Ep mit

7
q>0und|a —g—'é? zugeordnet (t=1), so hat die Summe
2Y-1 2X,-1 2X;—1
S= > 3 ... 3 emgl)uflc)t...+hflx)
y=Y x=X, x1 =X

einen Absolutwert
ISI=Y!N!Ft+3CtY G N Fi(14q! G)t (Fr+qlogq)t;
hierin ist

F=1+2 X |h|(f(2X:)— (X)) und G=g(2Y)—g(Y).

Beweis: Nach der CAuCHYschen Ungleichung ist

2Y—-1 |2X,—1 2X;-1]2
SP=Y > ... 3
y=Y 0 =X X=X
2Y-1 2X—1 2X,—1 2%, -1 2X,—1
=Y = S swe w Sz ... 3 e¥aglw
y=Y =X x=X; x=X X=X

i=1
ist. Folglich ist
2X,-1 2% -1 2X,-1 2X,-1 2Y-1
ISP=Y = ... X X ... X | Z einalie],
xH=X =X =X =X  y=Y
also
2v-1
|ISP=YN P | 3 e¥ivew| . . . . (15)

lw|=4(F—1) =Y

Hierin nimmt w hochstens F verschiedene Werte an, sodass nach der
CaucHyschen Ungleichung

2Y-1 2Y-1
> l 2' e2niag(y)wl}2§F 2‘ | > eZﬂio(g(y)w 2

|lw|=4%(F—1) y=Y |w|=<4(F-1) s=Y
2Y-1 2Y-1

=F = > 3 einkb-aw)e
|lw| =4 (F—1) y=Y y'=Y

2Y-1 2Y-1
=Fz | > el ialgy)—gly))w
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ist. Hierin ist

2¥—-1 2¥-1 2¥-% 2Y—l 2Y-1 2Y-1 2Y-1 2Y-1

y=Y y' =Y y=Y y’=Y y=Y y'=Y y=Y y'=Y
y=y' y<y’ y>y

mit |[S,|=Y F und

g2Y)—g(Y)
!Sz|=‘s3|§ 4 Cvs' 2 eZ”iuuw
= |w|=4$(F-1)
G
=006 3 | 5 e2ricow |

=1 |w|=4(F-1)
=CG'(24+q'G)(6Fr+2qlogq) nach Hilfssatz 4
<3 CG (1+q'G)(Fr+qlogq)
Folglich ist
271

g X ‘ > CZHiugly)w‘;% &
|w| <4 (F—1) y=Y

Y!Ft+ 3FtCt Gt (1 4+ q7! G)t (Fr + qlog q)t,
sodass die Behauptung aus (15) folgt.

Hilfssatz 6: Es sei f(x) fiir jedes positive ganze x definiert,
ganzwertig und monoton-wachsend mit
log (f(x+1)—f(x)) —1, (16)

lim log (£(2 )—fg)):n und lim inf =n

o log x 65 log x

wo n>1 ist. Es seien I, X, ..., X, natiirliche Zahlen: h; sei ganz #0
fir 1=1,.,.,1 mit

|y | Xl | R 20 X, . . . . U7

X, ... X
hy...h
schaft, dass fiir jedes ganze w die Anzahl der ganzzahligen Systeme
(%yseee,x, Xyy..., X)) mit

Bezeichnet N :N( ) die kleinste Zahl mit der Eigen-

Ell o (Floc) — fa) =w: X = < 2.0, Xo=xh <2 X, (1=1,...] (18)

héchstens gleich N ist, so gehért zu jedem positiven ¢ eine nur von
&, | und der Wahl der Funktion f abhédngige positive Zahl c; mit

Xy 00Xy =1 |’U.+1|X;+1)
N( )_._ ’;’1+ ( N St e ot
hy... h Cs t : A:l L fh;[X[_
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Beweis: Wegen der Monotonie der Funktion f gibt es bei gegebenen
w und x; hdchstens ein einziges x; mit h, (f(x;) — f(x;)) =w, sodass

N(X‘)sxl ist.  Ich darf also [=2 und

h,
xz.'.xl 1= z -1 'h/\ ’XZ 1
N = X5t X1t II(I —“——*)
(hz...hl)_64 2 ! =2 + Ehile_l

annehmen, wobei c; (desgl. cs, s, c7, cs nachher) eine geeignet gewdhlte,
nur von ¢, [ und f abhédngige positive Zahl bezeichnet.

Aus (16) folgt

}.ézl h | (F(2 X0)—F(Xh) = cs Z{ZI hi.|XZ+%£

}\Z
= 1 l
=c X1 ... XI" 2 | X]

=c X5 ... X' | hy| X3
wegen (17). Fiir jedes System x,.,.,x:, xy,..., X mit (18) ist somit

[y () —F) —w | = 3 |l (F2X0)—F(X0)

= X3 ... XF|h | X5

Aus (16) und der Monotonie von f geht hervor, dass im Intervall
X] == X < 2Xl

e[ (Flo + ) — ) = | by | XTTHH

ist, sodass bei gegebenen w, x,,...,x;, x/,...,x die Anzahl der
verschiedenen x; mit (18) héchstens

2¢5 1r4. . Lha| X3 : ( |h2|X§)
14 2% x1: | xs =, xit (1 4
C7 1 ] ’h1|X1—1:(:8X1 ...X[ |hl|X,1-|_1

ist. Bei gegebenen w, x,,..., X, X5,...,x ist folglich die Anzahl der
Zahlpaare (x;,x;) mit (18) hochstens

1B | X3 )

xtrex (14 B
1
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sodass
Xy o w5X1 |h|X") (Xz...X,)
o 1+4: Yi= iz 2 2
N(hl....h,>=‘38X'+ AL el (1+|hl[X"“ N
’ h X
o (1
ist.

Hilfssatz 7: Ist | ganz =1 und L, =L, =.., =L/ =1, so ist

17
x ..z (1+"“*1' )zchl...L,,
|| =L, \h1]<L1 =1 | ha |
h1:[:0 [:.':0

wo ¢y (desgl. ¢,o nachher) nur von [ abhéngt.

fs]
Beweis: Das im Hilfssatz auftretende Produkt AU kann als Summe
=1

von 2/~ Gliedern der Gestalt

“'l'i:',+l|i |h12+1‘§...[h¢s+1|¥

B="ThT [he [E. L The, [

geschrieben werden, wo 0=s=[1—1, 1=, <7, <,.. <5<l ist
(fir s=0 ist B—=1). Man hat

EX
F .o & B=euly..L ’”—%
|hl’§Ll |hli§Ll LTl v L:s
hy <=0 hi =0

écloLl. ..LI,

woraus Hilfssatz 7 folgt.

Mathematics. — Zur Theorie der p-Relationen. Von R. WEITZENBOCK.

(Communicated at the meeting of March 28, 1936).

Ich gebe im Nachstehenden einen besonders einfachen Beweis des
Satzes von MERTENS, dass die quadratischen p-Relationen einen Modul
fir alle p-Relationen (ganzen rationalen Beziehungen zwischen Gy~
Koordinaten — Determinanten einer Matrix) bilden. Er beruht auf dem
Induktionsschluss von d—1 auf d. Bei d =2 (Linienkoordinaten) lasst
sich ein Satz von GORDAN aus der Theorie der biniren Formen heran-
ziehen, der hier in vereinfachter Form bewiesen wird.



