Mathematics. — Verteilungsfunktionen. Von ]J. G. vAN DER CORPUT.
(Achtste Mitteilung).

(Communicated at the meeting of April 25, 1936).

Letzte Anwendung der hinreichenden Bedingung.

In dieser letzten Mitteilung ') wende ich die in der vierten Mitteilung
vorkommende hinreichende Bedingung an, um den in der Einleitung
(S. 819) formulierten Satz 13 zu beweisen.

Hilfssatz 14: 1. Ist( beliebig, und enthélt das offene Intervall (—o0, ()
wenigstens einen Haufungspunkt einer Folge U, so gibt es in diesem offenen
Intervall eine monoton-nichtabnehmende Funktion H(y) =H (y;—cc,{)
die iiberall ausserhalb t (U) nach rechts, iiberall ausserhalb [(U)
nach links stetig ist, mit lim H(y) =0 und H({ — ) =1, und mit der

y—>—o
Eigenschaft, dass [iir jedes im offenen Intervall (— o0, () liegende Zahl-
paar a und § mit H(a) < H(B) die Folge U unendlich viele Zahlen u mit
a < u<<p enthilt.

2. Ist n beliebig, und enthilt das offene Intervall (7, ) wenigstens
einen Haufungspunkt einer Folge U, so gibt es in diesem offenen Intervall
eine monoton-nichtabnehmende Funktion H(y) =H((y; 7, «), die iiberall
ausserhalb v (U) nach rechts, iiberall ausserhalb | (U) nach links stetig ist,
mit H(n + ) =0 und lim H(y) =1, und mit der Eigenschaft, dass [iir

y—>oo
jedes im offenen Intervall (7, «) liegende Zahlpaar o und f mit
H(a) < H(B) die Folge U unendlich viele Zahlen u mit a < u < f§ enthlt.

Beweis: Aus dem in der vorigen Mitteilung (S. 489) vorkommenden
Hilfssatz 12 leitet man den obigen Hilfssatz ab durch eine stetige mono-
tone Transformation, die  in — oo iiberfithrt und ¢ invariant lasst, oder
invariant lasst und ¢ in + oo iiberfiihrt.

Beweis von Satz 13.

Schritt I. Definition des Systems I;. Die Haufungspunkte ;+/ von U,
denen ein g >;+/ zugeordnet werden kann von der Art dass das offene

Intervall (;, B) keinen Haufungspunkt von U enthilt, bilden eine héchstens

1) Die vorigen Mitteilungen kommen vor in diesen Proceedings 38, 813—821, 1058 —1066
(1935); 39, 10—19, 19—26, 149153, 339344, 489—494 (1936),
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abzihlbare Menge, da diese Intervalle (;t p) keine inneren Punkte ge-
meinsam haben. Gleichfalls bilden die H&aufungspunkte 7 von U, denen
ein a <y zugeordnet werden kann von der Art dass das offene Intervall
(a,7) keinen Hé&ufungspunkt von U enthilt, eine hdchstens abzihlbare
Menge. Es gibt somit eine (eventuell leere) héchstens abzihlbare Menge

01,05, ..., die alle Punkte ;, alle Punkte y und keine andern Punkte
enthilt.

Jedem ganzen k>0 ordne ich ein System
I: —00 =y <P <. V< Pep1 =00

mit den folgenden Eigenschaften zu:

1. Jeder der Punkte y,,..., y: ist ein Haufungspunkt von U.

2. Ist die Menge der Haufungspunkte von U nach unten beschrénkt,
so ist die untere Grenze dieser Menge wiederum ein Hiufungspunkt von
U; ich nehme an, dass y, dann diese untere Grenze ist. Ist die Menge
der Hé&ufungspunkte von U nach unten unbeschrédnkt, so sei =2 und
g2 —k.

3. Ist die Menge der Haufungspunkte von U nach oben beschrinkt,
so sei y; die obere Grenze dieser Menge; sonst sei t=2 und y.—1 > k.

4. I} enthilt jeden etwaigen Punkt 8, mit 1 = x =k, jeden etwaigen
Punkt y mit

1
e H—e>4. - . . - . . (119
und auch jeden etwaigen Punkt y mit
1
Do H—PG—) >4 - . . . . . (120

(da @ (y) und @ (y) die Eigenschaft € () besitzen, ist jeder Punkt y mit
(119) bezw. (120) ein Haufungspunkt von U).
5. Jedes Intervall (y:,y:+1) (1=t:1=¢—1), das in seinem Innern

. 1
wenigstens einen Haufungspunkt von U enthilt, hat eine Linge < x

6. Ist k=2, so ist Ix_; ein Teilsystem von I%.

Es ist stets moglich dafiic zu sorgen, dass diese Bedingungen erfiillt
sind, da man nur geeignet gewihlte Haufungspunkte von U in I} auf-
zunehmen braucht.

Schritt II. Definition der Zahlen #,,...,7:. Es sei T die Menge der
Funktionen v (y) mit der Eigenschaft € (U) und ¢ (y)=v (y) = P(y). Jeder
zu MM gehdrigen Funktion v (y) und jedem ganzen k>0 ordne ich fol-
gendermassen die Zahlen 7. (r=1,...,t) zu: Ist y. ein Haufungspunkt
von U nach beiden Seiten, und enthilt das offene Intervall (yr_1, yz+1)

1
mindestens ein y mit v (y +) —y (y —) > &+ SO sei 7 der in diesem
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offenen Intervall liegende Punkt y, wofiir y(y +)— v (y —) moglichst
gross ist; gibt es mehrere solcher y, so wihle ich den im betrachteten
offenen Intervall méglichst weit rechts liegenden Punkt y mit dieser Eigen-
schaft. In allen anderen Fille wihle ich 9. =y-.

Schritt III. Eigenschaften der Zahlen #,,...,7:.

1. Bsist p: =041 (z=1,...,t—1).

2. Enthélt ein offenes Intervall (y-, y-+1) (1 =7 = () keinen Héufungs-
punkt von U, so ist - =y.. Enthilt ein offenes Intervall (y:, y-41)
(0 =1=+¢—1) keinen Haufungspunkt von U, so ist yr41 =7c41.

3. Man hat
1 1
yf——~k—<1),(r:2,..,t)und?7¢<77+—k— r=1,...61);

die erste Ungleichung gilt auch fiir t=1, falls y, > —k ist; ebenso die
letzte fiir t=¢, y.y <k ist.

Beweis: 1. Gilte 9- > -4, so wire yr < z41 < 7r < y=41; dann wire
7: und auch ;41 ein Punkt im offenen Intervall (y:,y:4+1), wo
w(+)—w(y—) moglichst gross ist. und dann wire #.41 nicht der
Punkt mit dieser Eigenschaft, der mdglichst weit rechts liegt.

2. Die Funktion w(y) besitzt die Eigenschaft € (U), ist somit im
offenen Intervall (y-, y-1+1) konstant, sodass 7. = y-, bezw. 7:41 = y=41 ist.

3. Ist yy <k, so besitzt U nach Schritt I3 keinen Haufungspunkt
> 7:, so dass die die Eigenschaft € (IJ) besitzende Funktion v (y) im offenen
Intervall (y., o) konstant, also stetig ist, woraus nach der in Schritt II
gegebenen Definition folgt .= y;. Ist y, > —k, so findet man auf die-
selbe Weise 5, = y,.

Die in III 3 zu beweisenden Ungleichungen sind evident fiir jedes  mit
e =7y Ist y: <= (1 =v=+¢— 1), so enthilt das offene Intervall (y:, y-4+1)
nach 2. wenigstens einen H&ufungspunkt von U, sodass dieses Intervall

1
nach Schritt [ 5 eine Linge < 11 besitzt, woraus folgt - <p-+1<p-+--
k k

1
Ist 9 < y:, so findet man in derselben Weise 7: > y-_; > y- — s womit

die Behauptung von Schritt III 3 bewiesen ist.

Schritt IV. Jeder zu M gehorigen Funktion v (y) und jedem ganzen
k>0 werden folgendermassen 3¢t + 2 Zahlen C,, A, B:, C:, A
zugeordnet. Es werde die ganze Zahl k B: (1 = v =) durch die ,,Hauptun-
gleichung”

pl@ () D(r=)wn:) =B: < ulp(ye) @ (y) v (n:) + % . (121)

Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXIX, 1936. 38
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festgelegt; hierin ist

u(wv,w)=u falls v =u =w und auch falls w=u =v,
=v , wWw=v=u , 5 y U=v =w,
=w , 1t =w=v , ” w V=w=u.

Gehért - (1=7=+) zu [(U) und enthilt das offene Intervall (y-—_i, 77)
keinen H&ufungspunkt von U, so hat die die Eigenschaft € (U) besitzende
Funktion v (y) in diesem offenen Intervall einen konstanten Wert j._i;
die ganze Zahl k A. werde dann durch

. . 1
]r—léAr <_]~,-__1 +T' s W m @ @ (122)

festgelegt. In allen andren Fillen sei A: = B:.

Gehort y- (1=7v=1¢) zu v (U) und enthilt das offene Intervall (yz, y=+1)
keinen Haufungspunkt von U, so hat v (y) in diesem offenen Intervall
einen konstanten Wert j.; die ganze Zahl k C: werde dann durch

1

PEC< gt - o oo . (129

festgelegt. In allen andren Fillen sei C. = B:.
Die ganzen Zahlen k C, und k A werden durch

. . 1
lim y())=Cy < lim w(y)-i—?
y=—>—oo y—>—oo

(124)

1
und lim y ()= A1 < lim W(Y)"‘T
Y =3 00 Y =2 00

definiert.

Schritt V. Eigenschaften der Zahlen C,, A:, B:, C:, Aiy;. Man hat

1. B: =B-4 (1I=r=¢-1);
2. A.=B.=C: 1=r=9:
3. CTE“AT-}-] (Oétét);

4. Enthilt das offene Intervall (y-, 7-4+1) (0 = 7 =) keinen Haufungs-
punkt von U, so ist C: = A:4i.

Beweis: 1. Nach Schritt III 1 ist 5 =#.41, sodass wegen y- < pr41
und der Monotomie der Funktionen ¢(y), @(y) und 1w (y) aus der
Hauptungleichung (121) folgt B: = B:4;.

2. Beim Beweis von A:= B: brauche ich nur den Fall zu unter-
suchen, dass y- zu [ (U) gehort und das offene Intervall (y.—i, 7-) keinen
Hiufungspunkt von U enthdlt, da sonst nach der im vorigen Schritt
gegebenen Definition A:= B: ist. Nach Schritt III 2 (mit t —1 statt
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angewendet) ist dann y. =7#:, also wegen (122)

A <joat = v )+ =) B0 v ) +

=41 p (7o), @ (=), 1)) + = Be

wegen der Hauptungleichung (121). Da k A: und k B: ganz sind, folgt
hieraus A: = B.. Analog beweist man B:= C..

3. Die Hauptungleichung, mit = 1 angewendet, liefert wegen
()= 2P ()

B, = Min (v (71), w (1)) éy_lirg&w (7)-

Ist A; =B, so ist also
A= lim w@), . . . « . . . (125

y—>— o
und sonst gilt (122) mit v =1, sodass auch dann (125) gilt. Aus (124)
folgt nun Cy < A, -}—%, also (da kC, und kA, ganz sind) C,=A,.

Analog beweist man C,= A;;1.

Ich brauche jetzt nur noch die Ungleichung C: =A-4; (1=1=¢—1)
zu beweisen. Ist B: < C:, so gehort nach der in Schritt IV gegebenen
Definition y: zu t(U), enthdlt das offene Intervall (y:,y:41) keinen
Hé&ufungspunkt von U, und. gilt (123); nach Schritt III2 ist dann
7T +1 ; Nr 41, also

1 1
C- <fr+T§'P(}’r+1)+7

(P (z1)s @ (es1) ¥ (re41)) + %

I

1 1
=p(@@ae1), P @er1) v (=41) + —k_ =B:-11+ *
wegen der Hauptungleichung. Folglich ist entweder
B:=C: oder C:< B:y1+ -Il?

Analog findet man

A:.;1=B:;1 oder B: < AT+1+%.

Wegen B: = B:; (Schritt V 1) findet man in drei der vier méglichen
Fillen unmittelbar
1

C‘!‘<A'+l+?; (126)

38*
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im vierten iibrigbleibenden Fall ist B: << C: und A:4+; < B:41, sodass
dann (123) (mit t=17) {und (122) (mit z 4 1 statt 7) gilt, sodass auch in
diesem Falle Ungleichung (126) erfiillt ist. Diese Ungleichung liefert, da
kC: und k A:;, ganz sind, C: = A-,;.

4. Das offene Intervall (y:, yz41) (0=1=t) enthalte keinen H&ufungs-
punkt von U.

Gehért y- zu v(U), so gilt (123), d.h. man hat j: =C:. Gehért p- nicht
zu v(U), so ist y- kein Haufungspunkt nach rechts von U, sodass nach
der in Schritt II gegebenen Definition 7. = y., folglich wegen der
Hauptungleichung '

C:=B:=ulpy=), @@r<) w(n:))=vw (y=)=}j-

ist; denn U enthélt hier hochstens unendlich viele Zahlen u mit
y: =u < y:+41, sodass die die Eigenschaft € () besitzende Funktion y (y
in diesem Intervall den konstanten Wert j. = vy (y-) besitzt.

Folglich gilt stets j: = C.. Analog beweist man A1 < j: —I—%, also

A1 <C: + % Hieraus folgt. da kA-+; und k C: ganzsind, A- 1 =C-;

nach Schritt V 3 ist C: = A- 41, also C: = A4

Schritt VI. Jeder Funktion v (y) von MM und jedem ganzen k>0
ordne ich folgendermassen eine Funktion x(y) zu:
Es sei

x(7:)=B- (t=12,..,0. . . . . . (127)

Enthélt das offene Intervall (y-, y-4+1) (0 =7t =1t) keinen Haufungspunkt
von U, so ist C.= A-;; nach Schritt V 4, und dann setze ich x(y) in
diesem offenen Intervall gleich C:. Enthalt das offene Intervall (y-, y-+1)
(0 =7 = £) mindestens einen Haufungspunkt von U, so setze ich in diesem
offenen Intervall

X(}’):CT+(AT+1—C7) H(}’;}’fy }"r+1). . e . (128)

wo H (y;7,¢) die in den Hilfssdtzen 12 (vorige Mitteilung, S. 489) und
14 eingefiihrten Funktion bezeichnet.

Die so iiberall definierte Funktion x(y) ist monoton-nichtabnehmend,
=0, =1, ausserhalb tr (U) nach rechts, ausserhalb [ () nach links stetig.

Beweis: Da x(y) in jedem offenen Intervall (y:, y:+1) (0 =7 =¢) mo-
noton-nichtabnehmend ist, und nach Schritt V 2

1) =A =) =B =y (- +)=C- (1=r=1 (129
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ist, ist x (y) iiberall monoton-nichtabnehmend. Dabei ist wegen (124)

lim y()=Cy=0 und Ulim y(»)=An =1, . (130)
y—>—oo y—>o
also 0=y (»=1.

Liegt ein Unstetigkeitspunkt y von (y) in einem offenen Intervall (7=, yz+1 .
so ist H (y; y=, y=41) dort unstetig, sodass y dann nach den Hilfssétzen
12 und 14 zu v (U) oder | (U) gehoért, je nachdem % (y) nach rechts oder
links unstetig ist. Ist x (y) in einem Punkt y: nach links (rechts) unstetig,
so ist wegen (129) A- < B: (bezw. B: < C:), sodass y- nach Schritt IV
zu [(U) (bezw. t (U)) gehort. Folglich ist x(y) ausserhalb t (U) nach
rechts, ausserhalb [(U) nach links stetig.

Schritt VII. Fiir jedes Zahlpaar a und 8 mit y (a) < x (6) enthilt die
Folge U unendlich viele Zahlen u mit a= u < g.

Beweis : Ich darf voraussetzen, dass a nicht zu v () und f# nicht zu
[(U) gehort, da sonst die Behauptung evident ist. Ohne Beschrénkung
der Allgemeinheit kann ich annehmen, dass « und f einemselben abge-
schlossenen Intervall (y-, y=11) (0 =7 =1) angehdren, da ich sonst nur
das Intervall (a, f) in Teilintervalle zu zerlegen brauche. Da a nicht zu
v(U) und B nicht zu ((U) gehoren, ist x (7) in a nach rechts, in 8 nach
links stetig, sodass bei geeignet zwischen a und f gewéhlten a’ und f’
die Ungleichung x(a’) <z (#) gilt. Die Zahlen o’ und #’ liegen dann im
offenen Intervall (y-, y-41) und (128) gilt fiir y =a’ und fiir y = f§’, sodass

H(a; yz, yza1) < H(B'5 =, = 41)

ist. Nach den Hilfssdtzen 12 und 14 enthilt U dann unendlich viele
Zahlen u mit a =u < B.

Schritt VIII: Die Funktion x (y) besitzt die Eigenschaft & (U).

Bewvis : Fiir jede Zahl @ mit x(a) <1 enthdlt U unendlich viele
Zahlen = a. Denn ist lim z(y) =1, so ist x(a) < z (8) bei geeignet ge-

= o
wéhltem B, sodass U dann nach dem vorigen Schritt unendlich viele
Zahlen u mit a =u < B, also mit u = a enthilt; sonst ist

A= lim x(y) <1,

y—>00

sodass wegen (124) v (y) fiir jedes y, insbesondre fiir y = a einen Wert
<1 besitzt, woraus folgt (da v (y) die Eigenschaft € (U) besitzt) dass U
unendlich viele Zahlen = a enthiilt.

Analog zeigt man fiir jedes 8 mit x(8) >0, dass U unendlich viele
Zahlen < enthalt. Mit Riicksicht auf den vorigen Schritt folgt hieraus,
dass die monoton-nichtabnehmende Funktion x (y), die =0 und =1 ist,
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die Eigenschaft € (U), also nach der Behauptung von Schritt VI die
Eigenschaft & (L) besitzt.

Schritt 1X: Enthilt das offene Intervall (y-,7:+1) (0=t=+t) keinen
Haufungspunkt von U, so ist fiir jedes diesem offenen Intervall angehérige y

w(y)éx(7)<w(y)+%-

Beweis: Nach Schritt VI ist
x(y):C'r:A-r+1. e e e e e e (131)

Ich behandle zunichst den Fall mit v # 0. Gehért y- zu t(U), so gilt
(123), also die Behauptung. Gehért y: nicht zu t(U), so ist nach den
in den Schritten II und IV gegebenen Definitionen #. = y: und C: = B,
sodass aus der Hauptungleichung (121) folgt

v (r:)=B-= r<w(7=)+%:

da U nur hochstens endlich viele Zahlen u mit y: = u < y-41 enthdlt
und vy (y) die Eigenschaft €(U) besitzt, hat vy (y) im betrachteten Intervall
den konstanten Wert v (y:), sodass auch dann die Behauptung aus (131)
hervorgeht.

Der Fall mit =0 bleibt noch iibrig. Gehort y, zu [ (U), so gilt(122)
mit t=1, also wegen (131) die Behauptung mit r=0. Gehort y, nicht
zu [(U), so ist 5, =y, und A, = B,, also nach der Hauptungleichung
(mit 7=1 angewendet)

1
W(71)§A1:Bl<#’(71)+7c"'
sodass auch dann die Behauptung mit =0 gilt, da w(y) jetzt im
Intervall y =y, den konstanten Wert vy (y,) besitzt.

Schritt X: In Schritt IV ist jeder zu I gehdrigen Funktion v (y) und
jedem ganzen k>0 ein System S—= (kC,, kA, kB, kC,.....kC, kA1)
zugeordnet. Die Zahlen dieses Systems sind ganz =0 und =k, sodass
bei gegebenem k die Anzahl der verschiedenen Systeme S endlich ist.
Bei gegebenem k ist, wie ich in Schritt VI angegeben habe, die Funktion
2 () durch S eindeutig bestimmt. Ich kann also alle verschiedene Funk-
tionen x (y) in eine Folge

Q: @y (v), @ (7)s - -«

anordnen. Jede zu I gehorige Funktion v (y) und jedes ganze k>0
haben dann die Eigenschaft, dass die dieser Funktion v (y) und diesem k
zugeordnete Funktiop % (y) in 2 vorkommt, und umgekehrt gibt es zu
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jedem ganzen n >0 ein (mit n unbeschrinkt wachsendes) k und eine zu
M gehdrige Funktion v (y), von der Art, dass w, (y) =y (y) die dieser
Funktion vy (y) und diesem k zugeordnet ist.
Nach Schritt VIII besitzt jede in £ vorkommende Funktion die
Eigenschaft & (U).
Ich behaupte nun fiir jedes ¢
Iini;'nf 0, )= @ (l) und limsup w, ({) = D ({).

n=—> 0o

Beweis: Ich unterscheide verschiedene Fille.

1. Bei geeignet gewdhltem K kommt { in I'x vor. Bei hinreichend
grossem n ist dann k=K, und kommt { nach Schritt 16 in I} vor.
Ich setze L =y-. Da u(p (7<), D (). v (7:)) = @ (y) und = D (y-) ist, und B-
wegen (127) den Wert y (y:) = w, ({) hat, geht die Hauptungleichung (121)
iiber in @ ({) = w, ({) < @ (0) +%, woraus die Behauptung folgt.

2. Der Punkt ¢ kommt in keinem der Systeme I3, I, ... vor. Bei
geeignet gewihltem v (0=17=+¢) ist dann y: < ¢ <p:41.

2,1. Es sei { ein H&ufungspunkt von U. Bei hinreichend grossem
n ist —k<{<k. Ich behaupte v#0. Denn wire r=0, so wire
— k <{<y; nach Schritt 12 wire y, dann die untere Schranke der
Menge der Héaufungspunkte von U, in Widerspruch zu der Annahme,
dass der Punkt { <y, ein Haufungspunkt von U ist. Analog zeigt man
14t also 1=v=t¢t—1. Das offene Intervall (y-, y-+1) enthilt den

Haufungspunkt { von U, hat somit nach Schritt 15 eine Linge <%.

Die Funktionen ¢ (y) und @ (y) sind in { stetig, da { sonst nach Schritt
I4 in wenigstens einem der Systeme I, [3,... vorkommen wiirde.
Folglich streben ¢ (7<) und @ (y-41) bei unbeschrinkt wachsendem n nach
@ (£), bezw. @ ({). Aus der Hauptungleichung folgt einerseits

Wn () = 0 (P=41) =1 (y=+1)

= 1 (enr). D Gear)w b)) +
= B (pey) + o+
= &y =
andrerseits
0y (£) = wa (y=) =1 (72)

=p(@(re) @(r:)w () = @ (7<),

woraus die Behauptung hervorgeht.

2,2. Es sei( kein Haufungspunkt von U. Es sei (a, ) das grosste den
Punkt ¢ aber keinen Haufungspunkt von U in seinem Innern enthaltende
Intervall. Ist a, bezw. p endlich, so ist a, bezw. f ein Haufungspunkt
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von U, der nach Schritt I in der Menge 9,.9,,,.., also nach Schritt 4
bei hinreichend grossem n in I vorkommt. Folglich sind a und f§ stets
zwei konsekutive Punkte von I, da zwischen a und f kein Haufungspunkt
von U liegt. Nach Schritt IX ist dann

w@éz@<wm+%u.... .. (132)

also

1

PO=rO=0.O0<vO+L =20+

x| —

woraus die Behauptung hervorgeht.

Schritt XI: Jede zu I gehorige Funktion v (y) ist eine Grenzfunktion
von £.

Beweis: Fiir jedes { werde ich zeigen
2@)—=>w(©) fiir k—oo.

Ich wihle k so gross, dass — k< ¢ <k ist. Ich darf annehmen, dass
¢ ein Haufungspunkt von U ist, da ich sonst genau wie in Schritt X 2, 2
die Ungleichung (132) finde, woraus die Behauptung unmittelbar her-
vorgeht. Ich unterscheide zwei verschiedene Fille.

1. Bei geeignet gewéhltem K kommt { in Ik vor. Bei hinreichend
grossem k ist k= K und kommt { nach Schritt 16 in I} vor. Ich setze
C = Y=.

Die Ungleichung y:—%<’7:. die falls 2 =17 =¢ ist, unmittelbar aus
Schritt III3 folgt, gilt auch falls t=1 ist, da dann — k<<l <y, ist.
Die Ungleichung . <y- + % geht, falls 1=7= ¢—1 ist, aus Schritt III 3

hervor und ist auch falls r—=1¢ ist erfiillt, da dann y._; <<{ <k ist.
Folglich ist

1 1
o <<yt - e .. . (139)

1,1. Es sei y(y) in { unstetig. Bei hinreichend grossem k ist im offenen

Intervall (C — % .+ —,t—) fiir jedes y # ¢

v —v ) <vlH—vw(l).
Mit Riicksicht auf (133) folgt aus der in Schritt II gegebenen Defini-
1
tion 7- ={, sodass die Hauptungleichung iibergeht in v (0)=yx({)<w({) + o

woraus die Behauptung hervorgeht.
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1,2, Es sei y(y) in { stetig. Sei ¢ > 0. Bei hinreichend grossem k ist

py(Q)—e<yp)<w(@)+e im Intervall C—%<7<C+%.

also wegen (133)
v(O)—e<y(n)<w()+e
sodass die Hauptungleichung liefert

YO —e<2O)<w)+et .

Auch jetzt folgt die Behauptung.

2. Der Punkt { komme in keinem der Systeme I3, I, ..., vor. Bei
geeignet gewdhltem v ist y: < ¢ <ypr4. Wire 1 =0, bezw. 1 =1, so wére
— k <L <y, bezw. y,_y < ¢ <k, sodass dann nach Schritt 12 bezw. 3
7, der meist links, bezw. y; der meist rechts liegende Haufungspunkt von
U wire, in Widerspruch zu ¢ < y,, bezw. {>7y.. Folglichist 1=1=¢t—1,
Genau wie ich oben aus Schritt III 3 Formel (133) hergeleitet habe,
finde ich hier

1 1 1 1
7:—-k*<777<}’:+7 und 7:+1—‘T<771+x< 77+1+'I—c‘-

Das Intervall (y:, y-41), das in seinem Innern den Haufungspunkt ¢

von U enthilt, hat nach Schritt 15 eine Linge < % sodass

2
e <y <per <Ehpound L2 <= <t+ (139

ist.
Sei ¢ > 0. Nach Schritt 14 sind ¢ (y) und @ (y) in { stetig, sodasz fiir
hinreichend grosses k

D) >P)—e=w()—eund @(r=4) <) +e=w )+ (135)

ist.
2,1. Essei w(y) in ¢ unstetig. Bei hinreichend grossem k ist im offenen

Intervall (C — %, L+ %) fir jedes y # ¢

piy ) —y =)<y +H—w ()

Mit Riicksicht auf (134) folgt aus der in Schritt II gegebenen Defini-
tion 7 = %41 —={, sodass die Hauptungleichung mit z—7 und mit 741

1
statt v angewandt, wegen (135) in p ()—e=2() <w()+e+ %

iibergeht, woraus die Behauptung folgt.
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2,2. Es sei y(y) in { stetig. Bei hinreichend grossem k ist

p(Q)—e<yw(@)<w(@)+¢ im Intervall C——i—<}’<¢+%.

also wegen (134)
p(O)—e<y () =vw(=41) <y () +e

Die Hauptungleichung, mit z—=7 und mit v 4 1 statt ¢ angewendet,
liefert

WO —e <2 =rlee) <w @) +e+

womit wegen 7 (7:) =z ({) = x (y-+1) die Behauptung von Schritt XI voll-
stindig bewiesen ist.

Schritt XII: Abschluss des Beweises. Ich kann hier den vierten Schritt
des Beweises von Satz 9 (dritte Mitteilung, S. 14) wértlich wiederholen ;
ich brauche dabei nur die Worte ,.Satz 5", ,,stetig’”’ und ,,p (N)=y (»)=D(y)"
durch ,Satz 20", ,besitzt die Eigenschaft & ()" und ,.p(7)=y(»)=2(y)
und Eigenschaft € (U)” zu ersetzen. Hiermit ist Satz 13 vollstindig be-
wiesen.

Mathematics. — Ueber einige VINOGRADOFFsche Methoden. Von
J. G. vaN DER CoRrPUT. (Dritte Mitteilung).

(Communicated at the meeting of March 28, 1936).

Hilfssatz 8: Es sei ¢ >0 und es sei ¢ die in Hilfssatz 1 diesem
¢ zugeordnete Zahl'). Sind die Voraussetzungen von Satz 10 erfillt')
undist | ganz =1, werden jedem der in diesem Satz genannten Briiche

g—natiirliche Zahlen X,,.... , X1 mit

@t Xin YV =X, und Xin =X (=1,...,1—1) (19)
zugeordnet, und wird schliesslich noch

H=X)yeYyyY™ @(G=1,....0. . . . . (20
gesetzt, so geniigt die in (10) definierte Summe X der Beziehung')

>=0 (Xl . Xl)(%+5)(1+5) Yin+2(+32) (Xliﬂ+%5+f Yitin+t: 4
+Xlén+%5+=‘ Y%+%t+{1]+=').

1) Vergl. die zweite Mitteilung, S. 495 und 496. Diese Proceedings, (39 NO. 3 und 4),
enthalten die erste und zweite Mitteilung, (S. 345 und 494).





