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2,2. Es sei y(y) in { stetig. Bei hinreichend grossem k ist

p(Q)—e<yw(@)<w(@)+¢ im Intervall C——i—<}’<¢+%.

also wegen (134)
p(O)—e<y () =vw(=41) <y () +e

Die Hauptungleichung, mit z—=7 und mit v 4 1 statt ¢ angewendet,
liefert

WO —e <2 =rlee) <w @) +e+

womit wegen 7 (7:) =z ({) = x (y-+1) die Behauptung von Schritt XI voll-
stindig bewiesen ist.

Schritt XII: Abschluss des Beweises. Ich kann hier den vierten Schritt
des Beweises von Satz 9 (dritte Mitteilung, S. 14) wértlich wiederholen ;
ich brauche dabei nur die Worte ,.Satz 5", ,,stetig’”’ und ,,p (N)=y (»)=D(y)"
durch ,Satz 20", ,besitzt die Eigenschaft & ()" und ,.p(7)=y(»)=2(y)
und Eigenschaft € (U)” zu ersetzen. Hiermit ist Satz 13 vollstindig be-
wiesen.

Mathematics. — Ueber einige VINOGRADOFFsche Methoden. Von
J. G. vaN DER CoRrPUT. (Dritte Mitteilung).

(Communicated at the meeting of March 28, 1936).

Hilfssatz 8: Es sei ¢ >0 und es sei ¢ die in Hilfssatz 1 diesem
¢ zugeordnete Zahl'). Sind die Voraussetzungen von Satz 10 erfillt')
undist | ganz =1, werden jedem der in diesem Satz genannten Briiche

g—natiirliche Zahlen X,,.... , X1 mit

@t Xin YV =X, und Xin =X (=1,...,1—1) (19)
zugeordnet, und wird schliesslich noch

H=X)yeYyyY™ @(G=1,....0. . . . . (20
gesetzt, so geniigt die in (10) definierte Summe X der Beziehung')

>=0 (Xl . Xl)(%+5)(1+5) Yin+2(+32) (Xliﬂ+%5+f Yitin+t: 4
+Xlén+%5+=‘ Y%+%t+{1]+=').

1) Vergl. die zweite Mitteilung, S. 495 und 496. Diese Proceedings, (39 NO. 3 und 4),
enthalten die erste und zweite Mitteilung, (S. 345 und 494).
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In dieser Mitteilung soll I = O (V) heissen, dass bei geeignet von q
unabhingig gewahltem y die Ungleichung |U|=y V gilt.

Beweis: Aus (11) folgt

q=0[Y"4) und g le=O(¥—t¥s, . . . . {21)
also
=g, =0t . , . . + . . (22

Nach Hilfssatz 1 ist

>=0 > 2 | Bpennlile + = (23)
[h1|§cH|1+5 |ht | = cH +:
hi==0 hi=}=0
wenn
SW=1 2%~ 2% =
Showy= 2 3 ... 3 erim@hfl)t . thfl)
y=Y =X x =X
. g 3 € .
gesetzt wird. Hilfssatz 5, mit P statt ¢ angewendet, liefert
35 €

She...y=O{ Y Fi + Y GeH3 Ft (1 4+ q-' G)} (Fr+ qlog )} N, . (24)
und zwar gleichmissig in hy, ..., h. Hierin ist wegen (12)

G=gQ2Y)—g()=0(Y'*Y

und

F—1+ z;':él | (F2 X0) — F(X0)

l
=1+ O,.f] X;Y"T X% wegen (20) und Voraussetzung A

:OX111+€+5 Yr)+s
wegen (19). Mit Riicksicht auf (21) und (22) folgt nun
(1+q'G)(Fr+qlogq)=Fr+qlogq+q'tGF+Glog q
- O(Xln+';’+s y"t: Yl+z+ yretE
_+_ Yl-t+§s Yt+§s Xln+;’+s Yq+s + Yt+ )
:O (Xlrl+;"+=' Y1+77+2=‘+ Yt+€)

also

Y: G%*"F(l +q7' G)(Fr+ qlog q)
— QY Xy (i phan2e gyt
:O(an+2€+zs Y3+2r1+4s+X?+'5+s Y2+71+t+3=')‘
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Ausserdem ist

Y3 F2 — OX‘;’n+2§+2£ Y3+27; +2¢

Formel (24) geht somit iiber in

S, O(x§n+is+z yitint: +X.n+£€’+‘ Y%+sﬂ+xt+) Nt (25)

Jetzt brauche ich noch eine obere Schranke fir N—= N ( f )

fiir jedes in der Summe 5 vorkommende Glied. Fiir 1=—1,. l——l ist
lhi | Xl = eHILI Xhu

=@ XL YT X wegen (20)

=X.. X wegen (19)

=|h.| X7+

sodass Hilfssatz 6 angewendet werden kann. Dieser Hilfssatz besagt

X, ... X T | hisr | X7
NZN( ):OX...X” (1 “—“)
hy....h (X ') AT h | X

-
—O(X,... X+ 1T (14 1]
A=t | ha |

i
hi|} )

vermoge (19), also

1—1
N Xl...XI):O(XI”.XI)%(1+=')H(l+
h]....hl =t

Aus Hilfssatz 7 folgt nun

2 . 3 X ... X
]hl|§c1'111+i Ih|<cH1+ Nt h;.. h,
h1:|:O hl—l_

=0(X;. ... X(0+3(H, ... H)t*:
—O(X,...X;)t+90+9 Yiatau+a
wegen (20), sodass die Behauptung aus (23) und (25) hervorgeht.
Beweis von Satz 10.

Voraussetzung A enthélt die Ungleichungen =2 und

(2+in)(8t—9)5+(24+16n1098(t—1))77§3.. . (26)
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Hieraus folgt & < i und
1—¢
3E+3(m+8n+85) y <3,

also

t—1—yg

(27)

B+ <0-9 (1-y) =09

Ist I die kleinste ganze Zahl mit

LY 1 I\ 1
(1_7)<m, s (1—7) =5e=n - @

so ist [=1 und

oo log 8 (t—1)

- 1
—log(l—;)

<nlog8(t—1).. . . . (29

Wird

und (28) die Ungleichung

1 1 l+2n ___—1_
l<'§t_%—<?—£ zn_) (t—l—’?)(l 8([’—1))
b (p—elT2mN o nfli— -1 _VYiy
<7t_'41_(?—£ Der )(t 1)(1 8(t_1))+2'77’1

:_T'%+1A€(2+%)(8t—9)5+‘17’l'

sodass aus (26) und (29) folgt
1+ 1n<O0.
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Hieraus folgt mit Riicksicht auf (27), dass bei geeignet gewéhltem, nur
von n, t, £ und n abhingigem positivem &

1+ aa+an (1-(1- 1)) iy

n

(30)
+ill+e(1+e)—F+4t+:<0

und ausserdem

(—E(149)(—1—7)
8(t—1)(n+9 +Mm+e(14+e<0. . . (31)

ist. Der vorige Hilfssatz kann nun mit

t—1—n

Lo it A
X, =[Y " Jund Xipi=[X, "] (d=1,....1—1). . . (32)
angewendet werden. Denn es ist alsdann fiir 1=1,...,1—1

(Xf-f.] Yr)+s)1+le—l§X;—l+E(l+s) Y(r;+s)(|+s)
éXl—(l—E(HE)) Y(n+=‘)(1+s)

o 1y=1
§X1—(1_5(1+=))(1 n) Y(’?+5)(l+s)

——F+9) e A

=0Y 8(—1)" n+f

+ (7+¢) (1+4¢)

wegen (28) und (32). Aus (31) folgt, dass der letzte Exponent negativ
ist, sodass fiir hinreichend grosses g

@ XL YT =X G=1,...,0—1)

ist. Ausserdem ist Xi4  =Xi;~! fir A=1,....,l—1, sodass die
Voraussetzungen des vorigen Hilfssatzes erfiillt sind. Dieser Hilfssatz liefert

3 =0(X,... X)) 400+ Yie+a i+ X7 (Yhe-1—n+itinte | Yile-l-nti+ictinte)
=0O(X;... X)) 4 +90+2 X7 Yln+a(+9+i+it+e

also
e(t—1—17)

YK, .. ..Xl)_] S=0(X,...X) 1+4+da+asy nt+§

+ln+e) (14— 2+ et

Hierin ist

(X, ... X)' = OXl—l_ (1—%) —— (1_%)1—1 _ OXI_H(I—(I_%)I).
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Folglich ist Y-! (X;....X)™' 3 hochstens derselben Grossenordnung
wie die Potenz von y, deren Exponent gleich der linken Seite von (30),

also negativ ist.
Fiir hinreichend grosses g ist also

Y- XX < L.

Nach der zu Anfang der zweitenMitteilung gemachten Bemerkung existiert
darum alsdann wenigstens ein System ganzer Zahlen 4, x, y, z mit

1SI1=1LX=x<2X,, Y=y<2VY und

1

0<af(x)g(y)—p_z<l-li—,1:(2—X;)5(2——Y)’7—“'

Hierin ist x<<2X;,=2X,<2!Y* und y<2Y, also

€ 3
Ftie ot

(2X1)5(2 Y)”‘Hix l+ty T+e,

somit
1
0<af(x)9(y)“ﬂ—l<x—g+—5—;ﬁg
6 . . - .
falls 6 = 1T+ gesetzt wird. Schliesslich ist
=1

x<2Xi=2X,=2Y """

und
lim inf log * = lim inf log &1

q—> log q e—>o logq

(1L el eleg Y
_(1 ) THTE it g

- —L -1 t—l—"] i
(1L . Lo

wegen (11). Hiermit ist Satz 10 vollstindig bewiesen.

wegen (32)



