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pressure at which liquid and solid nitrogen were coexistent. The triple
point temperature was determined by interpolation on the vapour pressure
curves for solid and liquid nitrogen. The result was:

P.==9401 cm, ¢,= — 219.99,°C or 63.15,°K

Within the experimental accuracy the vapour pressure data obtained
are in accordance with caloric data,

Mathematies. — Zur Differentialgeometrie der Gruppe der Beriihrungs-
transformationen. 1I. Normalform und Haupttheorem der doppelt-
homogenen Berithrungstransformationen. Von J. A. SCHOUTEN.

(Communicated at the meeting of February 27, 1937).

1. Einleitung.

In der ersten Arbeit!) wurde gezeigt, dass sich jede Berithrungstrans-
formation in den 2n—1 Variablen &',...,&% ¢,,..., ¢, nicht nur nach
LIE als eine homogene Beriihrungstransformation in 2n Variablen
&L . 8% my, ..., n. schreiben lidsst sondern auch als eine doppelthomogene
Berithrungstransformation in 2 (n-1) Variablen x9,...,x", py,..., p. die
den Homogenititsbedingungen (1. 25)

xxh a‘u x/ — xz’

x* 0y pr =0
pu 0 = R
Pu O pr = pu,
den Bedingungen (. 28)
Por X =pex® . . . . . . . . . 2

und fir p,x?=0 auch den Bedingungen (I. 14, 16)
po dx® = p, dx®
x? dpy == x¢ dp,

und den Bedingungen (I. 24)

per 02 X% = p;
x¢ 0z por == 0

=0l R
po 07 x¢ =20

x¢ az per = X7
(welche nur fiir pox?=0 nicht aus (3) folgen) geniigt. Wir werden jetzt

zeigen, dass wir die also erhaltene doppelthomogene Berithrungstrans-
formation stets, ohne die Transformation der (durch p,x?¢==0 charakteri~

1) Zur Differentialgeometrie der Gruppe der Beriihrungstransformationen, I Doppelt-
homogene Behandlung von Berithrungstransformationen, Proc. Royal Acad. Amsterdam.
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sierten) Elemente zu &dndern, ersetzen konnen durch eine Transformation,
die ausser () und (2) auch fir den allgemeinen Fall p,x?% 0 der
Bedingung (3) und somit auch (4) geniigt. Die so erhaltene Form nennen
wir eine Normalform der doppelthomogenen Berithrungstransformation.
Wir bringen den Beweis in einer solchen Weise, dass sich dabei das
Haupttheorem beziiglich der allgemeinsten Form einer endlichen doppelt-
homogenen Beriihrungstransformation mit ergibt.

2. Die Normalform.
Die allgemeinste Form einer homogenen Beriihrungstransformation in
&L &y, ., . bekommt man nach LIE!) in folgender Weise., Man

1 q
wihle irgendwelche Funktionen ,..., & der & und & (wo q irgend
eine Zahl =1 und =n ist), die dermassen beschaffen sind, dass die
(n - q)-reihige Determinante
\ a ]

|
g 6; .Q ’ O ' . ) a o a » . a
I a 4 v @ i—-"a”?';’,di’~- """"""" s (5)

a
)v 5,» ai' !) ) air .{2
Qa

a
nicht vermége 2 =0 identisch in den 1 verschwindet und eliminiere die 4

a a
aus den 2n-q Gleichungen
a
Q&R EM) =0, . . . . . . . .. (6
a a
a) p=—21002; b npu=-+10,82. . . . . (7)
a a

Die Determinantenbedingung verbiirgt, dass sich die Gleichungen (6, 7)
sowohl nach &, %, und 1 als auch nach &, 7;, 4 18sen lassen. Aus (6, 7a)
a a

ergeben sich nach Fortschaffung der 1 die & als Funktionen der & und
a

der #;, homogen nullten Grades in 7. Setzt man diese Werte in (7a)

ein, so ergeben sich die 4 als Funktionen der & und #;, homogen ersten
a

Grades in 7,. Substitution der & und der 1 in (7b) ergibt schliesslich
a

die 7+ als Funktionen der & und #;, homogen ersten Grades in ;.

Das selbe gilt bei Vertauschung von &', 5y mit &, #; (LIE, a.a.0., S. 152).

Elimination der 1 ergibt also ein System von 2n Gleichungen, dass
a

sowohl nach &, 7, als nach &, #; auflésbar ist. Diese Gleichungen stellen
eine Beriihrungstransformation dar, die einen Punkt allgemeiner Lage in
eine (n— g)-dimensionale Mannigfaltigkeit iiberfiihrt, und es gibt ausser
den (6) keine weiteren Gleichungen zwischen &, & (LIE, a.a.O., S. 168).

"II
Der Rang der Matrix %%7 ist also gleich n—gq.

') Theorie der Transformationsgruppen, II, 150, @
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Wir machen jetzt den Uebergang zu den homogenen Koordinaten

wodurch (6) iibergeht in

Q Q o ol
b X T
P (x7, x7) == L2 <x° : xo,) =0. . ... .0

a
wo die @ homogen nullten Grades in x” und in x* sind, und (7) in

a a o — .
P gy N 10y By — —PE (5 ) = 3w D o f,y=1,.....,n;
poxo(§ 771) a L ’ PO’ xo ( 7]) {' Q1 h’ i’ ]':;l,..“'n; 10
L i = — 20 &, _w.v,u..l,,,,(gj', )=+ 49 b, o= .5 . O 49
7x°‘( UA)M*—Q o 0\ = o / T ax T T ok
oder
C[. a
p;,::w(f»az@; p;,r::-{—é»b;g‘f) N O B Y

aus welchen Proportionalititen sich umgekehrt die Gleichungen (7) ableiten
lassen. Die 4 lassen sich aus (6, 7) als Funktionen der & und ,, homogen
a

ersten Grades in 7; bestimmen. Da aber die Gleichung (8) nicht gestattet

die #; in die p; auszudriicken, sondern nur die Verhiltnisse der #; in die

Verhiltnisse der p,, lassen sich aus (9, 11) nur die Verhiltnisse der %und
(

zwar als homogene Funktionen nullten Grades in x* und in p; berechnen.
Ausserdem lassen sich aus (6,7) & und 7+ als Funktionen von & und
7: homogen nullten bzw. ersten Grades in #; berechnen. Aus (9, 11) folgen

nl

also die “; und die — - ]//‘ ——————— oder, was dasselbe ist, die Pf»’,’ als Funktionen
x° &y po
der ~- und der P*. Ebenso lassen sich die xo und die ©* als Funktionen
x0 Po X Po
der 3;0/ und P¥ berechnen. Alle Gleichungen zusammenfassend bekommen
Po
wir also
a
D (x, x")=0 (a=1,....¢). . . . . . (12
;& (( ;L ﬂ
L aq Looa S
a) p}, e ;» d}y _I’“ @; b) p/‘J fowany —+— ;» ()}J *‘}““ q) . . f (13)
1 1 v

1 1
wo 1 jetzt die Rolle eines unbestimmten Proportionalititsfaktor spielt, und
1
a) x"'=a@’ (¥, p); b pr=PFysxpi); . . . (19
a) x'=y¢ (xpn): b)) pi=eyi(xpr) o .. (15)
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. 1,8 ,
Nach Elimination der Verhéltnisse der 1 ist 7 A @ eine bekannte Funktion.
L a
1
Die ¢ und wy lassen sich homogen nullten Grades in x” und in p, fest
wihlen und die ¢* und vy, ebenso als Funktionen nullten Grades in
x” und pw. Die Funktionen ¢, i, ¢*, v sind jetzt bekannt, nur die

Koeffizienten «, f,7, ¢ und 1 sind noch unbestimmt. Sind a, b bzw. ¢, d
1

die Grade von a bzw. f in x”* und p; und a’, b’ bzw. ¢/, d’ die Grade
von 7 bzw. ¢ in x” und pi so folgt bei Substitution von (14) in (15)

ale=d, be=-—b ce=—¢ de=a;(e=ad-—bc). (16

und daraus folgt, das y und ¢ durch die Wahl von « und p festgelegt
sind, vorausgesetzt dass ad—bc£0 ist. Ausserdem ist f durch «
bestimmt infolge der Forderung

po dx? == p, dx? fiir pox®=0. . . , . . (17)
Setzt man (14b) und (14a) links bzw. rechts in (1356) ein, so ldsst sich A
1

aus dieser Gleichung als homogene Funktion von x* und p; von den
Graden a ¢, b-}-d berechnen. Die Wahl von « legt also alle Koeffizienten
fest. Wir wollen diese Wahl so treffen dass a=1, »=0 wird und
demzufolge ¢=0, d=1, a’==1, b'==0, ¢’==0, d’=1. Dazu brauchen
wir nur fiir o eine beliebige homogene Funktion von x* und p; von
den Graden -+1,0 zu wihlen. {L bekommt dan die Grade -1, +1 in

x” und p; und dieselben Grade beim Ausschreiben in x” und py.
Setzen wir jetzt (13a) rechts in (14a) ein, so ergibt sich

a a
x=alxt, — 014 D). g (x7, — 01 1 D)=
a a
a . coee e (18
== a(x* — 10, D). ¢” (x7, — 1 0; D)
a a

und dies ein System von n-+1 Gleichungen in x* und x”, das ¢
Parameter 1(a==1,...,q) enthélt und zwar homogen nullten Grades.
a

‘Aus g—1 von diesen Gleichungen lassen sich die Verhiltnisse dieser

Parameter als Funktionen der x” und x* bestimmen. Setzt man diese

Werte in die iibrigen n—q--2 Gleichungen ein, so erfolgt aus dem

Umstande, dass die 1 homogen nullten Grades vorkommen, dass die
a

rechten Seiten homogen von den Graden 41, 0 in x* und x* werden
und sich also n—q-+2 Gleichungen von der Form
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X (x7, x7) = (e=q—L...n). . . ., (19

ergeben, deren linke Seiten von den Graden -+ 1, —1 in x* x* sind.
Da der Quotient zweier X eine homogene Funktion von den Graden 0,0
in x* und x* darstellt, und es nur ¢ homogene Gleichungen ndllten
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Grades in x* und x* geben kann, ndmlich (12), lassen sich sicher
n—q-+1 von den Gleichungen (19) aus der (n—q- 2)-ten und (12)
ableiten. Diese {n—q- 2)-te Gleichung ist aber sicher von (12) unab-
hiéngig, da sie von den Graden + 1, —1 in x% x* ist. Diese Gleichung
schreiben wir

Xt x*)y=1. . . . . . . . . (20

Die g homogenen Gleichungen (12) ordnen jedem Punkt allgemeiner
Lage in der H, eine (n— g)-dimensionale Mannigfaltigkeit zu. Die
Gleichung (20) édndert daran nichts, sie legt nur den Faktor in den
x* fest. Fiir die geometrische Transformation der Elemente hat also (20)
keine Bedeutung, was auch eigentlich selbstverstindlich ist, da sie erst
entstanden ist nach Festlegung der Wahl von o, die ja ebenfalls fiir die
geometrische Transformation der Elemente unwesentlich ist. Der Rang

der Matrix von % wird n—gq, also gleich dem Range der Matrix

ops.
a Eh’

von .
67/1-

Die Gleichung (20) ermdglicht uns nun unsere Aufgabe zu erfiillen
und die Berithrungstransformation (14, 15) durch eine andere zu ersetzen,
die in bezug auf Elemente genau so wirkt wie (14, 15) aber den Gleichungen
(1), (2) und (3) auch fiir p, x¢# 0 geniigt. Fithren wir némlich statt der
Gleichungen (13) die Gleichungen

a a
pr == — /11 0D+ pex? 02 X; pv=- g» o @ —pex20r X . (21)
s

ein, die fiir Elemente mit (13) identisch werden, so ist erstens

x? po =0 -+ po x¢ X = p, x¢

, (22)
x¢pe=0+ pg x¢ X=py x¢
zweitens, mit Beriicksichtigung von (22)
—podx® 4 pydx? =—p,xdX=0, . . . . (23)

und zwar auch fiir p,x? = 0 und aus (22) und (23) folgt, ebenfalls tiir
alle Falle,

x¥dpy=xdp, . ... . . . . . (29

Wir nennen (21) eine Normalform der doppelthomogenen Beriihrungs-
transformation. Da die Wahl von a beliebig ist, ist die Normalform
nicht eindeutig bestimmt. Da die Form von X von der Wahl von «a
abhéngt, kann man auch umgekehrt anfangen und X als Funktion von
x” und x” der Grade + 1, —1 beliebig wihlen.
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3, Das Haupttheorem.

Setzen wir
0 a a
X=X; X(O+1)=X 2
a . (25)
A= X poxttus
R S G
P
so werden die X.(p==0,1,...,q) homogen von den Graden -1, — 1
in x”, x” und die Gleichungen (12), (20) und (21) lassen sich schreiben
P
X{x x”)=1; (p=0,1,....q9) . . . . . (26
p P
pp=—p®h X pp=-udr X, . . . . . (27)
P b

Die Beriihrungstransformation wird erhalten durch Elimination der 1 und
D
Losung von (26), (27) nach x*, py sowie nach x* pi. Es fragt sichjr nun
ob man umgekehrt aus g1 beliebigen homogenen Funktionen der
Grade -+1,—1 in x* x* in dieser Weise stets eine doppelthomogene
Beriihrungstransformation mit den Graden -1,0; 0, -1 bekommt.
Erstens miissen sich die Gleichungen natiirlich nach x*, pv, # und eben-

P
falls nach x” p,. u l6sen lassen, d.h. die Determinante
b

» p (28)
M O,u G;L X, ()},/ X
P

darf nicht infolge (26) identisch in u verschwinden. Ist diese Forderung
P

erfiill, so ergibt sich nach LIE jedenfalls eine homogene Beriihrungs-
transformation und die Grade von x” und py in pr werden 0 bzw, + 1.
Da wir von homogenen Funktionen in x7, x* ausgingen ist die Trans-
formation auch doppelthomogen und es muss also nur noch bewiesen
werden, dass die Grade von x* und py in x* bzw. +1 und 0 werden.

Sind die durch Losung nach x7, p» erhaltenen Gleichungen und ihre
Umkehrungen k

a) x" =@ (x% p); b) pi=wulx:p); . . . (29)
a) x'=g*(x”, pr); by pr=wy; (x”, pr)sn. .. (30)
so folgt aus dem Umstande, dass man die linke Seite der Gleichungen

(26) auch homogen von den Graden — 1, +1 in x”, x* schreiben kann,
dass die Grade von (29) und (30) gleich sein miissen also (vergl. S. 239)

a=a', b=0=0, c=¢, d=d'=1 . . . . 1)
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Aus (16) folgt dann entweder
a=a'=+41 c=c=0. . . . . . . (32
oder
a=a' = —1, c==c¢ = frei wahlbar. . . . . (33)
Nehmen wir nun an es sei a==—1 so wire
xz’ , . x7 A
xo/ x0 0 — ke (xo'p,> e e e e (34)

und die Elimination der p; konnte also nur Gleichungen ergeben, die

x” xt )
0 10 und x%x% enthielten, also Gleichungen von der Form

G
1 x* xt\ :
20 20 F POl O 6 159

Das System dieser Gleichungen miisste mit (26) gleichwertig sein. Nun
sind aber jene Gleichungen homogen nullten Grades in den 2n+2
Variablen x7, x* und folglich kann ein System von Gleichungen der
Form (35) niemals mit (26) gleichwertig sein. Es bleiben also nur die
Werte (32).

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Hauptsatz, ,

Die allgemeinste doppelthomogene Beriihrungstransformation von
x*proin x?, pr von den Graden 1,0 bzw. 0,1 in x* und p, in der
Normalform wird erhalten, indem man ausgeht von q-1(1=q¢=n)

P
Gleichungen von der Form (26), wo die X homogene Funktionen von
x%, x” von den Graden -+1,—1 sind, so gewihlt, dass die Determinante

(28) infolge (26) nicht identisch in den u verschwindet und sodann die p

P P
aus den Gleichungen (26) und (27) eliminiert und diese Gleichungen
“nach x7', pi bzw. x*, p, auflost.

Da vollkommener Dualismus besteht zwischen den x” und den ps,
kann man bei der Formulierung des Hauptsatzes x* und p, vertauschen.
Man kann also ebensogut mit Funktionen von p., p»» von den Graden
-+1,—1 anfangen.

4. Beispiel.
Der Weg um von einer homogenen Beriihrungstransformation zu einer
der zugehdrigen doppelthomogenen zu gelangen ist recht einfach. Man

a
schreibt zunichst die Funktionen @ in x* und x*, wihlt eine beliebige
Funktion X von den Graden -1, —1 in x” und x* und bildet dann

P
die X.
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Als Beispiel behandeln wir die Transformation

&Y :51"—53 Cas fz/zé-z; 53’——:&‘3;

(wobei in der ersten Zeile von der Gleichung ® —0 Gebrauch gemacht

ist) und aus diesen Gleichungen ergibt sich

x! xV
[V — N —_ . o . — R
XT=oa g PO’—_/Sxo' x°T_ v Po-—“—“a";)?w
L. p() — PO/
xl=—a pr=f xl=—y iy pp= ¢ ;
D1 pv .

a) , 2 d) )
2 i 2. p2’ X
x e = — X4 —=; =0

p p2 ﬁx()’ ypl’ p2 o’
3 3!
3 Ds _— X 3 b3, — X
x¥=—aq 22, = pr.; 3= P SR, iy
1’ p3 ﬂxo’ ypl" p3 o

y und J lassen sich als Funktionen von x*, pu bestimmen sobald « und

Proceedings Royal Acad Amsterdam, Vol. XL, 1937.

(a=2,3. . . (36
Lp=—18 (y=—28&
Uebergang zu &*, 9; ergibt die Transformation
Ea':—%’—; Nar == §% 13
. .
(h,i,j=1,2,3). . . . (37
£y
Ve 20 T
& s
die durch die Forderung n; d&'=mn; d& eindeutig festgelegt ist. Es
gibt nur eine Funktion 2, namlich
Qe=sfl — VL E2EY - E385=0 . . . . . (38
die beim Uebergang zu x* pa iibergeht in
xV oxt x?x? | x3x¥
@:F“;d x—0;&+x—oxo,:0. P (39)
Wir bekommen also die Gleichungen
xV @ xV x! P x!
= T T T e e E T et e E T A e
1 1
p= A ] ;
b)
x? X2
==t 55 N ;
x¥ x3
p3$““‘“l ;W s p3/:': xoxo/ M

17

. (40)
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B als Funktionen von Xx* und  p» gegeben sind, vorausgesetzt, das
ad — bc £ 0 ist (vgl. S.239). Wir bestimmen f aus a, indem wir fordern

podx? =pydxe=—=x2dp, (e=01,23). . . (42

oder (unter Beriicksichtigung von pe X¢= 0):

X po pax’  ps¥ R T A
ﬂda( )*ﬁ% p,""°+<p1)2> P

0 0 0
X P p1x D1 X

— 5%5 dps + (pplz);g;_o dpy — 1—91{% dps + (573);6;6 dpy=, . (43)
_—;?ax—oxedp@:mxgdpg
woraus folgt
af=+prx®. . . . e . (44)
Ebenso findet man

yo=4prx® , . . e (45)

und durch Substitution von (41, a, b) in (40b)
A=af. . . . . . . . . . (46)
und ebenso durch Sﬁbsfitution von (41, ¢, d) in (40a) ‘
e R (47)

Wihlen wir jetzt fiir a irgend eine Funktion von x* und p» von den
Graden 1,0 z.B. a=x% so folgt

a=x0 f=py, y=x% 0=p;; A=p x°=prx” . . (48)
und
1
I 2 . . prx
xO/ — . x0 : po == — mxT; Xo = xV : Do o e -
0 ) o
Ve PoX — . N —
X = ; pr= P X = pi= pr
by ' py
a) b) c) d)
p2 x° p1 x° pr x° pu x*
4 [am—
x¥ == pr = o xt== By P2 =—"—
p1 . .ox - pv x
0 3 o 3
Ps X . b1Xx T o . bvXx
x3I:"" — p3’"—— 0 ; x3-—‘ -_'7‘; p3—“— o’ -
pi ‘ x pr x

Die Gleichung (20) ist hier
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sodass wir zur verallgemeinerten Transformation

und fiir diese Transformation, die auf Elemente (pe x2 =0) angewandt
mit (49) identisch wird, gelten nun tatsdchlich die Gleichungen (2), (3) (4)

auch fiir pox?# 0. Man erhdlt die also gefundene Normalform auch,
wenn man die Gleichungen ’

0 L .X'O 1 1
X::-—W: 1 s == (‘;CO")Z (x()xl/_‘_.‘*xle/_}_xzxzr__*_x_g x3/+xox0,):1’
1 x% 4 xV M 0 1
Po=—l P T s wt
xo M ( 0)2 po xo (x01>2 3
1 ' 1
Pr= 'LIL;OT ; pr= ,ilv o : (53)
— x¥ x? :
pz - [li" (x01)2 ; p2/ _— lll,L —(‘XTI)E ;
. x¥ 53
P3—= i (x9)? } py= /lit (9} ;

nach Elimination von # und u nach x*, pi und nach x*, p; 16st
0 1 ’ '

17*

ll
X 1 xI 1
= o —_—— A .
Po— ?Coxo + perx x°”po/‘ /Ixoxo,—l-p@x‘?ﬁ,
p1= yl 0 ; pr = A o ;
. X2 , 2 . .. {B])
Pa— $0 X0 S TP 20 0 ;
. 3/
x 3
S . ,
b3 x0 x0 y P3 A 20 X0 ;
gelangen. Wegen 1= p, x° ergibt sich
2 3
o p2x —+“p3x 0 2/
M oy L AL R I . — pZ’x + 30 X
s Po P0+ X0 XU —=X s Po==po + »‘_¥}0/¥p
2 3 : ,
1 XX o pratpya
T e et PRIy —p,
. 1/
2
P2 Xo s pg == PLE .2 Prx? pix?
y P2 = 0 X s Pr—— -
pi X P x%
2 3
x 0
BE =BT | 3T X s DU
pl x Pl’ ’ P3—— xO, ~

.o

(52





