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will be published later. Table 5 contains important combinations with the
set of 4p(2P) levels. -

A few remarks should be made to the table 4 concerning to the identifi~
cation of terms in connection with the series limits, The limits are known

from the deep A. IV levels 10),
452D = 21167 2D — 2P = 13808.

The centroids of the groups of multiplets in A.IIl belonging to the
different electron configurations should show roughly these distances.

Concerning the 4S—2D distance the agreement is fairly well. For the
4p-~, 45~ and 5s-electron the distances are: 19133, 20166 and 20875. As can
be expected the agreement is better for the higher terms. Concerning the
2D —2D the distances for the 4p~ and 5s-electron agree giving 15779 and
13758. The 4s3P(2P), however, is out of position, The 3d-terms also agree
badly with the limits. These points require Further investigation.

In conclusion the writer wishes to express his appreciation to Professor
P. ZEEMAN for his interest and helpful suggestions during the investigation.
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1) J. C. BOYCE, Phys. Rev. 48, 398 (1935); T. L. DE BRUIN, Physica, III, 8, 809
(1936).

Mathematies. — FEine arithmetische Eigenschaft gewisser ganzer
Funktionen. IlI. Von J. PoPKEN. (Communicated by Prof. J. G.
VAN DER CORPUT).

(Communicated at the meeting of March 20, 1937).

§ 4. Beweis des Hilfssatzes C.

In diesem Paragréphen wird angenommen, dass x =0 fiir die Diffe~
rentialgleichung Df(x) =0 reguldr ist, so dass nach der Einleitung die
Zahlen a;, = f(0) (0=0,1,..) alle von Null verschieden sind und

Og—1

as

C6 o1 =

=Cyov! (0=1,2,.0,. . . . (5

a1 o+1
Ce — 7

- —_—
sz 1 fransd o =1

c=0,1,.) . . . . (9)

p !ﬂ—l jrmm—
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gelten. Ferner bezeichnen C,, C,, .., Cis positive Zahlen, die nur von
der Wahl von f(x) abhingen.
Wird

~g<ﬁmm@:&@o:LL”m...un

gesetzt, so folgt aus Formel (4) der Einleitung mit x==0

n

=3 R (0as (6=01.). . . . . (22

v=1

Hierin ist R, (s) offenbar ein Polynom in o, hochstens vom Grade
n—wv; also

| Ry (o) | = Cs (0 + 1) (o=0,1,.). . . . (23

Bedeuten F(x), G(x) zwei Polynome mit DF(x)== G (x), so gilt
nach Formel (7) der Einleitung mit x==0

FO0)= X Ry(0) F*(0)+ G0  (0=0,1,..).
F-31

Man nehme insbesondere G (x)=x° wo s=0 eine ganze Zah! ist,
und fiir F(x) das nach Hilfssatz A eindeutig’ bestimmte Polynom mit
DF (x)=x*. Nach der Bemerkung zu Hilfssatz 2 hat F(x) dann den

Grad s; wird also

F(x):i Aqxa ' As+1:As+2~—"—..:::O /
a==0 G!

gesetzt, so folgt

n

A;=s! , A;= 3 R, (o) Asy, (6=0,1,..,s—1). (24)

v=1

Hilfssatz 5: Bezeichnen R, (o) (v=1,2,..,n) die Polynome (21) und

wird fir 0=0,1, ..

0 (@=Ri(0) & () =Ry () + 1, () =n—1,n=2,..,1) (25)

a6+’V

gesetzt (man beachte a,., 5% 0), so gilt

(o2

ry (G):aa+1
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Beweis: Fiir v=1,2,..,n—1 und 6==0,1,.. ist nach (25)

ty (0) Qo 4y == (Rv (o) 4 222l (o)> Uiy =Ry (0)0s»+1541(0) Ao 4vr1s

223 +v
also

1y (0) 0o 41 =R, (0) as 1 + 15 (0) @s 2
=R, (0) a1+ Ry (0) dot2+ ..+ Ro1 (0) @s 1+ 74 (0) Qo
=R, (o) az41+ Ry (0) a2+ .. + Rue1 (0) Ao gn1 + R (0) @12

::ao";
wegen (22). Die Behauptung ist also richtig.

Hilfssatz 6: Sei s= 0 eine ganze Zahl, F (x)= B A x° das Poly-

nom mit DF (x)— x°, Ast1=As42=—=..=0; wirdG:O !
ag:AU_af‘;Ag_l 6=1,2,.). . . . . (26)
gesetzt, so gilt
5 1, (0) $ogr = 0 (6=0,1,..,s—1),

v=1
wo die Pélynome r, (6) in Hilfssatz 5 definiert sind.

Beweis: Fir v=2,3,..,n und 6=0,1,.. ist

ry (0) Sov=1y (0) Avir — BT (o) Agirt, wegen (26),

Qg +v—1

=r (0) Actr — (m._l (6) — Rv—1 (a)) Asiv1, wegen (25),

oy 9 (G) A(;+v — y_1 (O) Aa-}—v-—l + Rv—l (G) A<7+v—1 5

also

n

S 1(0) 05w =1, (0) Asan—ry (0) Asi1+ Zi'z Ryi(0) Acqra

=2

n—1
=R, (0) Assn+t 4_-551 R, (0) Asyr—11(0) Asi1,

wegen r, (6)= R, (o). Ferner ist fiir 6 =0,1,.. nach (26) und Hilfssatz 5

£ (0) o41= 13 (0) Ars1—11 (0) = As =13 (0) A1 — Ao

o}
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Folglich mit Riicksicht auf (24) fir 6 =0, 1, .., s—1

2 Uy (0) 65+¢;: 2 Rv (0) Ao‘~-l—v"—'Aa‘ = Oy
=1 v=1
womit Hilfssatz 6 bewiesen ist.
Hilfssatz 7: Es gibt ein C,, so dass tir die im vorigen Hilfssatz
definierten Zahlen 6, die Ungleichungen
16, | =Cs" ol  (0=1,2,.)
gelten.

Qs

Beweis: Nach Hilfssatz 5 ist r; (o) = fir 6==0,1,..; also wegen (5)

s 41
Colo+ D)= (0| =Crle-+ 1)1 . . . . (27)
Ich werde zeigen,rdass bei geeignetem C,, sogar
1 ()| =Crolo+ 1~  (=1,2..,n;0=01,.) . (28)

gilt; dazu geniigt es fir »==1,2,..,n; 6=0,1,.. die Ungleichungen

6@ |=CA+-Co ..+ Ci" N+ 1. . . (29

wo Cj, Cg die Konstanten aus (23), bezw. (5) sind, zu beweisen:

Es ist 7. (o)== R. (0) (vergleich (25)) und | R, (o) | = C; wegen (23), so
dass (29) im Fall y=n evident ist. Man darf daher voraussetzen, dass
1=v<n ist und (29) mit » -1 statt » schon bewiesen ist. Nun ist
nach der Definition von r, (0) in (25) fiir 6=0, 1, ..

0 @]= R0+ e 0= R @)+ |2 (0
Hierin ist
— o Ay pvtl | e 1
IR, (0)| = Cs(o+ 1), wegen (23), s | =GR wegen (5),

und schliesslich nach Induktionsvoraussetzung

41 (0) | =ECs(1+Ce 4 ..+ C57Y) (o 1)1

also

Co(l+Cs'+.. 4+ C" "o+ 1)
Cefo+v+ 1)

=Cs(1+Ci A+ ..+ Ce" ) (o + D,

|2 (0) | = Cy (o 4 1) +

so dass (29) und damit auch (28) fiir v =n, n—1,.., 1 giltig ist. &
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Nach Hilfssatz 6 ist (man beachte, dass nach Hilfssatz 5 offenbar

ry (o) = ——F0 ist):

s +1

(6=0,1,..,5—1),

o4V

}ag+1|—-’z »(9)

=2 0 0)

also mit Riicksicht auf (28) und (27)

Crolo+ 10715,

’5”1! 2 -és( + )n——l
und daher bei geeignetem Cj;
80511 = Cy, ! Sosr]  (0=0.1,..,5—1). (30)

e P K
Ich werde zeigen, dass hieraus

| 0op1 | = i;agil,laﬁl} (6=0,1,..), . . . (31

mit Cy, = Max (1, (n—1) Cy,) folgt. Fiir 6 =s ist das evident und eben-
falls fir o=s+41, s+ 2,.., wegen

brr1==Ars1 ——9”1 A, = 0— 20 =0,

23

Sei daher o< s und die Ungleichung (31) schon fir 6 4+1, 0+2,.,.
6 + n—1 statt ¢ bewiesen; also mit Riicksicht auf (30)

l60_+1 . = C” n -1 | (55+y+| I ___EC“ ﬂ—l C.lq;r—q (6—[—'V—|—1 1|6s+1| )
21 (642)(043).. (o4+»+1) “1 {(042)(0+3).. (oFr+1)(s+1)/
=Cy CEP %o”_“—i: b! ,I 0541 | 2 C-(v

o §—0 1
=(n—1)C,, Ci"" E :{tl 1101 | =Ch EZi ; l s+1|

wegen ,Cui; 1 und (n—1) C; = C;, womit (31) allgemein bew/Dsen ist.
Es ist aber wegen A,+1 =0, A,=s/ (siche (24)) $

Qs+ 1
Ag

s/

[

a
| 61| =] Aser1— ;+1As -

s

!
o
. [/
|

I
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s/
so dass nach (5) die Ungleichungen | 4,41 | __—(‘s%l— Ty = C‘ gelten
und (31) in
- - {O'-}“ )[ S, -
|6¢+11_C12 (S+ ),C5 (0—0,1..')

ibergeht, woraus die Behauptung des Hilfssatzes ohne Weiteres folgt.

Hilfssatz 8: Sei s=0 eine ganze Zahl, F(x)= 3 ]:;
=0
nom mit DF (x) = x?*, so ist bei geeignet gewdihltem C,;

|ag As—a, Ay | = Cii' ol (0=0.1,.., s).
Beweis: Fiir 0=0 ist die Behauptung klar; sei also ¢ >0, s > 0.
ne=1
Nach (6) ist (al}':'[c/f +i fiir jedes ganze v=0, daher folgt aus Hilfs-
g 6
satz 7
A Ay e ‘< st TN n .
ET———-&;::A): E-: :Cg 1:., *C“gq_f:: 14 ‘K., ('Ewl, 2,..,5),

falls C,, passend gewshlt wird; somit gilt fiir 6=1,2,..,s

A Aol= 3| A A< o= ol
e %3 25} T=1 223 o 20 Tzl
also wegen (6)
741
ag Ar—0, Ay | =] |ar|.sCiil 6" =] ay| =1 sCif'loln,
0 [n —1

so dass die Behauptung folgt.

Hilfssatz 9: Sei s=0 eine ganze Zahl, F(x)= S 1—3; x°das Poly-~
=0 ‘

nom mit DF(x)=x* so gilt fiir jede Zahl ¢ und jedes v—=0,1,.
die Ungleichung

| £(0) B (&) —F (0) f (&) | = I3,

wo I'y>0 nur von & v und von der Wahl der Funktion f(x) (also
nicht von s) abhdngt.

Beweis: Es ist

)= 3 % xr, Fol(x)= 3
— =0

0'./ @
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also
FOFIE—FO M@= ActrAoorr g, —A, 3 “IFE (32)
wo fiir s <<» die Summen :5_: leer sind, also verschwinden, undc— SZVH
gleich 3 gesetzt wird.
NacL:OHilfssatz 8 ist
:‘i - AGM;—.’AO e S_V ciL ¢(7 l £l : . (33)

—sCs“ T e =T

fir geeignetes nur von & v und f(x) abhéngiges Is.
Ferner folgt aus Hilfssatz 8
lagsl— a0 Ay | =] ag As—a: Ag | = CH sl
also

|y Ag | = Cii ' s!+ oo sI=C3 " s,

1 st

fiir passendes Cys. Da ferner nach (6) die Ungleichung

=
qilt, folgt
|A0)<Cs+ls!",
fiir geeignetes Cy. Daher ist mit Riicksicht auf (6)
- o CZT e
aa |-v s+1 o
A P Ll=CH sl 2 T | | fl
oﬂ.:sm,,+1 ‘ g=s—v+1 6’(0"1“1})! (34)
Fs+1 .
- CS+1 ! ; - —~F7+1,

wo Iy, I'y positive nur von & » und f(x) abhdngige Zahlen sind.
Aus. (32), (33) und (34) folgt

OV FY (O—F @ |=I5" +T77,
so dass die Behauptung bewiesen ist.

Hilfssatz C: Sei x=0 fiir Df(x)=0 reguldr, sei | eine natiirliche
Zahl, ferner
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und schliesslich F (x) das nach Hilfssatz A eindeutig bestimmte Polynom
mit DF(x)= G (x). Dann gibt es zu jedem & und jedem »=—=0,1,..
eine nur von & v und von der Wahl der Funktion f(x) abhdngige
Zahl I'>0, so dass

FOFY@—FO) 7 ®|=G61"
ist.

Beweis: Sei Fi(x) das Polynom mit DF; (x)=x* (A==0,1,..,1),
so ist wegen der Additivitit des Operators D

also

Andererseits ist nach Hilfssatz 9
|FO)FY () —Fa(0) £ (¢) | =I5,

wo I, >0 nur von & » und von der Wahl von f(x) abhingt; also
[FOQFY@—FO) [ =] 2 g, (FO) FY (E)—F, (0) [ (§)]

1
-ftgotg”ri“;c;r’,

bei geeignet gewshltem I'> 0, womit die Behauptung bewiesen ist.

§ 5. Folgerungen des Satzes und Literaturangabe.

Sei x, eine rationale Zahl mit P, (x) 7 0. Aus Formel (4) der Ein-~
leitung folgt dann

n

7 (o) + 2 p,, [0 (x0) =0 (6=0,1,..)

v=1
mit rationalen p;, und insbesondere p.., = P, (x) # 0. Mit Hllfe dieser
Forme! ldsst sich jeder Ausdruck
N
3 Ay [V (x),
r=0

mit rationalen A, und ganzem NZ=0 in

n—1

2 a P (x)
»=0
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mit rationalen a, iiberfithren. Daher folgt aus dem in dieser Arbeit bewie~

senen Satz:
Sind xy, %1, .., x. rationale Zahlen, ist x, von xy, X3, .., X verschieden

und regulér fiir Df (x) =0, N=0 eine ganze Zahl, sind ay» (e=0,1,.r;
»y=0,1,.., N) rationale Zahlen, so folgt aus

r N
33 ag fO (%) =0

0=0 »=0 g

die Beziehung

N
3 agy [¥ (o) = 0.
»=0

Jedes Polynom p(x) genau vom Grade n—I mit rationalen Koeffi~
zienten ldsst sich in der Form

p(x)= El pyi1 x(x—1). . (x—v + 1), p-F 0,

=0

mit offenbar rationalen p,+: schreiben. Man zeigt leicht, dass, falls
p(0), p(l1),.. alle von Null verschieden sind, die ganze Funktion

o 1 x°

fl(x):1+a£1p(0)p(1)‘.p(o——1) ol

dann der Differentialgleichung \
;T
fi (x)— Zn pvx"—lf(lv)(x):()' < P F0, . . . (35)
ve=1

geniigt. Beachtet man, dass jede Zahl x /0 reguldr ist, so folgt durch
Anwendung des Satzes: Sind xp Xy, .., rationale Zahlen, die von
einander und von Null verschieden sind, sind a, a0 (0 =0,1,..,r;
»=0,1,..,n—1) rationale Zahlen, so folgt aus

r n—1

2 2 agy f(lv) (xe) + afy 0) =0,

=0 »=0

dass alle Koeffizienten ap,, also auch a, gleich Null sind. Also:
Ist p (x) ein Polynom genau vom Grad n mit rationalen Koeffizienten,
das fiir x=0, 1,.. nicht verschwindet, ist
xG'

N 1
hlx)=1+ 2 oip).  plo—1)ol’

und sind x4, xy, . ., X. rationale Zahlen, die von einander und von Null
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verschieden sind, so sind die (r+1)(n-+1)-+1 Zahlen 1, (x,)
(6=0,1,..,r; v=0,1,..,n) linear unabhingig in bezug auf den
Korper der rationalen Zahlen.

HurwiTz !) hat die ganze transzendente Funktion f; (x), die der Gleichung
L(x)+afs(x)+bxfi(x)=0, b+ 0,

geniigt, und die eng mit BESSELschen Funktionen zusammenhingt,
arithmetisch untersucht. Er fand fiir rationale a, b und rationales x;, 70,
dass das Verhéltnis £, (xo): [ (xo) irrational ist. Dieses Ergebnis wurde
spiter von STRIDSBERG ?) und MAIER ?) verallgemeinert und fiihrte schliess~

lich zu dem bekannten SIEGELschen Transzendenzsatz iiber BESSELschen -

Funktionen %),

STRIDSBERG ®) behandelte ausserdem die ganzen Funktionen £ (x) mit
(35); das STRIDSBERGsche Ergebnis fiilirt also zu der oben genannten
Folgerung unseres Satzes. Allgemeiner fand CARLSON ¢): Ist V (x) ein
Polynom vom genauen Grad n -+ 1 mit rationalen Koeffizienten, das fiir
x==0,1,.. nicht verschwindet, wird

2 VO VD). V()

gesetzt, sind x, x,.., x. rationale Zahlen, die von einander und von
Null verschieden sind, so sind die 1 4 (r-F 1) (n - 1) Zahlen 1, ¢® (x,)
(e=0,1,..,r; »=0,1,..,n) linear unabhiingig in bezug auf den Kérper
der rationalen Zahlen. Dieses Resultat ist aber nicht in meinem Satz
enthalten.
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dieses CARLSONschen Satzes findet sich auch schon bei STRIDSBERG (loc. cit, S. 291).






