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will be published later. Table 5 con ta ins important combinations with the 
set of 4p(2P) levels. 

A few remarks should be made to the table 4 concerning to the identifi~ 
cation of terms in connection with the series limits. The limits are known 
from the deep A. IV levels 10). 

4S_2D = 21167 2D-2P = 13808. 

The centroids of the groups of multiplets in A.III belonging to the 
different electron configurations should show roughly these distances. 

Concerning the 4S - 2D distance the agreement is fairly weIl. For the 
4p~. 4s~ and 5s~electron the distances are: 19133.20166 and 20875. As can 
be expected the agreement is better for the higher terms. Concerning the 
2D-2P the distances for the 4p~ and 5s~electron agree giving 15779 and 
13758. The 4s3P(2P). however. is out of position. The 3d~terms also agree 
badly with the limits. These points require further investigation. 

In conclusion the writer wishes to express his appreciation to Professor 
P. ZEEMAN for his interest and helpful suggestions during the investigation. 

Febr. 1937. 

Laboratory "Physica" ot the University 
ot Amsterdam. 

~O) J. C. BOYCE. Phys. Rev. 48. 398 (1935); T. L. DE BRUIN. Physica. HI, 8, 809 
(1936). 

Mathematics. - Eine arithmetische Eigenscha[t gewisser ganzer 
Funktionen. III. Von J. POPKEN. (Communicated by Prof. J. G. 
VAN DER CORPUT). 

(Communicated at the meeting of March 20, 1937). 

§ 4. Beweis des Hil[ssatzes C. 

In diesem Paragraphen wird angenommen. dass x = 0 für die Diffe~ 
rentialgleichung D[ (x) = 0 regulär ist. sa dass nach der Einleitung die 
Zahlen a, = [i') (0) (0 = O. 1, .. ) alle van Null verschieden sind und 

(0 = 1. 2 ... ),. . . . (5) 

(0 = 0.1 ... ) . (9) 
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gelten. Ferner bezeichnen Cl' C2 • ••• C I6 positive Zahlen. die nur von 
der Wahl von [(x) abhängen. 

Wird 

. . (21) 

gesetzt. so folgt aus Formel (4) der Einleitung mit x = 0 

n 

aG = 2: R" (0) aH" (0 = O. 1. .. ). . (22) 
11=1 " 

Hierin ist Rv (0) offenbar ein Polynom in o. höchstens vom Grade 
n-v; also 

(0 = O. 1. .. ). • (23) 

Bedeuten F (x). G (x) zwei Polynome mit DF (x) = G (x). sa gilt 
nach Forme1 (7) der Einleitung mit x = 0 

n 

F(') (0) = 2: Rv (0) F(o+v) (0) + G(a) (0) (0 = 0,1. .. ). 
V:::: 1 

Man nehme insbesondere G (x) = x S
, wo s:=- 0 eine ganze Zahl ist. 

und für F (x) das nach Hilfssatz A eindeutig' bestimmte Polynom mit 
DF (x) = x'. Nach der Bemerkung zu Hilfssatz 2 hat F (x) dann den 
Grad s; wird also 

sA 
F (x) -= ",,' _a X O A - A - - 0 - ~ , s+l- s+2-"--

0=0 (J I 

gesetzt. so folgt 

n 

As=s! . Aa = 2: Rv (0) Aa+y (0 = 0.1, ..• s-·l). (24) 
y=1 

Hilfssatz 5: Bezeichnen Ry (0) (v = 1, 2 .... n) die Polynome (21) und 
wird [ür 0 = 0, 1. .. 

rn (0) = Rn (0), ry (0) = Rv (0) + (l",±,~ rv+1 (a) (v = n-l, n·-2 ... , 1) (25) 
aa+v 

gesetzt (man beachte aû +y :j':. 0), so gilt 

(0 = O. 1, .. ). 
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Beweis: Für 'jJ = 1. 2 •..• n-l und a = O. 1 •.. ist nach (25) 

Cv (a) a" +v = (R. (a) + (l" -t::'_±...1:. c" + 1 (a)) aa + v = Rv (a) (l" +v + Cv + I (a) (l" +v + I; 
a,,+v 

also 

Cl (a) adl =RI (a) (l"+1 + C2 (a) aa+2 

= Rl (a) a,,+1 + R2 (a) ad2 + .. + Rn-I (0) aa+n-I + Cn (a) a,,+n 

= RI (0) (1,,+1 + R2 (a) a"+2 + .. + Rn-I (a) a"+n-1 + Rn (a) (la+2 

wegen (22). Die Behauptung ist also richtig. 

Hilfssatz 6: Sei s =- 0 eine ganze ZahZ, F (x) = i: !tI" x" das Poiy .. 
,,=0 a 

nom mit DF(x)=x s
• AS+I=As+2=' .=0; wicd 

(a = 1. 2 ... ). . . . . (26) 

gesetzt, so gilt 

n 

~ Cv (a) b,,+v = 0 (a = O. 1. ..• s-l). 
v=1 

wo die Polynome Cv (a) in Hilfssatz 5 definiect sind. 

Beweis: Für 'jJ = 2. 3 •.. ,n und a = O. 1. .. ist 

also 

wegen (26), 

= Cv (a) Adv - (CV--l (a) - RV-l (a)) A,,+v-l. wegen (25), 

=----= Cv (a) A,,+v - Cv-I (a) A,,+v'-1 + RV-I (a) Aa+v-I; 

n-I 

=Rn(a)Aa+n+ ~ R. (o)Aû+v-cI (a)A"+I. 
>=1 

wegen Cn (a) = Rn (a). Ferner ist für a = 0. 1. " nach (26) und Hilfssatz 5 
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Folglich ruit Rücksicht auf (24) für 0=0. 1 •... s--1 

n n 

~ Cv (a) ba+v= ~ Rv (a) Aû+v-A" = 0, 
v=1 v=1 

womit Hilfssatz 6 bewiesen ist. 

Hilfssatz 7: Es gibt ein C9 • so dass tüc die im vorigen Hilfssatz 
definiecten Zahlen b" die Ungleichungen 

(0=1.2 ... ) 

geiten. 

Beweis: Nach Hilfssatz 5 ist Cl (a) = ~ für a=O.1. .. ; also wegen (5) 
a,,+ I 

lch werde zeigen, dass bei geeignetem C IO sogar 

1 Cv (a) 1 == C IO (a + 1)n-v ('jJ = 1, 2, .. , n; a = 0, 1 •.. ) . (28) 

gilt; dazu genügt es für 'jJ = 1. 2 .... n; a = 0, 1, . . die Ungleichungen 

1 Cv (a) 1-== Cs (1 + Cti l + .. + c 6(n-v)) (a -I-- 1)n-v,. . . (29) 

wo Cs. C 6 die Konstanten aus (23), bezw. (5) sind. zu beweisen: 
Es ist Cn (a) = Rn (a) (vergleich (25)) und 1 Rn (a) 1-== Cs wegen (23). so 

dass (29) im Fall 'jJ = n evident ist. Man darf daher voraussetzen. dass 
1 -=:: 'jJ < n ist und (29) mit 'jJ -I-- 1 statt 'jJ schon bewiesen ist. Nun ist 
nach der Definition von Cv (a) in (25) für a = O. 1 ... 

Hierin ist 

1 Rv (a) 1-== Cs (a+ l)n-". wegen (23).1 a,,+v+ I 1-= C ( + 1 + 1) -I' wegen (5). 
(l" + v 6 a y n 

und schliesslich nach Induktionsvoraussetzung 

1 Cv+1 (a) 1-== Cs (1 + C Ó-
1 + .. + Cti(n-V-I)) (a -I-- 1)n-v-1 ; 

also 

1 Cv (a) 1-= Cs (a + 1)n-v + ~8 (1 -+ C 6
1 

-I-- •. + Cti(n-v-J)) (a + l)n-"-1 
C6 (a + y -I-- 1)n-1 

-= Cs (1 + Cti l -I-- .. -+ c;;(n-v)) (a + 1)n-v. 

so dass (29) und damit auch (28) für 'jJ = n. n-1 .... 1 gültig ist. 
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N ach Hilfssatz 6 ist (man beachte. dass nach Hilfssatz 5 offenbar 

rl (0) = ~ *' 0 ist): 
a,,+1 

(0=0.1. ... s--1). 

also mit Rücksicht auf (28) und (27) 

und daher bei geeignetem C II 

(0=0.1. ... s-1). (30) 

lch werde zeigen. dass hieraus 

I s l-=,cs-a(o+l)!lo I 
UH I = 12 (s +- 1) 1 s+ I 

(0 = O. L .. ). . . . (31) 

mit CI2 = Max (1. (n-I) Cll) folgt. Für a = sist das evident und eben~ 
falls für 0= s + 1. s + 2, ... wegen 

Sei daher a < s und die Ungleichung (31) schon für cr + L a + 2 •.•. 
a + n-l statt a bewiesen; also mit Rücksicht auf (30) 

I ba + I I -=: C
ll 

"j/ _ I OH v + I 1 ___ -= Cl! "il Cf2"-" (0+11+ 1) 1 I~~ll_" __ _ 
- v=1 (0+2)(a+3) .. (a+v+1)- v=1 (a+2)(a+3) .. (a+v+l)(s+1)! 

_ C c s- a- I (a + 1)1 1 0 l:il 
C-(v-I) 

- 11 12 (s + 1)1 s+1 v=1 12 

-='( I)C cs-v-l(o+l)!ls I-=Cs-(j(a+l)!l~ I 
= n- 11 12 (s+I)1 Us+I = 12 (s+I)1 Us+I • 

wegen C n =- 1 und (n-I) C ll -=:: C 12• womit (31) allgemein be;2en ist. 
Es ist ab er wegen As+ 1 = 0, As = sI (siehe (24)) ( 

Is I-I A a
s
+ I A I_I a

s
+ I I ' U.+I - s+I-~ • - ~ s .• 
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50 dass nach (5) die Ungleichungen I Od I 1-= -C _"_.1_" -- sI -=:!i geiten 
6 (s + 1)n-l C6 

und (31) in 

1
0 I-=: Cs-a (0+ 1)1 sI 

a+l = 12 (s + 1)/ C
6 

(0 = 0.1. .. ) 

übergeht. wo raus die Behauptung des Hilfssatzes ohne Weiteres folgt. 

Hilfssatz 8: Sei s =- 0 eine ganze ZahZ, F (x) = i; Aa x" das Poly~ 
a=O a! 

nam mit DF (x) = x S
, sa ist bei geeignet gewähltem Cu 

(0 = O. L ..• s). 

Beweis: Für 0 = 0 ist die Behauptung klar; sei also 0 > 0, s > O. 
1 r !n-1 

Nach (6) ist -1----1· -= -T+l für jedes ganze r =- O. daher folgt aus Hilfs~ 
aT C 6 

satz 7 

I ~~ - AT-=.~ I-I ~~ 1-= c s +1 ,r/n-I -=c s + 1 , 
aT a"'_1 - aT I = 9 r. cf+"-l = 14 r. n 

(r= L 2 .... s). 

faIls C H passend gewählt wird; somit gilt für a = 1. 2 .... s 

also wegen (6) 

50 dass die Behauptung folgt. 

Hilfssatz 9: Sei s =- 0 eine ganze Zahl. F (x) = i ~T x" das Paly~ 
a=O o. 

nam mit DF (x) = x'. sa gilt {ilr jede Zahl I; und jedes v = o. 1. .. 
die Ungleichung 

I ((O) F(v) (1;) - F (0) rv) (1;) 1-= T~ + I • 

wa r4 > 0 nul' van 1;, v und van der Wahl der Funktion {(x) (a150 
nicht von s) abhängt. 

Beweis: Es ist 



354 

also 

s-v ~ 

wo für s < l' die Summen ;:0 leer sind. also verschwinden. und o=s~Y + I' 

gleich ~ gesetzt wird. 
"=0 

Nach Hilfssatz 8 ist 

I 
'j;Y ao A~-Ao ao-!-y ~o \ -=: 'j;v C~tl (a, + 1')1 I ~ la ~ 
"=0 a I "=0 a. 

-=: S Cf tI s" (1 + I ~ I)s -=:. rs+l, 

für geeignetes nur von ~. l' und [(x) abhängiges rs· 
Ferner folgt aus Hilfssatz 8 

I a o sI - as Ao I = I ao As - as Ao I -=: C 1: 1 sI. 

a180 
-=: s+1 1+ I I 1-= c s + 1 1 I as Ao I = C 13 S ao s. = IS S, 

• (33). 

1 .-=: sIn-I 
für passend es CIS' Da ferner nach (6) die Ungleichung ~ = C6+1 

gilt. folgt 

für geeignetes C 16• Daher ist mit Rücksicht auf (6) 

(34) I 

C"+v-!-I l 
I 
A 00 ao-!-v /:0 -=: cs-!-I S In .. ~ __ 7 _____ 1 ~ I" 2: .--" - 16 • ~ I ( + )/n-l o a.I - o=s-v+1 a. a l' O=s·-Y + I 

r s + 1 
-=: cs+1 In .. _6 __ r s+1 
= 16 S. sIn - 7 • 

wo r
6

• r
7 

positive nur von ~. l' und [(x) abhängige Zahlen sind. 

Aus (32). (33) und (34) folgt 

I f(O) F(v) (~)-F (0) rvi (~) I-=: rs+l + r;-!-I. 

so dass die Behauptung bewiesen ist. 

Hilfssatz C: Sei x = 0 [ür Df(x) = 0 regulär. sei I eine natürliche 

2ahZ. [emer 
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und schliesslich F (x) das nach Hil[ssatz A eindeutig bestimmte Polynom 
mit DF (x) = G (x). Dann gibt es zu jedem ~ und jedem l' = O. 1 .•• 
eine nul' von ~, l' und von der Wahl der Funktion [(x) abhängige 
ZahZ r> O. so dass 

ist. 

Beweis: Sei }<;, (x) das Polynom mit DF;, (x) =.x I. (J. = O. 1. ... 1). 
.so ist wegen der Additivität des Operators D 

I I I 

DF (x) = G (x) -= 2: gi, xl. == 2' gi, DFI. (x) = D 2: g). F~ (x). 
),=0 1.=0 1.=0 

a1so 
I 

F (x) = 2: gl. Fi, (x). 
1.=0 

Andererseits ist nach Hilfssatz 9 

I [(0) Ft) (~) - FI. (0) [(V) (t) 1-== r~ + 1. 

wo 1~ > 0 nur von ~. l' und von der Wahl von [(x) abhängt; also 

bei geeignet gewähltem r> o. womit die Behauptung bewiesen ist. 

§ 5. Folgemngen des Satzes und Literatumngabe. 

Sei Xo eine rationale Zahl mit Pn (xc) 1= o. Aus Formel (4) der Ein~ 
Ieitung folgt dann 

n ro
) (xo) + 2: Pvv [(o+v) (xo) = 0 (0 = O. 1. .. ). 

y=1 

mit rationalen pov und insbesondere pan = Pn (xo) :;I:. O. Mit Hilfe dieser 
Formel lässt sich jeder Ausdruck 

N 
2: Av [(v) (xo). 

1'=0 

mit rationalen Av und ganzem N::=- 0 in 

n-1 
2: al' [(v) (xol 

v=o 
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mit rationalen a,. überführen. Daher folgt aus dem in dies er Arbeit bewie~ 
senen Satz: 

Sind Xo. XI' ... Xr rationale Zahlen. ist Xo von XI. X2' ..• Xr verschieden 
und regulär {tir D{(x) = 0. N=-O eine ganze Zahl. sind aa> (e = 0. l. ... r: 
v = 0, 1 .... N) rationale Zahlen. so {olgt aus 

N 

~ 2' aa> {'» (xa) = ° 
a=O >=0 

die Beziehung 

N 
~ aov f(» (xo) = 0. 

,'=0 

Jedes Polynom p (x) genau vom Grade n-l mit rationalen Koeffi~ 
zienten lässt sieh in der Form 

n--I 

p (x) = ~ P>+I x(x-l) .. (x-v + 1). 
>=0 

pn *- 0. 

mit offenbar rationalen pv+ I schreiben. Man zeigt leieht, dass. falls 

(0) (1) alle von Null verschieden sind. die ganze Funktion p .p ... 

dann der Differentialgleichung 

fdx)- i pyx>-lfl»(x)=O. (35) 
>=1 

genügt. Beachtet man. dass jede Zahl x*-O regulär ist. so folgt durch 
Anwendung des Satzes: Sind Xo. XI' ..• x, rationale Zahlen. die von 
einander und von Null verschieden sind. sind a. ac• (e = 0. 1. ..• r; 
v = 0. 1 •.. , n-l) rationale Zahlen. so folgt aus 

dass alle Koeffizienten aa', also auch a. gleieh Null sind. Also: 
Ist p (x) ein Polynom genau vom Grad n mit rationalen Koefflzienten. 

das ftir x = 0. 1 ... nicht verschwindet. ist 

fr (x) = 1 
00 1 X O 

~ -
0=1 P (0) P (1) .. p (0-1) af' 

und sind Xo. Xl' ... Xr rationale Zahlen. die van einander und van Nul! 
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verschieden sind. so sind die (r + 1) (n + 1) + 1 Zahlen 
(e = 0. 1 .... r; v = 0. 1 •... n) linear unabhängig in' bezug 
Körper der rationalen Zahlen. 

1. {I» (xa) 
auf den 

HURWITZ I) hat die ganze transzendente Funktion {2 (x). die der Gleiehung 

f2 (x) + a f; (x) + b x f; (x) = 0. b*-O. 

genügt. und die eng mit BESSELschen Funktionen zusammenhängt. 
arithmetisch untersucht. Er fand für rationale a. b und rationales Xo *- 0. 
dass das Verhältnis D (xo) : f' 2 (xo) irrational ist. Dieses Ergebnis wurde 
später von STRIDSBERG 2) und MAlER 3) verallgemeinert und führte schliess~ 
lich zu dem bekannten SIEGELschen Transzendenzsatz über BESSELschen 
Funktionen 4). 

STRIDSBERG 5) behandelte ausserdem die ganzen Funktionen fl (x) mit 
(35); das STRIDSBERGsche Ergebnis fünrt also zu der oben genannten 
Folgerung unseres Satzes. Allgemeiner fand CARLSON 6): Ist V (x) ein 
Polynom vom genauen Grad n + 1 mit rationalen Koeffizienten. das für 
x = O. 1. .. nieht verschwindet. wird 

00 x" 
cp (x) = X V ( ) V ( ) ( 

0=0 ° 1 .. V a) 

gesetzt. sind Xo. XI ...• Xr rationale Zahlen. die van einander und von 
Null verschieden sind, so sind die 1 + (r + 1) (n + 1) Zahlen 1. cp(» (xa) 
(e = O. 1, ..• r; v = 0, 1 •..• n) linear unabhängig in bezug auf den Körper 
der rationalen Zahlen. Dieses Resultat ist ab er nieht in meinem Satz 
enthalten. 
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