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bildung im Kebnekaise-Gebiet hat QUENSEL ') darauf hingewiesen, dass
— auch wenn die Umkristallisation iiber die Kataklase iiberwiegt — zuerst
die mechanische Zertriimmerung sich vollzogen hat und dass erst spater
Umbkristallisationserscheinungen diese Struktur mehr oder weniger verhiillt
haben. Es ist verstandlich, dass in seinen Orthohartschiefern erst die
Verkleinerung des Korns und die Ausbildung der Schieferung die Zirku-
lation der Lésungen erleichtern musste, bevor die Umkristallisation rich~
tig vor sich gehen konnte. In den untersuchten Hartschiefern vom Abis-~
kojokk sind kataklastische Erscheinungen verhaltnisméssig selten. In den
grobkérnigen Quarz-Feldspat-Einlagerungen sind sie deutlich entwickelt.
Es ist moglich, dass durch ein urspriinglich feineres Korn und eine ur-~
spriingliche Schichtung die Umkristallisation beschleunigt wurde und in
vielen Gesteinen die kataklastischen Stadien in geringerem Masz als im
Kebnekaise-Gebiet oder gar nicht durchlaufen wurden.

Zusammenfassung.

Wie in den 8stlichen Randgebieten kommen auch im westlichen Teil des
Gebirges siidlich vom Torne Trésk rein klastische Gesteine — vorwiegend
Arkosen und Schiefer — zwischen den Hochgebirgsbildungen und dem
Grundgebirge eingelagert vor 2). Die epi-bis mesometamorphen Hart-
schiefer liegen hoher als die rein klastischen Gesteine. Bewegung und
Kristallisation weisen auf eine kaledonische Dynamometamorphose, die
wihrend der Bildung der Ueberschiebungen in Zonen starker Bewegung
stattfand. Die Kennzeichen der Hartschiefer weisen auf eine hauptséchlich
parakristalline Deformation von einer z. T. aus Sandsteinen und Arkosen
bestehenden Schichtserie, und es ist mdglich, dass vom Anfang der Meta-~
morphose an die Kristallisationsgeschwindigkeit in Hauptsache gleich oder
grosser war als die Deformationsgeschwindigkeit. Ein einigermassen be-
deutender Altersunterschied zwischen den sedimentaren Hartschiefern und
den rein klastischen Sedimenten kann aus dem metamorphen Charakter der
von uns untersuchten Hartschiefer nicht abgeleitet werden.

In einem Teil der, durch pra- bis parakristalline Deformation gekenn-
seichneten, iiberschobenen Glimmerschiefer am Ostabhang des Nuolja
kann eine #ltere und eine jiingere Metamorphose unterschieden werden.
Die jiingere ist — wie die der Hartschiefer — eine kaledonische Dynamo-
metamorphose, Sie hat hier destruktiv gewirkt und hat manchen Gestei~
nen ein , jiingeres” Aussehen verliehen. Die &ltere Metamorphose kann in
den von uns untersuchten Gesteinen zeitlich nicht genau festgelegt werden;
sie kann kaledonisch oder &lter sein. In vielen Gebirgen sind die meta-
morphen Gesteine durch petrographische Vergleiche vielfach fiir alter

1) P. QUENSEL. loc, cit. S, 105.
2y P. ]. HoLmquist, loc. cit. S, 60.
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gehalten als sie in Wirklichkeit sind. Sie sind allmshlich in héhere strati-
graphische Horizonte hinaufgeriickt. Aber umgekehrt kénnen Gesteine
durch retrograde Metamorphose jiingeren Gesteinen petrographisch &hn-
lich werden. Die genaue Abschétzung des proportionalen Anteils der dlte-
ren konstruktiven und der jiingeren destruktiven Metamorphose in den
Glimmerschiefern und Phylliten des Nuolja ist fiir die Tektonik dieses
Gebiets von grosser Bedeutung.

Mathematics, — Arithmetische Eigenschaften einer Klasse von Dezimal-
briichen von KURT MAHLER in Krefeld. (Communicated by
Prof. J. G. vaN DER CORPUT).

(Communicated at the meeting of April 24, 1937).

Da iiber die Dezimalbruchentwicklung der klassischen transzendenten
Zahlen, z.B. e und n, auch heute noch fast nichts bekannt ist 1), so hat
es ein gewisses Interesse, spezielle Dezimalbriiche zu konstruieren, deren
Transzendenz sich zeigen lasst, ohne trivial zu sein. Ich behandle hier
Dezimalbriiche folgender Gestalt: Unter [ (k) werde ein ganzwertiges
nichtkonstantes Polynom verstanden, das fiir k=1 positiv ist und mit k
gegen + oo strebt. Alsdann bedeute ¢ den Dezimalbruch, der entsteht,
wenn hinter das Komma der Reihe nach nacheinander die dezimal
dargestellten natiirlichen Zahlen f (1), f(2), [ (3), ... hingeschrieben
werden; z.B. wird also so dem Polynom f (k) = £ (k2 + k) der Dezimal-
bruch

0,1 36101521 28 36 45 55 66 78 91 105 120......

zugeordnet. Fiir alle Zahlen ¢ dieser Gestalt wird bewiesen:

.0 ist transzendent, aber keine LIOUVILLE-Zahl.”

Ein ganz gleichlautendes Resultat gilt auch noch, wenn statt solcher
Dezimalbriiche analog gebildete Briiche in bezug auf eine beliebige
Zahlsystem-Basis ¢ =2 betrachtet werden; darum wird in der vorliegen-
den Arbeit sogleich der Fall eines allgemeinen natiirlichen ¢== 2 zugrunde
gelegt. Jedoch mache ich die Annahme, dass f(x) fiir alle reellen x >>1
monoton im strengen Sinn zunimmt, weil dies die Betrachtungen wesent-

_ lich vereinfacht, Hierin liegt aber nur eine scheinbare FEinschrankungs;

lasst man ndmlich endlichviele Anfangsziffern von ¢ fort, was auf eine
ganze lineare Transformation von ¢ mit rationalen Koeffizienten hinaus-
kommt, so ist diese Forderung fiir die Folge der Restziffern von selbst

- erfiillt.

Der Beweis der beiden Aussagen iiber ¢ beruht wesentlich auf einer

1) Wegen einiger elementarer Aussagen vergl. eine demniachst in Mathematica B
{Zutphen) erscheinende Note des Verfassers, Dort wird auch schon das Ergebnis dieser
Arbeit im Spezialfall f{x) = x gezeigt. . .
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auch an sich merkwiirdigen Reihenentwicklung (A) fiir diese Zahl. Indem
man diese Reihe nach beliebig vielen Gliedern abbricht, erhalt man eine
Folge von Briichen, die sehr schnell gegen o konvergieren. Die Nenner
dieser Briiche sind bis auf einen Faktor geringerer Gréssenordnung reine
Potenzen von q; mittels eines wichtigen neuen Satzes von SCHNEIDER
kann hieraus die Transzendenz von o hergeleitet werden. Dass ¢ keine
LioUVILLE-Zah] ist, ergibt sich schliesslich direkt aus einem Irrationalitats~
mass (B) fiir ¢, das leicht aus den Eigenschaften seiner Naherungsbriiche

folgt.

1. Sei f(x) ein ganzwertiges Polynom in x genau vom Grad m == 1,
das fiir alle x =1 selbst == 1 ist und monoton im strengen Sinn zunimmt.
Die Umkehrfunktion x == g(y) von y==[(x) nimmt folglich fiir y == f(1)
ebenfalls monoton im strengen Sinn zu und ist stets = 1.

Bedeutet g =2 eine feste natiirliche Zahl, so gestattet jede der natiir-
lichen Zahlen f(k) (k== 1, 2, 3, ...} eine eindeutig bestimmte Darstel-
lung

Ni

f(k)zlgo Zih qu“‘ == Zro Lkt AT Zka

im Zahlsystem zur Basis g; dabei gehéren die Ziffern Ziow Lty o e s Lk Ny,
der endlichen Folge 0,1, ..., g—1 an und es ist speziell Z;o>0. Indem
die einzelnen Ziffern der Darstellungen aller f(k) der Reihe nach hinter
dem Komma niedergeschrieben werden, ergibt sich der Bruch

o:O,ZloZ“...Z1N1220Z21co'ZZNQZ30231~“Z3Ns"’

zur Basis g, dessen arithmetische Eigenschaften im folgenden untersucht
werden sollen. Zu diesem Zweck werden wir zundchst eine einfachere
Reihenentwicklung fiir ¢ herleiten.

2. Sei n die durch die Ungleichungen

eSS @]

definierte natiirliche Zahl, ferner
jao1 =0, jp=I[g (g" — V)] fiir yv=n,n-+1lLn+2,....

Fiir jede natiitliche Zahl »=n werde unter J, die Menge aller natiir-
lichen Zahlen k mit

g <flk)<q—1
verstanden. Man sieht leicht ein, dass k dann und nur dann zu J, gehort,
wenn

R N RNy

ist; J, enthalt also j,—j,—1 Elemente. Da f(k) im System zur Basis g dann

und nur dann v-stellig wird, wenn k in ], legt, so ist demnach die
Gesamtanzahl der Ziffern aller »-stelligen Zahlen f(k) gleich

V(ja' _‘jv—l)
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und folglich die Gesamtanzahl der Ziffern aller héchstens (»—1)-stelligen
Zahlen f(k) fir y==n gleich 0 und fiir »>n gleich
y—1

Z B (fu— Ju-1)

u=n
Ferner entsteht fiir » = n die kleinste, bzw. die grosste -stellige Zahl
[(k), wenn k==j,_ + 1, bezw, k=7, ist.

Somit ist der additive Beitrag, den die Ziffern von F(k) zu o liefern
fiir k& in [, gleich ’

f(k) g
und fiir k in J, mit ¥ > n gleich

v -1
- X A”’(j/,(,“‘jlu—l)_"(k"‘jv --])

R q ,
denn eine etwaige i-te Stelle Z hinter dem Komma in der Entwicklung
von ¢ zur Basis q liefert den Beitrag Zg~* zum Wert von . Indem die zu
allen k=1, 2, 3, ... gehérigen Teilbeitrige addiert werden, ergibt sich
damit fiir o die folgende Reihenentwicklung:

. . v—1
JIn - ?_ /‘(fy”jﬂ—l)'*"vjv—l Jy

o= 3 flyqgk+ 3 q " z =k
k=1 v:n+lq k:jv__lu;_]f(k)q )

3. Diese Entwicklung kann noch vereinfacht werden, da die Summen

Jy
S,= 3 k)yq=** =n,n-
k:j,,_l—!-lf( )q (r=n.n-+1,n4+2,...
si(?h bekanntlich explizit angeben lassen. Am einfachsten gelingt dies
mittels der folgenden Formel aus der Differenzenrechnung 2):

® = x* A F(0)
2 F Z i‘-————
2=0 (z)x hfo (1 ——x)"“ ’
Dabei bedeutet F(z) eine fiir z==0, 1, 2, ... definierte Funktion und

h /' h
N F@= 3 ( i ) (—1)f Fle+h—i) (A0 F(z)=F(z))
ihre h-te Differenz an der Stelle z (h=60, 1, 2, ...).

Um von dieser Formel Gebrauch zu machen, werde S, in der Form

SV:q—v(jv_wnz:Zo Flzjoi+1) g7 —g-"Us+ %v“’o Flz +jo+ 1)q=

geschrieben und x==q—* gesetzt. Da die Differenzen (m -+ 1)~fen und

2) siehe z.B.: CESARO-KOWALEWSKI, Elementares Lehrbuch der algebraischen
Analysis und der Infinitesimalrechnung (Leipzig 1904), § 807 ¢. Offenbar eriibrigt sich

im betrachteten Fall jeder Konvergenzbeweis.
&

Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol XL, 1937. 28
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hoheren Grades der beiden Polynome f(z -+ j”—; + 1) und f(z-+j, + 1)

identisch in z verschwinden, so folgt alsdann
S, == q*“’fv-l A, — g B,
mit den Abkiirzungen

o DG t]) g 3 AYGED

A= g BT A
Mittels dieser Gleichung lassen sich alle Teilsummen S, aus der.im
vorigen Paragraphen abgeleiteten Gleichung fiir o eliminieren. Das ergibt:

v—1
~ 2 plip—ip— Dty -1

o=(A,—qnB)+ 3 ¢ 7" (=1 Av—q " B,),

v=n-+1

und. schliesslich. durch Zusammenfassen aller Glieder mit gleichem
Exponenten von g und Finsetzen der Werte von A, und B,:

oo A
(A): O"”h:o(q __l)h F1'+'
3} ,,vélu(j#_jﬂ_l) m . ) 1 B 1 -
—{_1,::[2_“1 q [ IIEOA f(.]i’——l-i_l) (qv_'_ l)h+1 (qv—l + 1)h+1 .

4. Das letzte Ergebnis fithrt nun leicht zur Aufstellung einer Folge von
Briichen P, [Q,, die ausserordentlich schnell gegen ¢ konvergieren und
damit den Transzendenzbeweis ermdglichen. Sei D, fiir jeden Index
s >=n + 1 das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen

q"——l, q"'HMl,..‘,qs-’—l,

weiter
s—1
Q Dm+1 Mf M(]/L"J,u,—l)
und
. m o ARF(1)
—q) 5 AL
P, Q hfo("—l)u
y—1 ) ’
s = Z mlip—iu—1) m 1 1
+ > q“:" i Z AFF(jo-1+ 1) (q 1)h+1———(q1’——1_—1)h+1 ’
v=n+l
ferner
s #(1# ju—1 m 1 1 )
ad w=n h 4 - ; .
RS:1,2%+1Q ¢ E AN f(]1'~1 + 1) ((qw . 1)h+1 (QV~1__ 1)h +1
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Es besteht also die Gleichung
6 — g’T =R, . . . . . . . ..

Q. ist definitionsgemidss eine natiirliche Zahl. Aber auch P, ist ganz
rational, denn die Koeffizienten

AMf(1) und A f(jioi 1)

sind als Differenzen ganzwertiger Polynome an natiirlichen Stellen des
Argumerits ganze rationale Zahlen, so dass die Nenner der einzelnen
Summanden von P, durch den Faktor Q, weggehoben werden. Wir

werden fiir log Q, und log R, asymptotische' Formeln ableiten und be-~
ginnen dazu mit einer solchen Formel fiir

v—1

iy = 2 pJe=Ju-)=—1) jo1 — (uFJar 1+ . .+ jo2).

Als Polynom m-ten Grades, das fiir x — + o gegen 4 o strebt,
gestattet f(x) eine Darstellung

f=aman (14 54 5 ),

wo o eine positive Konstante und ¢4, ay, ..., a, gewisse reelle Zahlen sind.
Die Umkehrfunktion von y==f(x) wird alsdann gleich

x=g(y)=ay'l" 4+ O(1).
Wegen
Jn=1lg(g"—1)]
ist also insbesondere

Ju== aqﬂlm + O (1)
und damit

it 1 |
=ap—1)g " +0(qgn )
Erstens ist nun die natiirliche Zahl

sttl)

D, <q.¢*.¢*...q¢o=q 2 ,

so dass sich aus der vorigen Formel fiir i, und der Definition von Q, die
Beziehung

s—1
logQ.crals—1)q™ logqg. . . . . . & (2
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ergibt. Hiernach ist insbesondere

s> log Qs =4

Zweitens ist fiic ¥ = o

n 1 1

A=0

) r—I\m
. —1 I G 1 el SR _i).
D e L . yizi= (11

da die Terme mit h>>1 sich gegen den mit h=0 vernachlassigen lassen.
Der Summand von R, mit »==s -t 1 hat also offenbar hohere Grossen~

ordnung als alle folgenden, und man erhilt

und erst recht

IOgIR,lmf—asq;Iogq O € 4
Hieraus folgt fiir alle geniigend grossen s
R.AO0 . . o o o o e (5)

Ferner ergibt sich wegen (2) die Limesgleichung

o logR| w6
sl-l-r)noo lOng o q <

und die asymptotische Formel

s—1

1
logIQsRs\V)—aS(Q"'"l)CZ"’ logq, - . . . (D

so dass also von einem s ab
l Qs Rs\ < ‘ Qs—l Rs-I ‘ . . . ., B . . . (8)

ist.

5. Von TH. SCHNEIDER wurde vor einiger Zeit folgender Satz 1?e~
wiesen: ,.Zu der reellen Zahl § gebe es eine Konstante x> 1 und eine
unendliche Folge von Briichen

poP2 Py
Q1'Q2 qs
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deren Nenner von einem s ab monoton zunehmen und Potenzen einer
festen natiirlichen Zahl q darstellen, derart dass
log qs+1

< q;* und I —2
<q nd  lim sup = S0

9 — Ps.

qs
ist. Dann ist ¢ transzendent.” Eine Durchsicht des Beweises dieses Satzes
zeigt ohne Miihe, dass ¢ auch dann noch transzendent ist, wenn die
Bedingung, dass die g, Potenzen von g sind, durch folgende schwichere
Forderung ersetzt wird 3): ,,Fiir jeden Index s kann q, = q.q als Produkt
einer natiirlichen Zahl g, mit

0<

lim 0945 _
s—>= log q,

und einer reinen Potenz q, von ¢ dargestellt werden.”
Identifizieren wir ¢ mit ¢ und nehmen wir eine willkiirliche Zahl » mit

1 <x<qlm,

so haben die Néherungsbriiche P, /Q, wegen (2) von einem s ab monoton

e 1
zunehmende Nenner; nach Definition ist ferner Q,=D7 "', ¢*, wo der

erste Faktor der Gleichung

-

) lOg D;n+1 .
sinm log Qs o O §

geniigt und der zweite eine reine Potenz von ¢ ist; endlich gilt wegen
(1), (5) und (6) fiir geniigend grosse s

b, —
00— . < Qs
und es ist wegen (3)
liT_,SSP l‘)lggQé:‘ < oo.

Alle Voraussetzungen der vorigen Verallgemeinerung des SCHNEIDERschen
Satzes sind demnach erfiillt, und man kommt zu folgendem Resultat:
Satz 1: Die Zahl o ist transzendent.

6. Zu jedem Bruch P/Q mit schon geniigend grossem Nenner Q kann
wegen (8) ein Index s mit

|Q3R31<ELQ—§|Q,-1RS_1| L

3) Da SCHNEIDER selbst seinen Beweis nur skizziert, so werde verwiesen nach
folgender Arbeit des Verfassers: ,Ein Analogon zu einem SCHNEIDERschen Satz”, Proc.
Royal. Akad., Amsterdam, 39, 633—640 u. 729—739 (1936). In dem dort in allen Einzel-
heiten bewiesenen Satz 2 ist der Satz von SCHNEIDER als Spezialfall enthalten. ¢
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gefunden werden. Wegen der Identitat

b D, b
"_‘d—(a, Q)+R‘
ist alsdann entweder —g%:—g~ und also
a_'-g—:Rsy
P, p - . .
* oder a -+ a also |P,Q—PQ,| =1 und somit wegen (9):
b 1 - 1 1
4 ”6 BQQS iRs‘/ZQQ /2lel,
so dass in jedem Fall
P 1
_— — R ¢ 1)
4 Q I ,2 2 lRS| M M ( )

folgt.
Wenn nun aber Q und also auch s geniigend gross ist, so gilt wegen

(9) und (7)

s—2
—ias Im _ m
_é_ < q 3 (q Dq ’
und wegen (10) und (4)
p —Easqm
|74 '
also erst recht
248
(B): o-—é){‘}Q qllm 1

Damit ist bewiesen:
‘Satz 2: Alle Néaherungsbriiche von ¢ mit geniigend grossem Nenner
geniigen der Ungleichung (B). Die Zahl o ist also Nicht-Liouvillesch.

Herrn Dr. med. A. HEILBRONN gewidmet.

Krefeld, Marz 1937.

Mathematics. — Two remarks on VAN DER CORPUT's generalisation
of KNoPP's inequality. By V. LEVIN. (Communicated by J. G. VAN
DER CORPUT).

(Communicéted at the meeting of April 24, 1937),

1. Let a,=o (not all a,=0), 0<u<1, ¢>0, 0<p=1. Then

p

2 (O Dot Ve _ qat1 § o
F(Ll) :nfo u (ao al e an p— (i-:*iyl_‘;’ "50 an . (1)
where 0 <1==4(u, p, q) <1 is uniquely determined by
_(gtDA oFt ,
u = qT:]L—]‘“'“. e e e e e PO (1, 1)

The sign of equality in (1) holds for a, = c4" (¢>>0). VAN DER CORPUT's
inequality ') is (1) with p==1, in which case u==1 is admitted (KNOPP's
inequality). But for p==1, u==1 equality cannot occur in (1), the constant
q + 1 remaining, however, the best possible.

The proof of (1) runs as follows:

1

np

P =5 w it (a2 )07 @)@ (o)

) id 1 n n ’
; > yn Adat1. > ( >qn—m az; }'-—mt’

n=0 (q+l)nm:0 m
.. _Pa P
o lll q+1IN\Nm o n qulq+1 n~—m
- 2 abP [ 2
m=0 ”’( q+1 ) _m<m)( q+1 )

L. P
o Lll qg+1\m qulq—l-l —m- 1
= 3 a¢ | ———— —a=r
mzom(q+1>< q+l)
=(qa+1) X av imt-»)

1) “Generalisation of an inequality by KNOPP", these Proceedings 39:(1936), 1053£1055.






