Mathematics. — Contribution a la théorie additive des nombres. Par
J. G. vaAN DER CORPUT. (Troisiéme communication).

(Communicated at the meeting of April 30, 1938).

Lemme 6: Si nous désignons par a un nombre positif =1 et par
t un entier =4, nous avons

t—2 h—1+a £ tha

hfz log (t—h) alogt < (log §*’

oi cy ne dépend que de a.
Démonstration: Nous avons

5 ptta log t— log (t— h)
=h=c- V% log (t—h)

= 5 (h_—%l)‘”“logt—log(t—h)

=<h=e- )i\ 2 tlogt

t
22—« . i+« t
< Iogt'J u (logt__u) du
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22—:1 t* " ~ N 1
= Iogtjv 1+ (Iogl——_vv)dv.
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h-1+ea log t—log (¢ —h) — > (L)1 +e log t

= - log 2

V en= 2 log (t—h) )V t<h =2

log ¢
l—a g—t+a "7d
L= log 2

et

t—2 =
P h'te __ — <C5°,
h=2 a

cso désignant un nombre dépendant uniquement de a. Le lemme est
donc une conséquence de I'identité

t=2 77h—1+ll - t—2 h—1+tl J_ t—2 R log t_log (t___h)
;,fz log (t—h) hfZ log t + log ¢ h{g . log(t—h)

Comme je l'ai déja fait remarquer dans la deuxiéme communication,
il est possible de déduire les propositions 3 et 4 de la proposition 2,
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mais aprés avoir écrit la communication précédente, j'ai constaté que
dans la proposition 2 la condition, exprimée par l'inégalité (22), est
superflue, c'est-a-dire, au lieu de la proposition 2, j'ai également a ma
disposition le théoréme suivant.

Proposition 5: Supposons que les conditions de la proposition 1
soient vérifiées, que la fonction H (q, t) posséde la propriété multiplicative,
exprimée par (18), et qu'elle satisfasse pour tout nombre naturel q, tout
entier t et tout nombre naturel m a [inégalité

1
1+—

H@)|=Zyanqg ™. . . . . . . . (32

Sous ces conditions on a pour tout nombre positif m et pour tout
nombre w >m

Aloglog t
[N] logp
SILO—A@® U 3 H@. 0P <cs [PI"?Nnm,
t=2 P =0

ou cs; dépend uniquement de m, I, w et des suiftes (y) et (1).
Démonstration: La démonstration est analogue a celle de la
proposition 2. Nous appliquons la proposition 1, ou m est remplacé
par le plus petit entier = m + 1, de sorte que nous trouvons un entier
6=m+ 1, dépendant uniquement de m et de la suite (3), et aussi un
nombre cy5, dépendant uniquement de m, [ et des suites (y) et (i), tels
que la seconde formule, figurant a la page 355, soit vérifiée. De la
méme maniére que dans la démonstration de la proposition 2 pour le
résultat analogue nous observons qu'il suffit de déduire les inégalités

S |2:Hqt)?*<c; Nnm (r=6,7 et 8);. . . (33)

V' N<:=N a

3¢ est étendu a tous les nombres naturels g =n" possédant au moins

q
un diviseur p* > (log )”; 3; est étendu a tous les entiers g > n° et
q
1

= N#**7 dont tous les diviseurs de la forme p* sont = (log #)”, tandis
1

que 3 est étendu a tous les entiers g > N*'+7 dont tous les diviseurs
q

de la forme p* sont = (log t)”; dans cette démonstration csj, Cs3,...,Cgs
dépendent uniquement de m, I, w et des suites (y) et ().

On a
> | 2¢H@)pP= =2 3¢ S¢H(q.0 H(q.0) = U, + U,

V' N<t=N 4 V' N<t=N 4 4

ou U, est la contribution des termes avec ¢ —q’, tandis que U, est la
contribution des autres termes. Dans chaque terme de 3¢ on a

q
29*
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q > (log )» =(} n)*; en appliquant (32), oit m est remplacé par le plus

petit entier =

w
p on obtient donc

gy 8=m
] U3 | = Cs3 N > q # < Cs4 Nn—m,

q>@En)”

De la méme maniére que dans la démonstration de la proposition 2
pour le résultat analogue on trouve
gz

"] q—1 a a
ai=lE F ofa(2)e(2)
|t 3q=1 2 q‘ q q

a,q)=

("1 2

27143 b qz’”g en vertu de (3)
q=1

< cs5 27143 < oo Nn—.

De la méme maniére on démontre qu'a l'expression

3 |3;H@tHP= 3 >, 3;H(qt)H(.1)
V'N<t=N 4 V'N<t=Na ¢

la contribution des termes avec q — q’ est inférieure a

g—m

csyN 2 q_2+T<Css..N"_'"

q>n’

et que la contribution des autres termes est tout au plus égale a

1
[N41+7 41+6

nil 3 @22 <osy N Lo Nn—m,
q=1

1
Pour tout Q=2 N*'+7 nous avons logt=n < (414+7) logQ; en

appliquant de lemme 5 (p. 353) avec o = et x—=(log £)!*%, nous

1
242w
trouvons que la somme J; renferme moins de

q

1 1 Ve , 1
P IV S
ce Q 2424 @tV log e <cep Q 3t

termes tels que l'on ait 1 Q< ¢=Q. La contribution de ces termes a
SsH(q.t) est, en vertu de (32), oi m est remplacé par le plus petit
q

1
entier = 6 + 6 w, inférieure a c5; Q 6162, On a donc

1

| SsH(q. t) | <ceg N E+69AID L cpp p—m,
q

d'oil suit l'inégalité (33) pour z=328.
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Ainsi nous avons obtenu (33) pour =6, 7 et 8, de sorte que la
proposition 5 est démontrée.

Cette proposition me permet de trouver au lieu de la proposition 4
le résultat suivant:

Proposition 6: Si m est un nombre positif et si v est supérieur a
3mg +2m + 2g, presque tout entier t =4 tel que t— v (0) soit premier
avec G satisfait a la relation

F(r):(1+—”—m)a>(t)9f<r) oa [6]<1.
(log £)

Le nombre des exceptions = N est méme pour tout N =3 inférieur a
ces N (log N)~™, ou c¢s dépend uniquement de m,»v et du choix du
polynéme vy (x).

Dit d'une autre fagon: on peut remplacer le second membre
22-23mg+2m-+2g) de (30) par 3mg+2m-+2g. Il va sans dire
que la proposition 4 suit immédiatement du dernier théoréme pour tout
g=2. Dans le cas particulier ot g est égal a 1, la proposition 4 est
évidente; en effet F (f) est alors simplement le nombre des maniéres dont
on peut écrire t sous la forme p+ bx -+ b’, ou b et b’ sont des entiers
donnés (b > 0); l'inégalité (31) est alors valable pour tout nombre naturel
suffisamment grand f tel que t— b’ soit premier avec b.

Les propositions 3 et 6 ne sont que des cas particuliers des propositions
7 et 8 figurant dans la suivante application.

Deuxiéme application.
Introduisons un polynome

px)=bxs+... (b>0, g>0)

du g*®me degré qui prend des valeurs entiéres pour toutes les valeurs
entiéres de x; introduisons en outre deux nombres naturels K et U et
un entier u premier avec U. Posons la question quels nombres naturels £
possédent la forme Kp + v (x), ot p estun nombre premier = u (mod U)
et x un nombre naturel.

Désignons par G le plus grand commun diviseur de tous les nombres
w(x)—w(0), ou x est entier. Soit E l'ensemble des nombres naturels ¢
qui satisfont pour tout facteur premier P de KUG a la condition
suivante, dans laquelle P” désigne la puissance la plus élevée de P qui
est un diviseur de K U.

1. Si P n'est pas un facteur de U, il existe au moins un entier X
tel que y (X)—t soit divisible par P“, mais non par P»+!,

2. Si P est un facteur de U, il existe au moins un entier X tel que
v (X)+ Ku—t soit divisible par P*.

Considérons d’abord un nombre naturel ¢ qui n’appartient pas a cet
ensemble E et qui posséde la susdite forme Kp-+ v (x) ot p=u (mod. U).
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Puisque ¢ n’appartient pas a E, au moins un facteur premier P de
K UG jouit de la propriété suivante:

1. Si P n'est pas un facteur de U, tout nombre de la forme y(X)—¢
(ou X est entier) qui est divisible par P”, est méme divisible par P»+!,
Parce que U n'est pas divisible par P, le nombre K est divisible par
P>, de sorte que — Kp =1y (x)—t¢ est divisible par P”, c'est-a-dire par
P»+1, d'ou il suit que p est divisible par P, donc égal a P.

2. Si P était un facteur de U, il n'y aurait aucun entier X tel que
w(X) + Ku—t soit divisible par P”; ce cas est donc exclu, puisque
p(x) + Ku —¢ est divisible par KU, par conséquent par P”.

Ainsi nous avons obtenu le résultat suivant:

Si un nombre naturel t, n'appartenant pas a E, posséde la susdite
forme Kp 4 w(x), ot p=u (mod. U), ce nombre p est nécessairement
un facteur de KG.

Pous les nombres appartenant a E je déduirai le résultat suivant:

Proposition 7: Presque tout entier appartenant 4 E posséde la
susdite (forme. A tout nombre naturel m correspond méme un nombre
ce7 dépendant uniquement de m, K, U et du choix du polynéme vy (x)
tel que le nombre des exceptions =N soit pour tout N=3 inférieur
a cg; N (log N)—™,

Je vais traiter plus amplement un cas particulier. Je me demande quels
nombres naturels ¢ possédent la forme t—=3p + x*, ot p est un nombre
premier =1 (mod. 3) et ou x désigne un nombre naturel. Dans ce cas
on a

K=U=3 u=G=1, ypx=x%

E est I'ensemble des nombres naturels ¢ auxquels correspond au moins
un entier X tel que X*+4 3 —¢ soit divisible par 9. E est donc
I'ensemble des nombres naturels ¢ qui sont congrusa 1, 3, 4 ou 7 (mod. 9).
Ainsi nous obtenons le résultat suivant: presque tout nombre naturel ¢
qui est congru & 1, 3, 4 ou 7 (mod.9) posséde la forme t=—3p 4 x*,
ol p est un nombre premier =1 (mod. 3). De la méme maniére nous
trouvons: presque tout nombre naturel ¢ qui est congru a 1, 4, 6 ou 7
(mod. 9) peut étre mis sous la forme ¢t =3p 4 x*, o le nombre premier
p est =2 (mod. 3).

Afin de démontrer la proposition 7, il suffit de traiter le cas particulier
ot y (x) est un polyndme a coeflicients entiers. En effet, supposons que
ce cas particulier est déja démontré. Les coefficients du polynéme g/ v (x)
sont entiers. g!/G est le plus grand commun diviseur de tous les
nombres g/ vy (x)—g/! v (0), ot x est entier. Soit E* |'ensemble des nombres
naturels r qui satisfont pour tout facteur premier P de g/g!/KUG a
la condition suivante, dans laquelle P> désigne la puissance la plus
élevée de P qui est un diviseur de g/ KU:

1. Si P n'est pas un facteur de U, il existe au moins un entier X
tel que g!/y(X)—r soit divisible par P>, mais non par P=*1,
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2. Si P est un facteur de U, il existe au moins un entier X tel que
g!y(X)+ g! Ku—1 soit divisible par p=.

Afin de démontrer que pour tout élément ¢ de E le produit g!¢
appartient a E*, je distingue trois cas différents:

I. Soit P un facteur de KG, mais pas de U. L’entier X tel que
w(X)—t soit divisible par P”, mais non par P”*!, satisfait a la condition
que g!/y(X)—g!t est divisible par P-, mais non par P>+

II. Soit P un facteur de U. L'entier X tel que v (X) + Ku—¢ soit
divisible par P* satisfait a la condition que g!/y(X)+ g/Ku—g!¢t est
divisible par P%.

III. Soit P un facteur de g/, mais pas de KU G. Alors P- est la
puissance la plus élevée de P qui est un diviseur de g!/. Puisque P
n'est pas un facteur du plus grand commun diviseur G de tous les
nombres w(x) —w(0), ot x est entier, on peut trouver un entier X tel
que w(X)—t ne soit pas divisible par P, de sorte que g/y(X)—g!t
est divisible par P, mais non par P=*!.

Ainsi j'ai démontré que g/ f appartient a E* pour tout nombre ¢t
appartenant a E. D’aprés la proposition 7, appliquée avec g!vy(x),
g!K, g!G, g!N et E* au lieu de y(x), K, G, N et E, presque tout
nombre g/t appartenant a E* posséde la forme g! Kp -+ g!y(x), dans
laquelle le nombre premier p est congru a u (mod. U), tandis que x
est un nombre naturel. Le nombre des exceptions =g/ N est pour tout
N =3 inférieur a ¢;; N (log N)™™, ou cs, dépend uniquement de m, K, U
et du choix du polyndme v (x). Par conséquent presque tout entier
appartenant & E posséde la forme Kp -+ w(x), ou p est congru a
u (mod. U) et le nombre des exceptions = N est pareillement inférieur
a cs; N(log N)—m.

Dans ce qui suit dans cette deuxiéme application je me bornerai a
un polynome w(x) dont tous les coefficients sont entiers.

Désignons par F(f) le nombre des maniéres dont on peut écrire un
entier donné £ > 1 sous la susdite forme ; posons

1 t—2K h

Pl)=K"g™b o971 (U) = T ey

(34)

(@ (¢) s'annule donc pour tout ¢t< 2K + 2) et
Q)= I Wi(p¢.

p=(logt)"

ou W (p, t) est défini pour tout entier ¢ et pour tout nombre premier p
de la maniére suivante (dans cette définition p” est la puissance la plus
élevée de p, qui est un diviseur de KU):

pour un nombre premier p qui n'est pas un facteur de U, le produit
(p—1) W(p,t) est le nombre des nombres naturels h =p”*! tels que
w(h)—t soit divisible par p”, mais non par p”*!;
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pour, un facteur premier p de U le nombre W(p,t) est égal au
nombre des nombres naturels h = p” tels que v (h) + Ku— ¢ soit divisible
par p”.

W (p. t) est positif pour tout entier £ >1 et pour tout nombre premier
p qui n'est pas un facteur de KUG. En effet, (p—1) W (p, f) est alors
le nombre des nombres naturels h=p tels que w(h)—¢ ne soit pas
divisible par p; la relation W (p, ) =0 impliquerait que p est un facteur
de tous les nombres yw(x)—¢ (x entier), par conséquent de v (x)—y(0),
de sorte que p serait un facteur de G.

Pour un facteur premier p de KUG il suit de la définition de
I'ensemble E que W(p,t) est positif ou nul, selon que l'entier ¢t > 1
appartient 3 E ou non. Si 'on choisit I'entier £ > 1 et le nombre v tels
que (log t)* soit supérieur ou égal au plus grand facteur premier de
KUG, le nombre 27 (f) est donc positif ou nul, selon que ¢ appartient
a E ou non.

Comme nous le verrons, F(f) posséde pour presque tout entier ¢ > 1
la valeur approximative P(f) 27 (f), ou » est assez grand. Cette remarque
est évidente pour les entiers f>>1 n'appartenant pas a E. En effet,
pour un tel nombre, F(f) est, comme nous l'avons observé, borné, tandis
que P (f) £5 (t) s'annule si 'on choisit » supérieur ou égal au plus grand
facteur premier de KUG. Pour les nombres ¢ appartenant a E la
remarque résulte de la proposition suivante:

Proposition 8: Si m est positif et si v est supérieur 8 3mg + 2m + 2g,
presque tout nombre t appartenant a E satisfait 4 la relation

F()= (1 + (Ioth)’") O D (6) ou™| < 1.

Le nombre [des exceptions = N est méme pour tout N =3 inférieur a
ceo N (log N)~™, oii cg9 dépend uniquement de m, ». K, U et du choix
du polynéme vy (x).

Il va sans dire que la proposition 7 est une conséquence immédiate
de la proposition 8. Cette derniére proposition résulte de la proposition
suivante, comme je le démontrerai dans la suite.

Proposition 9: Si M est un nombre positif et si v est supérieur a

g M, on a pour tout nombre N=3
2

(N] 1+ =
ZIFO =) 2O <coN 7 ™™,

ou c;, dépend uniquement de M.v, K, U et du choix du polynéme y (x).
Pour la démonstration de cette proposition jai besoin de 7 lemmes.
Lemme 7: (Théoréme de SIEGEL-WALFISZ). A tout nombre naturel

m correspond un nombre c;;, dépendant uniquement de m, tel que

l'inégalité

1 du
2 15w g

p=h(mod. k) 2

Ccn X
(log x)™




449

soit vérifiée pour toute valeur =2 de x, pour tout nombre naturel k et
pout tout entier h qui est premier avec k.

Lemme 8: A toute paire de nombres naturels m et K correspond
un nombre c;, dépendant uniquement de m et de K tel que l'inégalité

1 1 X

x Kok = Kx v (log x)™
p- h(mod.k) e tog ? | g

soit vérifiée pour toute valeur =2 deZx, pour tout nombre naturel k et
pour tout entier h qui est premier avec k.

Démonstration: Ce lemme est une conséquence immédiate du lemme
précédent, puisqu'on a

x Kx
‘ du 1 1 1 du 1
J logu _fzévzgxx l: v K 10 u zsuzéxx ;“’_
. 9K 2 ¢ 9K
1 v+1
B 1 1
<C73+K 2 Jdll o . @
2K=v=Kx log - log 4
K K
= 1 1 1
I -G N ey |
2K=v=Kx IOg Sl lOg S B
K K

1
<e¢;3t+ Kl@;

¢;3 dépend uniquement de%K.
Lemme 9: A tout polynéme

px)=bxv+.... (b>0)

du degré g=1 a coefficients entiers correspond un nombre positif c;4
jouissant de la propriété suivante:

Si nous désignons par A’ un nombre positif, par B’ un nombre > A’,
par y un nombre réel, par q et h des nombres naturels et si Z* est

v’éy
étendu a tous les entiers v' > A’ et = B’ auxquels correspond au moins
un nombre naturel x==h (mod. q) tel que v (x) =v’, nous avons

1 1
el =k o=
| Z*1—q'g'b s X v 9 | < ¢4
=y AI<v =B
v’éy
Démonstration: Dans le cas ot y est = A’ le premier membre
s'annule. Dans le cas ou A’ <y= B’ ce premier membre ne change
pas sa valeur si 'on remplace B’ par y. On peut donc supposer y=B’.
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Sans troubler la généralité on peut admettre en outre A’ =5, ol
cette constante, dépendant uniquement du choix du polynéme y(x), est
choisie si grande que w(v') est une fonction croissante de v’ pour
v"=c;5. A chaque point v’ de lintervalle A’ =v’' = B’ correspond
alors un seul nombre x=cy5 tel que y(x) soit égal a v’. En choisisant
a=c;5 et f=c;5 de telle fagon que nous ayons y(a) = A’ et y(f)=DB’,
nous obtenons

1= 3 1,
v’ a<x=p
x = h(mod q)
par conséquent
z*ufgqu.......(w

En vertu de
B =y =0bp"+...

on a

bﬂ":B’gl—}—O(B’*;);’.

par conséquent

et on obtient d'une maniére analogue

1
AN\s
“:(7) +0 ),
La relation

. 1
1 . v A'\s
g'b ¢ > o’ o :(%) —(T) +O(1)

A<y =P

nous apprend donc
1

1
—— _l+7
|f—a—g™'b 2 v 7 | < cz6
A'<v =B

c;6 dépendant uniquement du choix du polynéme w(x), de sorte que
l'inégalité qui est & démontrer est une conséquence de (35).

Lemme 10: A toute paire de nombres naturels g et m correspondent
un nombre naturel h et un nombre positif c;; jouissant de la propiété
suivante:

Pour tout entier P, tout entier Z =3, et tout nombre réel f tels que
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lintervalle (8 & Z—¢ (log Z)") ne contienne aucune fraction 4 dénominateur
positif = (log Z)" et pour tout polynéme réel')

x9

Z X :"-'—*“...-
=15
du giéme degré, on a
P+Z )
| 3 736 | ey Z(log Z)
x=P+1

On peut trouver la démonstration dans mon article: Ueber Summen
von Primzahlen und Primzahlquadraten, qui paraitra bientdt dans les
Mathematische Annalen (§ 3; lemme 3).

Lemme 11: A fout systéme de nombres naturels g, m et b corres-
pondent un nombre naturel [ et un nombre positif c;3 jouissant de la
propriété suivante:

Pour tout entier P, tout entier Z =3 et tout nombre réel a tels que
I'intervalle (a F Z~9 (log Z)*) ne contienne aucune fraction 4 dénominateur
positif = (log Z), et pour tout polynéme réel

pix)—=bxs+4....
du g'*me degré, on a
P+z
| > eZ:n'cz:/v(x) . < Crs Z (log Z)—m.
x=P+1

Démonstration: On peut supposer log Z=g!b. Sinon le lemme
est évident.

Je considére les nombres h et ¢;; indiqués dans le lemme précédent
et je pose {=h-+ 1. Supposons que l'intervalle (a = Z—9 (log Z)*) ne
contienne aucune fraction & dénominateur positif = (log Z)-. L'intervalle

a
(g!ba+F Z-9(log Z)*) ne contient aucune fraction 7 a dénominateur

a
—, dont le dénomi-

glbq

positif =(log Z)"; en effet, sinon la fraction

nateur est

glbg=g!b(log Z) = (log’Z)-,
serait situé dans l'intervalle (« g—:~b Z=9 (log Z)"), donc dans l'intervalle
(aF Z-9(log Z)*). Si l'on pose

y(x)=g!bz(x) et f=gl!ba

on obtient donc moyennant le lemme précédent

P+Z P+Z
| 2 emev | =| X3 el | ey Z(log Z)m.
x=P+1 x=P+1

1) Je désigne par (i« J- ») l'intervalle fermé (« — », « 4 »).
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Lemme 12: Si y, ¥’ et " sont positifs et si la fonction réelle Z(p)

est pour tout nombre premier p =7y’ tout au plus égal a o i et pour

1
tout nombre premier <y’ tout au plus égal 4 y”, on a pour tout y =2

I |1+ Z(p)| = ¢y (log 7).

P=1Z

ot c;9 dépend uniquement de y.%y’ et y’.
Si l'on sait en outre pour tout nombre premier p

2@§—1+%3........(m

on a

II (1 + Z(p)) = cg (log 7Y,

P=1X

cgo désignant un nombre positif, dépendant uniquement de y, y’ et y’.
Démonstration. Désignons par y, le plus grand des deux nombres
27+ 2 ety
Pour tout nombre & qui est en valeur absolue = §, le nombre

l 0 4 L G

og (1+44) = —7+—:3——

est d'une part =34 et d'autre part
=6— 18 (14> + o+ —6—&
= T ) 2 22 u e e .

par conséquent
=14 0=¢

Pour tout nombre premier p =y, on a donc

v

_ _r
e Pl PP =]— I+Z(p)<l+—-—=e" T,

de sorte que

I (14 Z(p))

n=p=y

est d'une part

_r_

=
=er=u""" = grloglogrten) = 4, (log 7)”
et d'autre part

v y? )
-z
= p=yx P~ p—1 (p 1)

= e_y(loglogx+‘-'sa) — Cs4 (IOg x)y'
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ol Cg;, Cga Cg3 et cgy désignent des nombres positifs, dépendant unique-
ment de y.
En outre on a

I |1+Z(P)|<C85

p<vo

et si I'on peut utiliser (36)

I (1 + Z (p)) > css

p<7

ou cg; et cgg sont nombres positifs, dépendant uniquement de y, et y”.
Ainsi le lemme est démontré.



