Mathematics. — Ueber die Beziehungen zwischen den geometrischen
Gréssen in einer X, und in einer in der X, eingebetteten Xp.
Von }J. A. SCHOUTEN.

(Communicated at the meeting of May 28, 1938.)

1. Die verschiedenen Fille von Einbettung.

Es seien x*; %,...,7=1,...,n; Koordinaten in einer X, und y%
a,...,h=1,..., m Koordinaten in einer X,. Wir kénnen nun beziiglich
der Einbettung der X, in der X, acht verschiedene Félle unterscheiden:

Fall 1. Einfache Einbettung ohne weitere Annahmen, d.h. jedem
Punkte y* der X, ist eindeutig ein Punkt x* der X, zugeordnet vermoge
Gleichungen von der Form '

xt=ax* (g, o, y™. . . . .. o (1)
In jedem Punkte der X, bestehen zwei Grossen, der Affinor
rs vd a
By=-0 ; —— . . . .. .. (2
p==0p & Ob P (2)
und die einfache kovariante m’-Vektordichte (m’=n-—m)
t;‘1-”7'171’ ::;7'%7 e7'1"'zm Aoy B::;: C&bl‘”bm 1) ’ * * ¢ (3>

vom Gewicht —1 in X, und vom Gewicht -1 in X,,. Sowohl B; als
ts,...2,, werden geometrisch dargestellt durch die lokale tangierende Em

Fall 1’. Einbettung mit dusserer Orientierung. In jedem Punkte der
X, bekommt die lokale E,, eine ,iussere Orientierung”, d.h. irgendeine
(und folglich jede) E,—. in der lokalen E,, die keine Richtung mit der
lokalen FE, gemeinsam hat, bekommt eine ,innere Orientierung’’, d. h.
eine Orientierung schlechthin ((n—m)-dimensionaler Schraubsinn). %)

Eine solche #ussere Orientierung wird dadurch festgelegt, dasz man
irgend eine Grésse @ vom Absolutwert 41 und folgender Transforma-

tionsweise

(!, a') A A (ta) n N\ m o
ANAS A:Det(ax >;A:Det(gin>. (4)

Ox*

neueren Methoden der Differentialgeometrie, I, NOORDHOFF 1935, S. 20.

2) , Exterior orientation” und ,interior orientation” bei O. VEBLEN und J. H. C.
WHITEHEAD, The foundations of differential geometry, Cambridge Tracts, N 29
(1932), S. 55 und 56.
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gibt. Denn wt;, .. 2, transformiert sich folgendermassen

(#!, a')

n m ; ,
© fo o = | AL TA A

(#,a)

thzl,,‘a,, A )]

n

d. h. genau so wie ein kovarianter m~Vektor der X, bis auf einen stets

n m
positiven Faktor |A| |/A]7". Diese Grdsse hat also dieselbe Orientierung
wie ein solcher kovarianter m-Vektor, und dies ist gerade die gewiinschte
aussere Orientierung der lokalen E,,').

Fall 2. Einbettung mit FEinspannung. In jedem Punkte der X, ist
eine m’-Richtung gegeben, die keine Richtung mit der lokalen E,
gemeinsam hat. Die Einspannung wird gegeben durch einen Affinor B,
dessen x-Gebiet aus allen kontravarianten Vektoren der lokalen £,
besteht, dessen 1-Gebiet besteht aus allen kovarianten Vektoren, deren
(n—1)-Richtung die m’-Richtung der Einspannung enthalten, und der
der Gleichungen

ByBi=B, . . . . . . .. . (6

geniigt. Aus B; und Bj lasst sich ein Affinor Bj ableiten vermége der
Gleichungen

(a) B B; — B: — Einheitsaffinor der X,
(8) BiB;=B;

)

Das 1-Gebiet von Bj fallt zusammen mit dem A-Gebiet von B;. Im

Falle 1 ldsst sich Bi noch nicht eindeutig festlegen, die Gleichung (7 a)
allein ldsst ndmlich unendlich viele Ldsungen zu. Ist aber v*:% ein
einfacher p~Vektor, p=m, der in der lokalen E, liegt, so ist dennoch

der Ausdruck Bii:f:i;’ vip auch im Palle 1 eindeutig bestimmt.

Fall 2'. Einbettung mit orientierter Einspannung. Dieser Fall entsteht
durch Kombination von 1’ und 2 und fordert also die Angabe von w

und Bj.

Fall 3. Normalisierte FEinbettung mit &usserer Orientierung. In
jedem Punkte ist ein kovarianter m’~Vektor t,...,, gegeben, der die

m-Richtung von E, hat. Es geniigt die Grosse

th,.. .2
. 1ew iyt
3Mt—~—v-~....“...(8)
Men by
1) Nimmt man die Koordinatensysteme so, dass die Orientierung von es, ..., e in
. o 1 m
dieser Reihenfolge gefolgt durch die #ussere Orientierung die Orientierung von e*, . s, e
1 T ont

in dieser Reihenfolge ergibt, so hat @ ib. auf diese Koordinationsysteme den Wert -+ 1.
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zu geben, die sich offenbar folgendermassen transformiert

(#,a') nom (2, a)

s =LA )
und also eine Dichte vom Gewicht —1 in X, und vom Gewicht -1
in X, ist. Aus (9) folgt

T R

Bei dieser Art der Einbettung ist fiir jede E, in der lokalen E,, die
keine Richtung mit der lokalen E, gemeinsam hat, ein einfacher kontra~
varianter m’~-Vektor v*---*m festgelegt durch die Forderung dass v :-"m’
in der E, liegt und der Gleichung

Uzl"'y'm/ ty,j,,,xm, f— m/!. . . . . . . . (11)

geniigt.

Fall 3. Normalisierte Einbettung ohne Orientierung. Es geniigt die
Grésse 3] zu geben. Dann ist auch das Produkt w4, =37t .0,

festgelegt aber weder @ noch #,. . , fiir sich,

Fall 4. Normalisierte Einbettung mit orientierter Einspannung.
Dieser Fall entsteht durch Kombination von 3 und 3’ und fordert also
die Angabe von Bj und 3. In der m’-Richtung der Einspannung liegt
ein m’-Vektor n”*m, der durch die Gleichungen

a) " nteetml by, = m'

m

L. (12)
g B, nv =0

vollstiandig festgelegt ist und ausserdem der Gleichung

oo ;"m'
geniigt.

Fall 4. Normalisierte Einbettung mit Einspannung ohne Orientierung.
Dieser Fall entsteht durch Kombination von 2 und 3’ und fordert also
die Angabe von Bj und [3|. Die Produkte w#, ... , als wn®:"» sind
festgelegt.

Folgende Tabelle gibt eine Uebersicht der verschiedenen Félle und
der bei ihnen aftretenden Gréssen!):

1) |- steht fir ,,wohl”, — fiir ,nicht”, ¢ steht fir o, t fur t, I und n fir
cohy

X 4 . s . s .
At Fm' . Gréssen, die sich aus den anderen in der selben Reihe bzw. Spalte vorkom-

menden ableiten lassen, sind eingeklammert.
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2. Beziehungen zwischen den Gréssen der X, und der X,.

A. Kontravariante p-Vektoren.

Ein einfacher kontravarianter p~-Vektor v*-*% der X, in einem Punkte
der X, bestimmt im Falle 2 fiir p =m (und fiir p =0 sogar im Falle 1)
eindeutig einen kontravarianten p-Vektor der X,

ety = BRlp vt L L (14)

Dieser p-Vektor ist die Projektion von v % auf die lokale E, mit
der m’-Richtung der Einspannung als Projektionsrichtung. Die Gleichung
(14) lasst sich fiir p >0 nicht nach v*-* 16sen. Féngt man aber an
mit “v*+% und definiert man

Hieo
oty == Bl e, L (15)

was sogar im Falle 1 stets méglich ist, so lasst sich diese Gleichung
nach ‘v % ldsen:

7 ay...8 P
po1e--8p :B/:/f; /vxl-..xp' . . . . . N + (16)

und zwar nicht nur im Falle 2 sondern auch im Falle 1, da die "va-%
in der lokalen E, liegt.
Fir p=m’ bestimmt v+--% im Falle 3 noch eine andere Grdsse der X,

7l 1 8. .8 LA
[ R P B p—m vzl...xp ¢ L.
m/! XI...XP__m/ xp—*m”l’l"'ﬂp

(17)

144

Die (p—m’)-Richtung von ""v*:--%-m' ist der Schnitt der p-Richtung
von v*+"p mit der m-Richtung der lokalen E,. Diese Gleichung kann

&
Proc, Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol, XLI, 1938, 37

Rinbettung ‘ 1) 2 2 { 3 3 ‘ 1 ’ 4 vorkommende
L , o 11,17,2,2, Grossen
schliesst ein 1 1 1,1/,2 1 1,17,311,2,3 3.3 4 | ausser Bl undt

orientiert — A = -+ — + _ + w
eingespannt |~ |—/| - - —_— - + + B (B)
normalisiert |—|—| — — + + + + (@e), 3]
vor- W w (w) (w)
kommende Bi.(BY)| B, (BY) B..(B)| Bi.(B)
Grissen
ausser (o). 3] (O3 (o3| (O3
B; und t (wn) (n)
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nicht nach v*% geldst werden. Fangt man aber an mit /v -%-m' und
definiert man

m 8p—m'

; . % '
//v/,x_..Ap — ( p/) Nval"‘ap-—m’ BLII Apemn! n fp—m! 1+ p]’ .. (18)‘

was im Falle 4 stets méglich ist (fiix p==n sogar im Falle 3, da die
Unbestimmtheit von n**w fiix p: n das rechte Glied nicht beeinflusst),

so lasst sich diese Gleichung nach ’ Ap—m' 18sen:
P T TR l_, B Bpem! 1y ¢ 19
v p—m’ /, Zl“'zp—wm’ P zp—171’~|~1"'xp‘ . ( )\

Nimmt man im Falle 4 das Koordinatensystem so, dass auf der X,
=g, ., & =y", ist, 50 ist Lui1. » =1, fnt1..n=%", und alle Be-
stimmungszahlen von fz,.. . , und £, 3 , mit einem Index von I bis m
verschwinden!). Man kann nun die Richtung der Parameterlinien von
grtl ., & auf der X, noch in der m’-Richtung der FEinspannung
wihlen, sodass auch alle Bestimmungszahlen von n%-*» mit einem Index
von I bis m verschwinden und erhilt dann

R O (/11)
und infolgedessen, wenn wir &', ..., 4" als Koordinaten in der X, be-~
nutzen,

Tyt pte e %p

7 PR 8—-1 P Cpes L n (21)
Man kann das Koordinatensystem sogar noch weiter spezialisieren sodass
3=1 wird. Es ist bemerkenswert dass fiir m=p=m’ im Falle 4 beide
ap—m' existieren, und dass diese beiden Gréssen,
) in diesem Falle

Gréssen “pa++% und '
wie aus (21) hervorgeht, fir m=n—1 (also m=p=
v vollstdndig bestimmen.

Bekanntlich ldsst sich v%% mit Hilfe von ¢, .2 als kovariante p’-

Vektordichte in X, darstellen (p’==n-—p):

Vi == O Ay, U L (22)

1) Die Koordinatensysteme dieser Art gehen auseinander hervor durch die Trans-
formationen einer Gruppe, die von A, KAWAGUCHI betrachtet worden ist. (The foundations
of the theory of displacements II, Proc. Imp. Academy, 10, 45—48 (1934).) Aus dieser
Bemerkung ergeben sich die Beziehungen zwischen unseren Betrachtungen und den Unter-
suchungen von KAWAGUCHI, S. HOKARI (Ueber die Uebertragungen, die der erweiterten
Transformationsgruppe angehoren, Journ. Hokkaido Imp. Univ,, 3, 15--26 (1935); 4
14—50 (1935)) und S. GOLAB (Ueber eine Art der Geometrie von KAWAGUCHI-HOKARI,
Ann, Soc. Polon, Math., 16, 2530 (1937)) und den in diesen Arbeiten zitierten Unter-
suchungen von T, HOSOKAWA, A, WUNDHEILER, V. HrLAvaTYy, E. CARTAN, T, Y.
THOMAS, J. A, SCHOUTEN und ST. GOLAB,
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»+%p-m' als kovariante (m—p) bzw. (n—p)-

ap ,Ual”'ap . . . . . (23)

1 - 144

Opt m(m—“p/)!eh"'bP’ LITRRL S

v, L (24)

lit Hilfe dieser Gleichungen lassen sich die Beziehungen zwischen
" bi...by aus (14), (15), (16) und

/. 77
R Oty Dbyt , und 7’0

7)- (18), (1 ) ableiten, z.B. (p=m’):

77

O..by =37 BRa v, (Fall 3). . L L L (25)

ity =3 B 0ty 26)) (a4, Pall 3

o Lo
//be-.-bpr:?s lef.'.bﬁ, "or 0. o (27) fir p=n)

(21) geht iiber in

/7

VBr Byt == V81 By prymt 1,0
77 el
Do By =3 Vg8,

Kovariante p-Vektoren. ‘
in einfacher kovarianter p-Vektor wi,...12, der X, in einem Punkte

X bestimmt im Falle 1 fiir p==m einen kovarianten p-Vektor

X .
L

’w by = Bbl bp Wi h v« v« . (29)

14

ser p-Vektor ist der Schnitt von wy,. .1, mit der lokalen E,. Die
chung (29) lasst sich nicht nach wy,

5, an und definiert man

3, 16sen. Féangt man aber mit

’w '~B), ;f’wbl byt e e e .(30)
im Falle 2 stets moglich ist (fiir p=0 sogar im Falle, 1 da die

i"‘nbestlmmthext von B fiir p==0 das rechte Glied nicht beeinflusst), so
las‘t sich die Gleichung (30) nach ‘ws, .5, 16sen

/u’bl.,b -~Bbl wzl Ay (3D

Dikef‘p@Richtung von ‘wy,..a, enthélt die m’-Richtung der Einspannung.
' 37

B

C R S o Sl N
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Fiir p = m’ bestimmt wi,...1, im Falle 4 (fir p =n sogar im Falle 3)

noch eine andere Grosse der X,

1 PR
’ b phd, Ry
Whi. by = ] Bey i way,a, nremmieiete (32)
Die (n—p)-Richtung von ”wbl-.-b,,_mf ist die Projektion der (n——p)-Richtung
von wi,...1, auf die lokale E, mit der m’-Richtung der Einspannung als

Projektionsrichtung. Diese Gleichung kann fiir p 7 n nicht nach wi,...3,

geldst werden. Fangt man aber mit Hwbl,_.bp , an und definiert man

—m

P

’7 — P yn bu...by o
w2 ~—<m,> Whi. by BOL T G a1 o o (33)

was im Falle 3 stets moglich ist, so lisst sich diese Gleichung nach

17 s
Why... by 16sen

1 Ao
17 — Bt p—m' 7/ A FRRRRL . 34
Why,...b - ‘_““m , by by wL‘v'“lp n-p—m P . . ( )

1 p—m’

und zwar nicht nur im Falle 4 sondern auch im Falle 3, da die Unbe~
stimmtheit von n*:*m das rechte Glied nicht beeinflusst.

Nimmt man im Falle 4 das besondere oben eingefiihrte Koordinaten-
system, so gehen (29) und (32) iiber in

"we,...p, = W, )
Buoeolp = T By NG T

”wﬁ,...ﬁp_m, =S WELLB, g i S
Auch hier existieren fiir m=p=m’ im Falle 4 beide Grissen ’wbl,_,bp
und 7/ Wby und aus (35) folgt, dass diese beiden Grossen zusammen
fir m=n—1 (also m=Zp=1) in diesem Falle Wi,...2, vollstiandig
bestimmen,

Vollziechen wir wieder den Uebergang zu den kontravarianten Dichten
in X, und X, so lassen sich die mit (29), (30), (31) und (32), (33), (34)

korrespondierenden Formeln ableiten, z. B. (p = m’):

pereeay == 5 B Wt (Fall 4, Fall 3 fir p=n) (36)

//mzl._,xp,: —1 B:i;p: //mal...a ro, . R . 37)
3 : g B Fan3)

P’

//Ival...apr — 6 B;’:‘:g’ W¥etpr, L, . (38)

und (35) geht iiber in

/mdl. B e mal...dpl____m/,m+1, cean

p®a- - Oyt = 3 %%,
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Folgende Tabelle gibt eine Uebersicht )

X, Fall X X, Fall X
o T T m T / m
p=m| 1 2 p=m 3 | 4
oheTp % p=0 B % Ty ap v p g (Bi),t | Bi, ¢t g "pasesap—m
— , ”
Vi | ) (&) — Uy by || Dhiiiidy - - Dy, by
A b Z
Tyt B, Bb ‘poe -8y, Mgtse 2y p=n B,/), n LPTE IO —
g et e v "2, 0 — g "o
Ay .Ap/ (-Bl) Bl by 'bm—-p e hpt Bly t by .bp/
7 7 4 7z ”
Wy -lp Bb B[, wbx---bp wlp--lp p~—=n B],,T‘l wb:---bp_m'
; —>
4« 4p! - i "1 0% Fp! (Q—-—) 7pa. - ap:
/ — 2 ’ ” 2 2 ”
L P(__O éﬁ W, ..b, w1, (Bé_?_’t Bg;_t Wh. . by
- (=) -> ; , ~> = ”
— B | ey |y VB | B | Pt

Die hier vorkommenden Grossen sind, als Dichten geschrieben,
gewdhnliche Dichten, d.h. solche, die sich mit einer Potenz von A
transformieren. Betrachtet man statt dessen die sogenannten WEYLschen
Dichten, die sich mit einer Potenz von || transformieren und die mit

Ihnen vermége €, ¢, ¢ und e korrespondierenden Gréssen, so treten
die Falle 1,2,3' 4 an Stelle von 1,2, 3, 4. Sonst dndert sich an der
Uebersichtstabelle nichts. Auch alle Formeln bleiben erhalten, nur
bekommt die eine Seite jeder Formel einen Faktor w. Auf die geome-
trische Bedeutung solcher Gréssen und ihre Beziehungen i.b. auf X,
und X, soll in einer anderen Arbeit niher eingegangen werden.

1) Die verwendeten Gréssen sind bei den Pfeilen angegeben. Grdssen, die im vorliegen-

den Falle unbestimmt sind, die aber doch verwendet werden kénnen, da das Resultat von

der Unbestimmtheit nicht beeinflusst wird, sind eingeklammert, ¢ steht fiir t,,..2,undn
, vy

fiar n”tc T,



