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naphtalene we calculate 104°, which is far more favourable and is reflected
in the uncommonly high value for the increase in conductivity. Considering
the problem in this light, we must assume that the nitro groups in dini-
tropyrocatechol bend the hydroxyl groups towards each other. A slight
decrease of the two angles of 120° has immediately a strong influence upon
the angles of the central boron atom.

Delft, February 1939.

Mathematics, — Die projektiven Invarianten von vier und fiinf Ge-
raden im R,. Von R. WEITZENBOCK.

(Communicated at the meeting of February 25, 1939.)

Bei Geraden a, a, p, m, ¢, ... im vierdimensionalen Raume R, ergeben
sich auf geometrischem Wege wie folgt die einfachsten projektiven In-
varianten; wir verbinden die Geraden a und a zu einem linearen R, Si,,
ebenso p und m zu einem Raum S3. Diese beiden Verbindungsrdume
schneiden sich in einer Ebene (S)2 Si). Sie trifft die fiinfte Gerade ¢,
wenn die Invariante

_2/ @i (S12 S3a)e = As 12,34
ik
verschwindet.

Ich beweise im Folgenden, dass sich bei vier und bei fiinf Geraden
im R, jede projektive Invariante durch Invarianten A, ;. der genannten
Art ausdriicken ldsst. Ueberdies bilden diese Invarianten bei willkiirlich
vielen Geraden auch eine Rationalbasis fiir alle projektiven Invarianten.

§ 1. Allgemeines.

Wir gehen aus von einer Anzahl willkiirlicher Geraden des vierdimen-
sionalen Raumes in allgemeiner Lage mit den Koordinaten

Aiks iy Pites Miks Pier o+ oo+« « o v o (1)
und stellen diese Koordinaten dar mit zweifiltigen Komplexsymbolen
ag—a;ax=bbi=cag=....,

wobei also b, ¢, ... mit a dquivalent ist. Ebenso seien f, 7,... mit a;
q,r, ... mit p u.s.w. dquivalent.

Nach dem ersten Hauptsatz der symbolischen Methode ist dann jede
ganze rationale projektive Invariante der Geraden (1) ein Produkt von
Klammerfaktoren der Gestalt f— (aapmyg), iiber die man eine Reihe von
Voraussetzungen machen kann u.zw.:

a. Jedes f hat die Gestalt (apma?), enthilt also mindestens zwei gleiche

Reihen. In
J=(@aapno)(a....)....

ldsst sich nidmlich die Reihe a des zweiten Faktors in den ersten hin~
einbringen !).

I Vgl meine “Invariantentheorie”, Groningen, p. 79, (1923).
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b. FEin Faktor (a?b...) gibt Null, da die ax die Koordinaten einer
Geraden sind.

¢. Dasselbe gilt fiir Faktoren (abc..); denn bringt man in diesen
z. B. die zweite Reihe a, so enthilt das Umformungsergebnis (ac..) oder
(a%b..). .

Bei einem Faktor der Gestalt (pa’a? werden wir die. Koordinaten
(S12): des Verbindungsraumes Sj; der Geraden a und a als neue Reihe
einfiihren, sodass

(pa* ) =(pSu)={pPS») . . . . . . . (2

wird. Wir setzen also

(532)1 == -+ 4 (a3 045 4 @z 053 + aps aaa)

(532)2 ==—4 (a5 045 + a14 053 + a5 a34) s W,

Dieser Abmachung zufolge kann jetzt auch eine Reihe a in Linear~
faktoren (aSi) auftreten. Hierdurch bleiben die obigen Bemerkungen (a),
(b) und (¢) ungeédndert und es stellen sich Invarianten der Gestalt

Al,ik,rs - (aS:k) (aS:'s) e Al,rs,ik . B .. . (3)

ein. Hier miissen i, k, r und s 1 und iiberdies ik 7 rs sein. Wir haben
z. B.

A1,23,45 = (aséa) (3335) = (aa? b2) (am? @?).

Bringen wir hier die Reihe a des zweiten Faktors in den ersten, so
ergibt sich

Ar23,45 + Azs,e5 -+ Asizaes =0 . . . RN €

Eine analoge Gleichung gibt die zyklische Symmetrie beziiglich der In~
dizes 1, 4 und 5. '

Stehen nur vier verschiedene Indizes zur Verfligung, ist also z. B. 2
mit 4 dquivalent, so fillt in Gleichung (4) der mittlere Term weg und
es wird

Avprs=—~Asns=—A~Aszu . . . . . . (5

Die Einfithrung der Reihen S’ gibt dann zu zwei weiteren Bemerkungen
Veranlassung: )
d. Ein Faktor (ab.m? ist Reduzent. Bringt man ndmlich in

J=(@b.m¥)@...)....

die Reihe a aus dem zweiten Faktor in den ersten, so ergibt sich wegen
(b) die Reihe Si4.

e. Ein Faktorenpaar (a..m? (a..n%, wo n mit m &quivalent ist; ist
ein Reduzent. Auch hier fithrt die Vereinigung der beiden Reihen a zur
Reibe Sia. '
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§ 2. Vier Geraden.

Die bisherigen Bemerkungen ergeben miihelos die Invarianten von vier
Geraden im R, (Zwei und drei Geraden haben keine projektiven Inva-
rianten im R,).

Wir haben hier neben (3) und der in den Gleichungen (10) behandelten
Maglichkeit die Ansatze:

Ji=(aapm?(a...n?
und
J2 = (aa pm?) (aS).

Bei J; kann n? nach Bemerkung (e) kein n? sein, also z. B. 7%= % und

Ji = (aa pm?) (axyf?),

wobei x und y nach Bemerkung (d) nicht mit a dquivalent sein kdnnen.
Bringt man hier die zweite Reihe a in den ersten Klammerfaktor, so
tritt die Reihe Sj4 auf, bis auf den Term

(a”a pm) (mx yf?).

Hier konnen x und y nach Bemerkung (b) nicht mit 8 und nach Bemerkung
(d) nicht mit m &quivalent sein. Also bleibt x, y = p, q, r, d.h. Reduktion
nach Bemerkung (d).

‘Bei [, hingegen wird

J> = (aa pm?) (aSi) (@Ses) (pSk)-

Weire hier einer der Indizes i, k, r, s, h oder j gleich 4, z. B, i=4,
so gibe die Umformung von (aapm?) (aSy), wobei wieder die zweite
Reihe a in den Klammerfaktor gebracht wird, eine neue Reihe Sis, also”

Reduktion. Fiir J, bleibt also nur die Méglichkeit
J, = (aa pm?) (aSa) (aS1s) (pS12). . . . . . . (6)

Hier bringen wir zuerst wieder die Reihe a in den Klammerfaktor, was
Reduktion auf

J> = (apma’) (mS3s) (aS13) (pSio)

gibt. Jetzt bringen wir die zweite Reihe a in den Klammerfaktor, wo-
durch J; auf die Invarianten (5) reduziert wird. Hierdurch ist bewiesen,
dass vier Geraden im R, keine anderen projektiven Invarianten haben
als die der Gestalt (5) oder

Al =(aSh) (aShs) = (aa?m?) @f2p? . . . ¥ . (@)
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Es gibt im Ganzen zwdlf dieser Invarianten, die sich vermoge der
Umformung (5) durch vier unabhéngige ausdriicken lassen, z.B. durch’):

:(m813 <mS12)
2 == aSz3 aSay
(aS2s) (aS2) ®)
3 (aS13> ((lS34)
:(PSM) (pS2s)

Die sechs Réiume Sy sind voneinander linear-abhingig. Wir haben
die Identitat

3 (Si3 S1a S34.852 So3) (xS1) = 2 245 (xS1) =0, . . . (9
wobei die Q; die fiinfreihigen Minoren der Matrix

|| S12 Si3 St S+ Sz Sas ||

darstellen. Fiir diese Invarianten erhilt man
Qp,=—4A5 A, Qyy=—4 A A,
AQ13:"_4A2A4 Q42:—‘:"—4 Al A3 . . . . . (10)
914:?'—4142143 'Q23:““1A1A4

Man beweist dann leicht, dass die zu den vier Geraden a, a, p und
m assoziierte Gerade dargestellt wird durch die Gleichung

G; , Gy

Gs= — =" ==0,. . . . . (11
5 1'+ A3 144 ()

wo z. B. G; durch X an ws =0 gegeben ist.

§ 3. Die Rationalbasis. .

Man kann leicht beweisen, dass bei einer beliebigen Anzahl von
Geraden a, a,p,.. in allgemeiner Lage die Invarianten der Gestalt (4)

Al 23,45 — (3823) (3545) (aa2 pz) (am2 (]92) e e e (12)

eine Rationalbasis bilden.

) Vgl hierzu meine Arbeit in den Wiener Ber. 119 (1910), S. 43—54, wo ich die
dualen Invarianten von vier Ebenen bestimmt habe; diese Invarianten finden sich bereits
in Grassmannscher Darstellungsweise bei E. MULLER, Wiener Ber. 118 (1909), S. 1047 —1076,
allerdings ohne den Beweis ihrer Vollstandigkeit.

In der genannten Arbeit von mir ist @ = — Ay, g = — A3, y = — Ay, 0= A; und
in der genannten Arbeit von E. MULLER ist 0y = A, @y == —4y, a3 = Azund 0y = — Ay
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Zum Beweise dieser Tatsache beschauen wir die Gerade a als Schnitt-
gebiet der drei Rdume Si, Siz und Sis Ihre Gleichung wird dann

K= (n""S12813514) == 2(7 S1,) (2 S13) (= S14) = 2 (ma?a?) (w b2 p?) (mc*m?)=0. (13)

Bringen wir hier alle drei Reihen # in den ersten Klammerfaktor, so
entsteht

K=4(#a’.(aS1) (aSis),
d.h. es gilt identisch in allen 7
(7 S1a) ( S3) (w S1e) = & (wa') . (2 Sis) (@ i),
oder, ohne die y:
agr . Az 1318 = (S12 S5 S1)ge. . . . . .. (14)

Man kann daher in einer Komitante mit a,s == a;x diese Grossen nach
Multiplikation mit Az 1314 durch Determinanten mit drei Reihen S
ersetzen. Bei Invarianten fiihrt dies schliesslich auf rationale Ausdriicke
in den Typen (12); denn aus Reihen S allein sind nur Klammerfaktoren
der Gestalt (10) als Invarianten moglich. Diese letzteren zerfallen aber
nach der Gleichung

(SIIZ Sl’k S;‘Lj St"s S:w) = (a a ) . (Slk Sh] st Suv)z

(@Sw) (aSy) (aSy) (aSw)
(aSi) (aSy) (aSs) (aSw)

== :4214 icl"A rs, uve
(@Si) (aSy) (aSk) (aSi) bbb
(@Sik) (aSy) (aSu) (aSw)

§ 4. Finf Geraden.

Auch hier halten wir fest an der Einfithrung der Reihen Sy vermdge
Gleichung (2) und beschauen eine Invariante | als reduzibel, wenn sie
sich ganz-rational auf die Typen (12) zuriickfiihren ldsst. Es ergeben
sich dann analog wie bei vier Geraden die Ansitze:

Ji = (aa pm?) (axy 7?)
J» == (aa pm?) (aSﬁk) (aS%) (PS’,U')

Bei J; haben wir vorerst wieder die Méglichkeiten 7? = f? oder — ¢

Sei #? =42, also

(15)

J1 = (axy B?) (aa pm?) .

Vereinigen wir hier die beiden Reihen a im ersten Klammerfaktor, so
entsteht eine Reihe Si; ausser im Terme (a? xyp) (fapm?); hier fihrt
aber der zweite Klammerfaktor nach Bemerkung (d) zur Reduktidn.
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Somit bleibt bei J;, da nach Bemerkung (e) #? % n? sein muss, nur der
Ansatz 7% == ¢?, also

Ji = (aapm’®) (axy ¢?) = — (axy ¢7) (aapm?).. . . . (16)

Hier gilt x, y 7w (Bemerkung (b)) und x, y # b (Bemerkung (d)), also
x,y=a,f,p oder q. Dies gibt die Méglichkeiten

1

Ji = (aapm?) (ac pp?) = Ai23 45
Ji = (aupm?) (aa q¢”) T
Ji'=(aapm?) (af q¢?).

Hier ist Ji bereits eine Invariante, linear in allen fiinf Geraden. Die
beiden anderen kann man auf dieselbe Weise behandeln, was wir z. B.
bei Ji ausfithren. Wir haben

Ji = (aapm’)(aaqe?) (pu) (qv') . ..., . . . . (1§

wobei an Stelle der Linearfaktoren (pu’), (qv’) auch Klammerfaktoren
(p..99), (q..7?) stehen konnen.

Wir bringen in (18) die zweite Reihe p in den ersten Klammerfaktor
und die zweite Reihe ¢ in den zweiten Klammerfaktor. Dies fiihrt neben
neuen Reihen S’ auf den Term

(p? aam) (q* aap),

der nach Bemerkung (e) reduzibel ist. Damit ist der Ansatz (17) erledigt.

Bei J, von (15) haben wir bereits eine Invariante. Wir beweisen, dass
sie reduzibel ist. Zuerst kann keiner der Indizes bei den S’ eine 4
sein, Denn in

(aa pm?) (aSi4)

gibe z. B. die Zusammenziehung der Reihen a im Klammerfaktor eine neue
Reihe S}s. Somit bleiben die Méglichkeiten i,k=2,3,5, dannr,s=1,3,5
und h,j=1,2,5. Wire z. B. ik=25, so wiirden wir in J, vorerst die
Reihen a im Klammerfaktor vereinigen, was auf

(a’apm) (aS2s) (mS:s) (pShy)

filhrt. Bringen wir hier die zweite Reihe a in den Klammerfaktor, so
entsteht Reduktion.

Bei fiinf Geraden gibt es also ausser den Invarianten der Gestalt (12)
nur noch den Typus Ji von (17):

A s = (aapm? (aapp? . . . . . . . (18)

Wir werden im folgenden § zeigen, dass auch er reduzibel ist.
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§ 5. Die unabhingigen Invarianten A.

Was zunidchst die Invarianten (12) oder
Ay 2,15 = (aS2s) (aSis) = (aa? p?) (am? ¢?)

betrifft, haben wir Symmetrie in 23, in 45 und schiefe Symmetrie in den
Paaren 23, 45. Ferners nach (4) zyklische Symmetrie in den Indizes 123
und ebenso beziiglich 145.

Mit Hilfe dieser zyklischen Symmetrie kann man zunichst jede Inva-
riante A; . mit i==4,5 auf solche mit i=1,2, 3 zurlickfiihren. Von
den 15 mdglichen Invarianten A; . bleiben dann die folgenden neun
iibrig:

Ji = A2 Ji=Az13 45 Jr = As13 45

Jo = Ay 2435 Js=Az143 Js=As145, . . (19
]3 :A1,25,34 ]s:A2,15,34 ]9:A3,15,24

Aus allen zyklischen Symmetrien ergeben sich dann noch drei unab-
héngige Gleichungen

]1 “{“]4 +]7:0
Lit++ls++lL=0,, . . . . (20
]1 “‘F“]z +]3 "|“]4 +]5 ‘*“]6:0

sodass man also von den 9 Invarianten (19) noch drei weglassen kann
und sechs linear-unabhédngige behalt, z.B. [, [, J5,Js Js und J;. Dass
diese tatsichlich linear-unabhingig sind beweist man durch den Ansatz
mit konstanten

MWh-+ALL+ .+ s=0:

lasst man hier je zwei der fiinf Geraden zusammenfallen, so ergeben sich
fir die 4; lineare Gleichungen, aus denen 1,=—0 folgt.

Bei den Invarianten Aizs 4 von (18) haben wir Symmetrie in 123 und
schiefe Symmetrie in 45. Bringen wir ferner die beiden Reihen a in den
ersten Klammerfaktor, so entsteht

Ay ss—=— A5+ 5 Az ++ A1 . . . . (21)

Hieraus entnehmen wir, dass jede Invariante Ay . auf A 4 und die
Ay ks reduzierbar ist. Dass aber Aiz s selbst auf die A, ., reduziert
werden kann, ldsst sich wie folgt zeigen. Bringen wir in

A = (m? aap) (p* aap)



252

durch zweimalige Umformung die beiden Reihen ¢ in den ersten Klammer-
faktor, so entsteht wegen
(p?aap) (m? aap) = — (m”aap) (p* aap) = — A
die Gleichung
4A = A+ A+ Agias + Axsis + Ases + Asais . o (22)
oder, mit der Bezeichnung (19):
4Ams =l —s+s—Js+Ts—J - . . . (22a)

Wir haben also auch bei fiinf Geraden im R, keine anderen Invari-

anten als die vom Typus Aq .

Physics, — The isotopic constitution of nickel and chromium. By Miss
W. A. Lus. (Communicated by Prof. P, ZEEMAN).

(Communicated at the meeting of February 25, 1939.)

Nickel.

In order to try to clear up the discrepancy of the results of the experi-
ments about the isotopic constitution of nickel, which has remained between
the mass analysis of AsTON1), the parabola analysis by DE GIER and
ZEEMAN 2) and the results of the experiments of DEMPSTER 3), we have
reexamined the experiments about nickel with the mass spectrograph of
our laboratory.

AsTON found an excellent agreement of the parabola analysis of Ni by
DE GIER and ZEEMAN with his own experiments, except for Ni 61.

IDEMPSTER observed with nickel of exceptional purity made by fractio~
nating nickel carbonyl, as supplied by Hilger, the masses at 58, 60, 61,
62 and 64, as isotopes of nickel and indicated the lines at 61 and 64 being
of approximately equal intensity in all the photographs.

After these publications we have examined once more the photographs
taken by ZEEMAN and DE GIER, but neither the photographs, nor the
photograms we took from some plates indicated a trace of mass 61, though
the dispersion of our mass spectrograph was sufficient to detect an isotope
of mass 61 with equal abundance of isotope 64.

Our first photographs showed just the same aspects as those taken by
DE GIER and ZEEMAN: though the parabola of mass 64 was always present,
no trace of 61 could be found. After augmenting the intensity of the
bundle, without broadening the canal, we got on our plate an indication
of a parabola between those of masses 60 and 62,

As the intensity of this new parabola seems to be very small, it was
rather difficult to obtain good photographs for measurements. With
narrow slits the intensities obtained during a suitable time of exposure
were too small to get other parabolas than those already known, while by
experimenting with wide slits, the possibility that 61 will be overshadowed
by 60 is rather great,

By choosing the opening of the canal suitable for this problem, we could
make our lines sharper, and then we obtained eight photographs on which
the new parabola was clearly visible. Among these eight photographs there

1) F. W. ASTON, Proc, Roy., Soc. A., 149, 401 (1935); Nature, 137, 613 (1936).
2} J. DE GIER and P, ZEEMAN, Proc. Kon. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 38,
810 (1935).

3) A, ]. DEMPSTER, Phys. Rev., 50, 98 (1936). @



