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lm dreidimensionalen projektiven Raume R3 wird dur eh drei Geraden 
allgemeiner Lage eine Quadrik (= Fläehe zweiter Ordnung als Punktort) 
F 2 :bestimmt dureh die Forderung, dass die drei Geraden Erzeugende 
der F 2 sein sollen. 

Im vierdimensionalen Raume R4 gehen durch vier gegebene Gerade 
als Erzeugende im Allgemeinen 00 2 Quadriken F 2 ; denn die Forderung. 
dass eine Gerade eine Erzeugende sein soll, ist mit drei Bedingungen 
äquivalent. Da eine F2 durch 15 Konstante bestimmt ist, müssen fünf Gerade 
allgemeiner Lage im R4 einer Bedingung genügen, wenn sie Erzeugende 
der F 2 sein sollen. Es handelt sich im Folgenden um Aufstellung dieser 
Bedingung. 

Zwei Geraden ai k und ai k bestimmen im R4 einen Verbindungsraum 
S;2 mit der Gleichung 

(XS;2}=(xa2 a 2)=4.,L; ±x! a23 a4S=X! (S;2)!+X2(S;2b+ ... +XS(S;2)S=0. (1) 

Bei vier Geraden haben wir sechs solche Räume S;k und damit ergeben 
sich drei zerfallende Quaqriken 

F!2,34~--= (XS;2) (XS~4) --0, F13,12 = (XS;3) (XS~2)=0 und F 14,23=--=(XS;4) (XS~3) =0, 

die alle vier Geraden a, a, p und menthalten. Dasselbe gilt für jede 
Quadrik des Büschels 

. (2) 

Man kann leicht beweisen, dass jede Quadrik, die die vier Geraden 
a, a, p und m enthält, in dieser Gestalt darstellbar ist. Ueberdies besteht 
der Schnitt aller F À aus acht Geraden: den vier genannten und den vier 
Transversalen durch je drei derselben. 

Stellt man die Forderung, dass FJ. durch zwei gegebene Punkte y und 
z geht. sa lassen sich À. ft und y aus den aus (2) folgenden Gleichungen 
eliminieren und man erhält als Gleichung del' Quadrik. die dUl'ch die 
vier Geraden a. a. p. m und dUl'ch die zwei Punkte y und z geht: 

(XS;2) (XS~1) 

Qxx = (yS;2) (yS;1) 

(XS;3) (xSd (XS;4) (XS;3) 

(yS;3) (yS~2) (yS;4) (yS;3) = o. . (3) 
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Hier ist Qyy = 0 und Qzz = O. Fügen wir die Forderung Qyz = 0 
hinzu. sa liegt die Gerade yz ganz auf der Quadrik. Wir erhalten also 

(yS;2) (ZS~4) + (ZS;2) (yS~4) 

D = (yS;2) (yS~4) 

(ZS;2) (ZS~1) 

=0. (4) 

Diese Gleichung lässt sich so umgestalten. dass in ihr die Koordinaten 

CPik = (yzb = yi Zk-yk Zi 

der Geraden yz auftreten. Wir spalten D entspreehend den Elementen 
der ers ten Zeile in zwei Determinanten: D =.6,1 + .6,2' Dabei entstebt 
6 2 aus Dl durch Vertauschung von y mit z und Umkehrung des 
Zeichens. 6 1 entwickeln wir nach der letzten Zeiie: 

Hier haben wir 

(ZY)42, 23 = - (cpS~2) (cpS;3) = - -Ir (S~2 S;3 cp"); 

also yvird der erste Term der rechten Seite von (5) gleich 

-' -Ir (S~2 S;3 cp") (S~4 z) (S;2 z) (yS;2) (yS;4), 

Hier formen wir das Produkt der ersten beiden Faktoren urn: 

(S~2 S;3 cp") (S~1 z) :C=.: (S~4 S;3 cp") (S~2 z) - (S~4 S~2 cp'3) (S;3 z) + J 

(5) 

+ 3 (S~1 S~2 S;3 cp") (cpl z). 

Der letzte Term verschwindet hier wegen des Faktors (cpl z) und die 
beiden ers ten Terme lassen sich mit den beiden ersten Gliedern der 
rechten Seite von (5) zusammenfassen. Man erhält schliesslich: 

- 36.6,1 = (S;3 S;4 cp") (yS';1) (ZS;4) (S;3 S;2 v/") + 
+ (S~4 S~2 cp") (yS;3) (ZS;3) (S;1 S;2 V/")· 

Ebenso bei .6,2: wenn wir cp als fünfte Gerade durch 5 andeuten. 
erhalten wir schliesslich 

6 = A5, 31.23 A S,13,12 A S,14,42 + A5."I2, 34 A S,!4,12 A S,13,23. 

wobei z.B. 

u.s.w. gesetzt ist. 

. (6) 

6 = 0 stellt die gesuchte Bedingung dal'. dass fünf Geraden El'zeu­
gende einer Quadrik im Ri sind. Sie ist in den Koordinaten jeder der 
drei Geraden vom dritten Grade. Die Geraden cp, die mit vier gegebenen 
zusammen fünf Erzeugende einer Quadrik sein können, bilden also einen 
Linienkomplex dritten Grades. 


