
Mathematics. - Contribution à la théorie additive des nombres. Par 
J. G. VAN DER CORPUT. (Sixième communication.) 

(Communicated at the meeting of March 25, 1939.) 

Dans eet te communication I) je donnerai la démonstration de la pro~ 
position 12 (p. 8). Désignons par CIOO' CIOI' ... ' CI16 des nombres, dépendant 
uniquement de M, y, K, U, UI, m et du ehoix du polynome 1jJ (x), par 
C 7• Cs, C9 et C IO des nombres dépendant uniquement de M, K, U, UI, 
m et du choix du polynome 1jJ(x). Comme je l'ai dit dans la communication 
précédente, cette démonstration est analogue à celle de la proposition 9 
(p. 557-566). 

Première partie de la démonstration: 

Considérons dans cette partie de la démonstration les conditions 2) de 
la proposition 1. 

1. Je ehoisis :pour V l'intervalle fermé (2 K. N), pour VI l'intervalle 
fermé (AI, N) ou AI = N (log N)-tg M et pour T l'intervalle fermé (2, N). 

v 
Posons r (v) = 1 ou 0, selon que K est un nombre premier --- u (mod. U) 

ou non. Si nous pos ons en outre 

r=_l __ et 
log 2 

e (v) = --------- 1 --- (2 K -<::: V :::: N), 
v 

K<p(U) log K 

les inégalités (1) sont vérifiées. 
Si Nest suffisamment grand, chacun de ees trois intervalles V, VI et 

T renferme au moins un entier et au plus N entiers, AI est :==: 2 b et à 
chaque VI ==: AI correspond un seul nombre positif x avec 1jJ (x) = Vl. 

Pour un entier VI (AI VI -= N) auquel eorrespond au moins un 
nombre premier pI __ -.: UI (mod. UI) tel que 1jJ (pI) = VI, je pose r l (VI) = 1 
et pour les autres VI je pose Cl (VI) = O. Je prendrai 

1 
-1+-r l = CIOO AI g , 

ou je fixerai CIOO plus loin. Nous avons 
I I 

Vlcl(vl)l-== ~ 1-= N--= NAI-I+--<:::[,IN "'" ..:. = CIO! g = CIO I g = - , 
A'~V':::;;:N 

v'=-,p(x) 

(68) 

I) Vair Proceedings Kon. Ned. Akad. v. Wetenschappen, A'dam, 41, 227 -237; 350-361; 
442-453; 556-567 (1938); 42, 2-12 (1939). 

2) Vair Proceedings Kon. Ned. Akad. v. Wetenschappen, A'dam, 41, 229 (1938). 
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si nous choisissons CIOO -- CIOI' Les nombres 

1 1 
---- --1+-

I I b g VI g e (v) = --- VI 
(AI-=vl-<:::N) 

<p (UI) log b 

et 

~ 1e'(v+l)-e/ (v l )1 
A'.::s v':'S N-I 

_1+_1_ 

sont -=: CI02 AI g -= rl, si I'on ehoisit CIOO:==: C!02' 

La première condition de la proposition 1 est done remplie. 

2. Posons 1= 1 et en outre pour les fractions irréductibles 

dénominateur positif 

et 

11 (l:l_) _ 3!JU
I

) 

A q -- <p(q UI) 

qU 

~ 
h=l 

h="(mod.U) 
(h,q)=1 

qUO 

~ 
h=l 

hO"': u' (mod. U') 

(h,q)'=! 

a 
à 

q 

(69) 

(70) 

ou e (a) = e2"i". Les nombres ;1 ( :) et ;11 ( {-) sont en valeur absolue 

-= q, de sorte que (3) est valable, si ron choisit 1'1 ==: 1. L'expression 

vr<y v'Sy 

1 1 

2: e (~'PJp/)) + 1;' e (a1jJ(h~)l ~ 1 - b-
g

l ~ ~-_1~; l 
p'/qU' q _ 7=1, q A'.::s",(p'):s:'N <p(qU) A'.::sv'.::sN 10 ~ 

N:;:?p(p').::sN h=u (mod.U) ( ')<: '<: g b 
( U')- '1pp=y v=y 

p'=u' (mod. U') h,q -1 p'=h(mod.q U') 

1/'(p'):s:'y 

est en valeur absolue d'après de lemme 14 (appliqué avec k = q UI) 
pour tout nombre naturel m inférieure à 

Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetel1sch., Amsterdam, Vol. XLII, 1939. 23 
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En remplilCant 1/) (x) par K x, par conséquent g par 1, on obtient donc 

que 

est en valeur absolue inférieure à 

Par suite les inégalités (4) et (5) sont valables, si ron choisit 

Ym == C 10' Ym :==- Cs et CIOO:==- 1. 

3. A chaque v' ~A' correspond un seul x> 0 tel que 'lp (x) = v', 
Si nous introduisons les nombres positifs a' et {J' avec les propriétés 
1fJ (a') = A' et 1fJ ((J/) =N, nous avons 

.2' r' (1/) e2 ;n;iav l = .2' e2 ;n;ia,p(p') . (71) 
N<vSN a'<p'~fJ' 

pi =: u' (mod. U') 

Posons Ylm = 1 + C, ou C désigne Ie nombre figura~t dans Ie lemme 19 
(These Proceedings. p. 11). Si Nest suffisamment grand, on a 

N-- I (log N)'YJ m =:.: {l,-g (log {l/)S et (log N)'YJ m =:.: (log {J/)S . 

Pour tout nombre réel a tel que l'intervalle fermé (a =r= N-
I 
(log N)'YJ m

) 

ne contienne aucune fraction à dénominateur:::=: (log N)'YJ m
, l'intervalle 

(a =r= /)'-g (log (J/)") ne contient aucune fraction à dénominateur -= (log (J')(, 
et Ie lemme 19 nous apprend donc que Ie membre de droite de (6) est 

en valeur absolue 
I I 
-- . -1+--

:.::: CI03 {J' (log {J/)-m -= CIO'! N 9 (log Nr-m -= CI04 N A' 9 (log N)-m 

-= Ym T' N (log N)-m, 

si nous choisissons Ym:==- C104 etclOO == 1. 
Ainsi nous avons démontré que les conditions de la proposition 1 

sont remplies. 

Deuxième proposition de la démbnstration: 

Considérons maintenant les conditions de la propositions 5. (Proceedings. 
41. p. 443). Pour démontrer que la fonction 

H (q, t):= ('i/ 2 (-~) 2' (~) e-~;n;:·t 
8=0 q q 

(72) 

(.,q)=1 

possède, pour toute paire de nombres naturels ql et q2 qui sont premiers 
entre eux, la propriété multiplicative H (qj' t) H (q2' t) = H (ql q2' t), il 
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suffit, comme nous l'avons vu dans la deuxième communication (p. 354) 
de déduire les relations 

pour un couple quelconque de fractions irréductibles ~! et a2 dont les 
ql q2 

dénominateurs ql et q2 sont premiers entre eux. Or, ces, relations 
découlent immédiatement du lemme 13 (p. 556) en posant X (x) == K x 
ou X (x) = 'lp (x). 

Posons pour tout nombre prè~ier p et potJr tout eh tier a:=- 0 

p(JU' 

~ 
h=1 

h=:u' (mod. U') 

(h,pG)=1 

p" f,,,(h)--t 

1; . 

To est donc égal à 1. Je dis que pour chaque nombre naturel 0 

p"-I rp (U') 
-T(p"TF) 

pfJ'U/ 

~ 1 = Ta-I. 

h =: u' (mod. U') 

(h,p)=1 

pa-If,!' (h)-t 

(73) 

. (74) 

En effet, dans Ie cas ou 0 est égal à 1 et p n'est pas un facteur de U', 
Ie premier membre de (74) égale 

rp (U') 
rp (p Ti') . (p---l) = 1 =-= Ta· 

Dans les autres cas à tout nombre naturel k == p,,-I U' correspondent 
précisément p nombres naturels h-= p~ U' d~finis par 

'. 

h __ k (mad. p,,-I U') ; 
les relations 

k - u' (mad. U'); (k, p"-I) = 1; 'p"--I/1fJ (k)-t 

entra,înent 

h =- u' (mad. U'); (h,p)=l; 

et réciproquement (dans Ie cas 0=1. p esf ttn facteur de U', de 
sorte que les relations h ~- u' (mod. U') et (u', U') = 1 impliquent 
(h, p) = 1); Ie membre de gauche de (74) est done égal à 

p~~1 u' 
'~ 1 = T~_I. 

k=:u' (mod. U') 

(k,p,,-I)=I 

po-lf1P (k)-t 

23* 
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Dans I' évaluation de 

P?I Je ( ~_) e (-~- (1jJ (h)--t)) 
a=O p p 

h=cu' (mod. W) 

(h,p}=1 
(a,p}=1 

(0 ===: 1) (comparez (70) et (72)), je distinguerai cinq cas différents. 

1. Soit p t U et p~ jK. La relation (69) nous apprend Je (t,;:) =: 1. 

par suite 

(U') p"U' p"-I ( ) 
H (p", t) = ;;,p(-p--~ Ui)-:E :E e -~ (1jJ (h)-t) 

'r "=1 8=0 p" 
h=u'(mod.W) (a,p}=1 

= T,,-T,,_I 

(h,p}=1 

pfI'U' 

:E 
h=1 

h=u'(mod.W) 
(h,p}=1 

p" I,p (h}-I 

en vertu de (73) et (74). 

pl"JU' 
(p"_pa-I) - ;E 

h=1 
h = u' (mod. U') 

(h,p}=1 

p"t",(h}-t 

po--II,p (h}-t 

. (75) 

2. Soit p t U; p" t K; po-IjK. Le nombre Je (t;; ). defini par (69), 

q; (U) p,,-I -1 -
est égal à - ---( -U--) = ----1' de sorte qu'on obtient 

q; p" p-

) T,,-TG-I 
H (p", t =--= --(;=--1 - . 

3. Dans Ie cas ou p t U et p~-1 t K. les nombres Je (t~) et H (p", t) 

s'annulent. 

4. Soit piU et p"IKU. On a 

H( " t) -- q; (U') 
p, - q;(p;;[[ ') 

si ron pose pour IJ ===: 0 

p~U' 

:E 
h=1 

h=u'(mod.W} 
(h,p}=1 

, p" q; (U') 
To = q; (p" U') 

p"-I 

:E 
a=O 

(a,p}=1 

p(J'U' 

:E 1. 

h==Cu' (mod. W) 

(h,p"}=1 

pa I 'p (h) + Ku-t 
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5. Dans Ie cas ou pi U et p" t K U les nombres Je (;) et H (p", t) 

s' annulent. 
Démontrons maintenant qu'il existe un nombre y dépendant uniquement 

de K, U, U', G et g tel qu'on ait 

. (76) 

pour tout nombre premier p, pour tout entier t et pour tout nombre 
naturel 0. Comme nous Ie sa vons, G désigne Ie nombre défini au 
commencement de la cinquième communication (p. 2). c. à d. G est Ie 
produit de tous les nombres premiers P qui ne sont pas un facteur de 
U' et pour lesquels les congruences 

(mod. P) 

sont valables pour tous les entiers x non divisibles par P. L'inégalité 
(76) est évidente, si p" jK U et également si o:=:: 2 et p"-ljK. Elle est 
aussi évidente si H (p", t) = O. 0' après Ie raisonnement précédent seule~ 
ment Ie cas 0 = 1 et p t K U reste. Je puis supposer p t U'; sinon (76) 
avec IJ = 1 est évident. Si tous les coefficients du polynome lP (x) -1jJ (1) 
sont divisibles par p, ce nombre pest un facteur de G et (76) est 
immédiat. Si au moins un des coefficients du polynome ljJ(x) -lp(!) n'est 
pas divisible par p, la congruence V' (h) - t -- 0 (mod. p) possède tout 
au plus g solutions et 

de sorte que 

T -= pq;(Ul 
1= q; (p U') 

pW 
:E 1 -=-p- U' g, 
h=1 p--l 

pi", (h}---t 

T 1-1 H (p, t) = - -----
p-l 

est en valeur absolue inférieur à .1.., ou y désigne un nombre conve~ 
p 

nablement choisi. Ainsi (76) est démontré. 
D'après la propriété multiplicative de la fonction H (q, (t) on a pour 

tout nombre naturel q et pour tout entier t 

H(q, t) = II H (p", t) -= 11 _J~ __ . 11 
p~ I q p" I q P pG I q 

Ij (j 

Par conséquent les conditions de la proposition 5 (p. 443) sont r~mplies. 
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Troisiéme pactie de la démonstration: 

Si nous posons 

L (t) = Z c (v) Cl (VI); A (t) = Z e (v) el (VI) 
v+- v'==t 

["log log tJ 
logp 

IJ +- v f == t 

Q,,(t)=1I(1+ Z H(pv,t)), 
p ,,-=1 

la proposition 5, appliquée avec m = g M (y ~st do nc > m) nous apprend 

[NJ 
Z 1 L(t) -A(t) Q" (t) 1

2 < CI 06 1'2 r l2 N3 (log N)~m 
,t=2 

_H 2 

< CI07 AI 9 N3 (log N)-gM 
(77) 

1+-~ -gM+~-gM(2-2) < CIOS N 9 (log N) 2 9 

1+~ 
= CI08 N 9 (log N)-M. 

en vertu de (68). 
Soit p un nombre premier quelconque et désignons par pOl la puissance 

la plus élevée de p qui est un diviseur de K U. Si p n' est pas un facteur 
de U, on a 

ro w+1 
1 + Z H(p°, t)= 1 + Z H(pa, t) 

~=1 ~=l 

p'JJ + 1 U' p'û +- 1 U' 

~ 1-- Z 
h=1 h=1 

h=u'(mod.U') h=u'(mod.U') 

(h,p)=1 (h,p)=1 

p"''''l(h)-t pOl + 1/'1' (h)-t 

= W(p,t) 

d'après la définition de cette dernière fonction (voir p. 6). Si par 
contre pest un facteur de U, on a 

00 w w 
1 + Z H (po, t) = 1 + ~ H (pO, t) = 1 + Z (T~ - T~_I) = T~, 

.=1 ,,-=1 0=1 

p6J [[' 

Z 1 = W(p, t). 

hC:=u' (mad. U') 

(h,po'i=1 

P"'''') (h) + [(u-t 
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Supposons maintenant que t 

Pour un facteur premier p de 

soit > 1 et que (log t)" soit = K2 U 2
• 

r- y log log t -1 
K U chaque nombre (J > L --Tag p- _ 

satisfait à 

d' ou il suit (J > 2 co = w + I, de sorte que H (pO, t) s' annule. Pour un 
nombre premier p -=:: (log t)" qui n' est pas un facteur de K U on a co =--= 0, 
de sorte que H (po, t) s'annule pour tout entier (J> 1, par suite pour 

L
y log log t J tout entier (J > _ -~~,--- . Ainsi nous trouvons 

log p 

00 

II (l -f-- ;}.' H (po" t)) 
p :==: (/og t)" 

IJ W (p, t) = Q: (t). 
p<(logt)" 

en vertu de (62). L'inégalité (77) nous apprend donc 

(78) 

puisque les termes dans lesquels (log t)" est inférieur à K2 U2 fournissent 
une contribution dont la valeur absolue est < ClIO' 

Maintenant no us sommes presque prêts, car il suffit de démontrer 
qui' il est permis de rempJacer dans la dernière inégalité L (t) per F(t) 
et A (t) p~r <J) (t), si nous remplaçons dans Ie nombre de droite ClO9 par 
un autre nombre dépendant uniquement de M, y, K, U, UI et du 
choix du polynome 'Ij! (x). 

Considérons d'abord W (p, t) ou Ie nombre premier p n'est pas un 
(p __ 1)2 

facteur de K U UI G. O'après la définition (p. 6) p -- -p- W (p, t) 

est Ie nombre des nombres naturels h tels que 

h -=:: p UI; h '-_--' UI (mad. UI); pjh ('Ij! (h)-t). 

Il est impossible que tous les coefficients du polynome 

lp (X) = (u l UI X) (1jJ (UI + UI Xl-tl 

sont divisible par p. En effet, dans ce cas on aurait pour tout nombre 
y =-- UI (mod, UI) 

y (lp (y)-t) ··0 ~odp); 
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à chaque entier x corresponclrait un nombre y :::= u' (mad. U') avec 
y - -x (mad. p) et on trouverait pour tout entier x 

x (tp (x)-t) =--= 0 (mad. p), 

par suite pour tout entier x non clivisible par p 

tp(x)--t; tp(1)=-t; tp (x) ---- tp (1) (mad. p), 

de sorte que p serait un facteur de G, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
De cette manière nous avous trouvé que les coefficients du polynome 
P(x) ne sont pas tous clivisibles 'par p, de sorte que la congruence 
ljf(X)::::'cC 0 (mad. p) possède tout au plus 9 + 1 solutions. Par suite on a 

p - (p-=-J)~ W (p, t)'=- 0 et -< 9 + L 
p 

d'ou il découle 

1 W (p, t)-l 1-= ~JIl-' 
p-

Le lemme 12 (p. 452) nous apprend pour tout entier t > e2 

1 Q; (t) 1-== c1l1 (log log t)2g. 

Traitons ensuite L (t), Ie nombre des nombres premiers p = u (mad. U) 
avec p:= 2 K tel que t-K p soit égal à tp (p'), ou p' désigne un nombre 
premier =-= u' (mad. U') avee tp (p'):= A'. On a clone 

ou 

Considérons enfin 

1 

o -= F (t) -- L (t) -=: Cl12 A'g. 

1 -1+-
v' g 

A (t) = CI12 :E -------- ----------,-

v ~ 2K (log-~-) (log ~) 

Nous avons 

v'--- A' K b 
v+v'=t' 

1 

Cll~ = K biJ rp (U) rp (U'). 

I 
-1+-

o -=: cp (t) - A (t) = Cm 2: 
v' g 

2bSv'<A' 
o+v'==t 

2<v'<A' 
v+v'=t 

1 1 
,- 1+- A

'
-

_v ___ 
g < ~~--~ 

log t v 
10g

K 
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cl'après la clémonstration donnée à la fin de la quatrième communication 
(p. 566). Nous obtenons done 

1 

1 F(t)-([J (t) IJ: (t) 1 < 1 L (t)-A (t) IJ; (t) 1 + Cl 14 A'g, 

d' ou il suit en vertu de (78) 

~l 1+2 M 2 
:E 1 F(t)-([J (t) Q; (t) 1

2 < 2CI09 N g (log Nf + C1I5 N A'g 
1=2 

2 
1+- -M 

= C116 N g (log N) . 

Ainsi la proposition 12 est démontrée. 
Bien que nous n'ayons pas eneore démontré ainsi tous les résultats 

annoncés dans l'introduetion, nous arrêterons ici cette série de communi~ 
cations, parce que sous peu nous ferons paraître dans les Acta Arithmep 

tica trois théorèmes plus généraux et plus aisés à appliquer que ceux 
que nous avons obtenus dans les llotes précédentes. 


