Mathematics. — Contribution a la théorie additive des nombres. Par
J. G. vaN DER CORPUT. (Sixi¢éme communication.)

(Communicated at the meeting of March 25, 1939.)

Dans cette communication !) je donnerai la démonstration de la pro-~
position 12 (p. 8). Désignons par ¢;gp, Cio1,---, €116 des nombres, dépendant
uniquement de M, », K, U, UI’, m et du choix du polynome v (x), par
C;, Cy, Cy et C;y, des nombres dépendant uniquement de M, K, U, U’,
m et du choix du polynome y(x). Comme je l'ai dit dans la communication
précédente, cette démonstration est analogue & celle de la proposition 9
(p. 557—566).

Premiére partie de la démonstration:

Considérons dans cette partie de la démonstration les conditions ?) de
la proposition 1.

1. Je choisis jpour V lintervalle fermé (2 K, N), pour V' lintervalle
fermeé (A’, N) ot A’ = N (log N)~#™ et pour T l'intervalle fermé (2, N).

Posons r(v)=1 ou 0, selon que % est un nombre premier = u (mod. U)

ou non. Si nous posons en outre

1 1 -
=" et o)== —QK=v=N),
fog 2 K(U)log 4

les inégalités (1) sont vérifiges.

Si N est suffisamment grand, chacun de ces trois intervalles V, V” et
T renferme au moins un entier et au plus N entiers, A’ est == 20b et a
chaque v = A’ correspond un seul nombre positif x avec v (x) =1v’.

Pour un entier v (A’ =v'=N) auquel correspond au moins un
nombre premier p’ = u’ (mod.ll’) tel que v (p')=1v’, je pose ¢ (v')==1
et pour les autres v’ je pose r/ (v')=0. Je prendrai

1
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si nous choisissons ¢;g0 = c1o;. Les nombres

et

|+ 1) — (V)]

A'Z= o' 55 N—1

1
14— ) B s s

sont = cypp A7 ¢ =17, si 'on choisit ¢jg9 = 102

L.a premiére condition de la proposition 1 est donc remplie,

‘ . Lo R a |

2. Posons I==1 et en outre pour les fractions irréductibles — 2a
q
dénominateur positif

)o@ g (aKh
A(E)’qo(qll) = e( q ) e

h=u(mod. U)
(hay=1 -
et
uy e ay(h)
l/(§_>::&(~mf s e(»_. S (0
q plqU’) = q 70)
h=u' (mod. L")
(h,q)=1

ot e (o) =e?>"** Les nombres /1(%) et A (%—) sont en valeur absolite

=gq, de sorte que (3) est valable, si 'on choisit y; = 1. L'expression

— 1 / w . I
a .9 h b s v g
I = cig0 A’ g, . . . . . . . (68) > e }‘/)_(P_)) + 3 e %L) > 1 — T B
. p'le Ul q h=1 q A= (p)==N (P(q )A/§u'§N lo v
oit je fixerai ¢y plus loin. Nous avons A ) =N h=u' (mod. LI') o) =y =y 9%
P’ =4’ (mod. LI thyq =1 P/ =himod.q II)

1 1
— — e
2 t[‘/(vl)‘é 2 1;(:101 NQEC]OINA/ g;,[‘,N,
v A’év’él\f

o' = ap ()

viph =y

est en valeur absolue d’aprés de lemme 14 (appliqué avec k==q U’)
pour tout nombre naturel m inférieure a

1} Voir Proceedings Kon. Ned. Akad. v. Wetenschappen, A'dam, 41, 227—237; 350--361;
442—453; 556--567 (1938); 42, 2—12 (1939).
2) Voir Proceedings Kon. Ned. Akad. v. Wetenschappen, A'dam, 41, 229 (1938).

1 + 1
qU’ + qC, N (logNY " =Cyq NA 5 (log N)™™. *

Proc. Kon, Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol XLII, 1939, 23
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En remplacant v (x) par K x, par conséquent g par 1, on obtient donc
que

est en valeur absolue inférieure a
qU -+ qCy N (log N) "= C,, qN (log N) ™"
Par suite les inégalités (4) et (5) sont valables, si I'on choisit
m = Cl()? Ym = Cg et  Cyoo =1.
3. A chaque v'=A’ correspond un seul x>0 tel que v (x) =0’

Si nous introduisons les nombres positifs a’ et p’ avec les propriétés
wla)=A" et y(p’)=N, nous avons

S () errier = P errievl) L (71)
A=e=N w=p =
p' =u (mod. U')

Posons #, == 1+ {, ot { désigne le nombre figurant dans le lemme 19
(These Proceedings. p. 11). Si N est suffisamment grand, on a

N~ (log NY'» = " (log ' et (log N)™= (log f')".

Pour tout nombre réel a tel que l'intervalle fermé (@ =F N7 (log NY'™)
ne contienne aucune fraction & dénominateur = (log N)'", l'intervalle
(== /)”Mg(log B')) ne contient aucune fraction a dénominateur = (log B¢
et le lemme 19 nous apprend donc que le membre de droite de (6) est
en valeur absolue

= i3 7 (log /)7 = ci04 N9 (log N)Y ™ = ¢;04 NA (log Ny
=y, [" N(log Ny "

si nous choisissons ym. = Cjgs €t Cro0 = 1.
Ainsi nous avons démontré que les conditions de la proposition 1

sont remplies.

At
4

Deuxiéme proposition de la démonstration: !
Considérons maintenant les conditions de la propositions 5. (Proceedings,
41, p. 443). Pour démontrer que la fonction

Hq )= 2 z(q)z’(q)(z%m. ... (72)

w)

posséde, pour toute paire de nombres naturels g; et g, qui sont premiers
entre eux, la propriété multiplicative H (qy, ?) H(qg, ) =H(q q2 8. il
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suffit, comme nous l'avons vu dans la deuxiéme communication (p. 354)
de déduire les relations

1 (_a1> A (?%) — (‘1‘ + 512) ot (f?_l\ (2 —p (2 _Faj_
q1 Q2 q: q2 1 q2 9 q2

pour un couple quelconque de fractions irréductibles & et 22 dont les

L4 q2
dénominateurs q; et g, 'sont  premiers entre eux, Or, ces. relations

découlent immédiatement du lemme 13 (p. 556) en posant x () — K x

ou g {x) — vy (x).
Posons pour tout nombre prémier' p et pour tout entier o= ()

p (p(u) p;Ur :
(p U/) h=1
h=u’ (mod. ')
s (b p%)=1
27 ()t

= N V<))

T, est donc égal & 1. Je dis que pour chaque nombre paturel o

Foe@) e
(p 04 2 1=To. .. (79)

h=u' (mod. U')
(h,p)=1
P iy
En effet, dans le cas ou o est egal al et p n'est pab un facteur de U,
le premier membre de (74) égale ;

RS
)"
Dans les autres cas a tout nombre naturel k= p°~! I’ correspondent
précisément p nombres naturels h=p” U’ définis par

h=k (mod. p>—* U');

(p-D)=1=T,

les relations

k=ud (mod. U’); (k,p")=1; ' p= Y (k)—t
entrainent ,
| h=u (mod. U');  (hp)=1;  pify(h)—t
et réciproquement (dans le cas o==1, p est’ un facteur de U’, de

sorte que les relations h=u’ (mod. U’) et (u',U’)=1 impliquent
(h, p)=1); le membre de gauche de (74) est donc égal a

_ ' R
@) g
S ItE T e X 1=T,_.
(p(pa U/) p ' k=1 o1
: ; k==’ (mod. LI')
(k" N=1 @
p"wp (k)—t

23*
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Dans I'évaluation de
’ p p°~1 a a
Hp, )= ol T > =z A (,) e (w;; h —-ﬂ)
(P ) 7 (p° ' il ot P’ p (w( )
(hyp)=1

(62=1) (comparez (70) et (72)), je distinguerai cing cas différents.

par suite
u’) r Pt a
Hpr = o) 'y > el ()t
", 8 s ) 2, e\ (v (R)—t)
hZZu! (mod. L) (a,p)=1
(h, p)==1
o) L ey P e
— P = —prly — 3 ... (75
lp(p‘U’)§ 2 P—p)— 2 p ! )
h==u' (mod. U') h="u! (mod. U')
(h,p)=1 (hyp)=1
p° [y (h)—¢ p7 oy (n)—¢
2 )~
ZTG—-T__l

en vertu de (73) et (74).
2. Soit ptU; p°+K; p"~'/K. Le nombre l(;—), defini par {69),

. Uyp—' -1 R
est égal a — 7 = , de sorte qu’'on obtient
R T ey et °
5 g) ]:G.:,T““l
Hp°, t) == — =

3. Dans le cas oit pt U et p°' + K, les nombres 4 (5;) et H{p", t)
s'annulent,

4. Soit p/U et p’/KU. On a

a’y - o U p <a )
Hip, g=2) 5 s e 2w (h) + Kot
=00 T e S+ Ky
h—=u'(mod. ') (a,p)=1
(h,p)=1

si I'on pose pour 6 =0
5 4 pT
o) S

(h,p7)=1
0% | (h) + Ku—t
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5. Dans le cas ou p/U et p” 1+ KU les nombres l(;) et H(p°, 1)

s’annulent,
Démontrons maintenant qu’il existe un nombre y dépendant uniquement

de K, U, U, G et g tel quon ait

Y. . (786)

IH(p”,f)]<p

pour tout nombre premier p, pour tout entier { et pour tout nombre
naturel 0. Comme nous le savons, G désigne le nombre défini au
commencement de la cinquidme communication (p. 2), c.ad. G est le
produit de tous les nombres premiers P qui ne sont pas un facteur de
U’ et pour lesquels les congruences

y @)=y (1) (mod. P)

sont valables pour tous les entiers x non divisibles par P. L’inégalité
(76) est évidente, si p?/K Ul et également si 6=2 et p" !/K. Elle est
aussi évidente si H (p?, f) == 0. D’aprés le raisonnement précédent seule-
ment le cas 0 =1 et p+ KU reste. Je puis supposer pt U’; sinon (76)
avec 6-=1 est évident. Si tous les coefficients du polynome u{x)— (1)
sont divisibles par p, ce nombre p est un facteur de G et (76) est
immédiat. Si au moins un des coefficients du polynome vy (x) — (1) n'est
pas divisible par p, la congruence v (h)—t =0 (mod. p) posséde tout
au plus g solutions et

de sorte que

est en valeur absolue inférieur a 2 ou y désigne un nombre conve-
‘ P

nablement choisi. Ainsi (76) est démontré,
D’aprés la propriété multiplicative de la fonction H (g, (£} on a pour
tout nombre naturel g et pour tout entier ¢

Hq.t)= IO H{p,t)y= U J.;.‘ I 1T< Clos1 ’
vlq la P p7laq ”(“,‘,}) 1

s g p
p™ <y p

Par conséquent les conditions de la proposition 5 (p. 443) sont rémplies.
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Troisiéme partie de la démonstration:

Si nous posons
Lit)= X r@c(v); A= 2 oe ()

et o

[Vloglogt
) log p
Q@=1I(1+ 2 He0)

p

la proposition 5, appliquée avec m=—g M (v est donc > m) nous apprend

(V]
| L(t)—A(t) 2 () P <eyoe 17 I"2 NP (log N)—r
st

)
-2 )
< i A8 N (log N)y-oM (77)

2 i 2
1+2 gt M(Z——)
g ( g 29 g

<y N log N)
1+2
= ¢ N 9 (log Ny ™.
en vertu de (68). '
Soit p un nombre premier quelconque et désignons par p” la puissance
la plus élevée de p qui est un diviseur de K'U. Si p n’est pas un facteur

de U, on a

© o1
14+ 2 HE’,t)=1-+ % H{p’, ¢
s=1 1

6=

=14+ 3 (To— Toy) — Toer—To
=1 p_ 1
— T Tw+1 + T, __PTm_ToH—I
7" p—1 " p—1 T p—1
p(,)+1 (p (U/) p’Jl +1 pﬁ) +1
= — 1
(p—1) e U e W }
h=u' (mod. ') h=—=u' (mod. I
(h,p)=1 (h,p)=1
o7y () —¢ P Uy () —¢
= Wi(p.1) ’

d'aprés la définition de cette derniére fonction (voir p. 6). Si par
contre p est un facteur de U, on a ‘ s o

1+ 3 Hp =14+ 3 Hp" =14 3 (T —Ton)= T,
c—1 =1 c—1

) ) U/ “ p?
37 (p’n( ’) 2
p*U’) =

h=u' (mod. U")
(h,p?)=1
PPy (h) + Ku—t

1 == Wi{p, 9.
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Supposons maintenant que ¢ soit > 1 et que (log #” soit = K?2 U2

ol ‘
Pour un facteur premier p de K U chaque nombre 0>[ 1%5)797[0;11? }

satisfait a

p’ > (log )" = K* U?,

dou il suit 6 >2w=Zw-4 1, de sorte que H (p°, f) s'annule. Pour un
nombre premier p = (log ) qui n'est pas un facteur de KU on a w==0,
de sorte que H(p®,f) s’annule pour tout entier o > 1, par suite pour

tout entier ¢ > I‘Vlw—tjl. Ainsi nous trouvons
3 log p
[vlog log t
log p »
Q0=+ 3 H{@p.0)= O {1+ 2 Hp, )
p c=—1 pé(log t)" F=1
= II Wi =48, (8.
p = (log t)"

en vertu de (62). L'inégalité (77) nous apprend donc

(N} ’ 2
g | L(6)—A () 23 (6) ) < ¢100 N {log N)y™™, . . . (78)

=2 .

puisque les termes dans lesquels (log £ est inférieur a K2 U? fournissent
une contribution dont la valeur absolue est < ;.

Maintenant nous sommes presque préts, car il suffit de démontrer
qui'il est permis de remplacer dans la derniére inégalité L(f) per F(t)
et A(f) par @(f), si nous remplagons dans le nombre de droite ¢y par
un autre nombre dépendant uniquement de M, », K, U, U et du
choix du polynome v (x).

Considérons d'abord W(p, £} ot le nombre premier p n'est pas un
___1)\2
factevr de KU U G. D'aprés la définition (p. 6) p— (ppl) W (p, 9

est le nombre des nombres naturels A tels que
=pl; h=1'(mod. U’); plh (y (h)—¢).
Il est impossible que tous les coeflicients du polynome |
P(X)= +U X)W+ U X))

sont divisible par p. En effet, dans ce cas on aurait pour tout nombre

y==u’ (mod. U)
yw(y)—6 0 fmod. p);
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a chaque entier x correspondrait un nombre y==u' (mod. U’) avec
y==x (mod. p) et on trouverait pour tout entier x

x(p (x)—8 =0 (mod. p),
par suite pour tout entier x non divisible par p
pyx)=t; - yl)=t¢t; w(x)=wp(l) (mod. p)

de sorte que p serait un facteur de G, ce qui est contraire a '’hypothése.
De cette maniére nous avous trouvé que les coefficients du polynome
¥(x) ne sont pas tous divisibles ‘par p, de sorte que la congruence
Y(x)=0 (mod. p) posséde tout au plus g + 1 solutions. Par suite on a

—1)2 '
p—~«»(ppi)~ Wp =0e =g-+1,

d'ou il découle
=29
| W (p, )—1 ):p_l.
Le lemme 12 (p. 452) nous apprend pour tout entier ¢ > e?
| 25 (¢) | = ¢111 (log log t)?s.

Traitons ensuite L (¢), le nombre des nombres premiers p = u (mod. U)
avec p=2 K tel que t— K p soit égal a v (p’), ou p’ désigne un nombre
premier = u’ (mod. U’) avec y(p/)= A’. On a donc

1

O;F(t)_—‘L(t);C”z A/;.

Considérons enfin

v g
A(ty=cy, 2 7
vZ2K (log — ) (log 2
o = A K b
vto =t

cnz =K bv o (U)o ().

Nous avons

0=0(t)—At)=c, 2 7

v==2K ,_v_ L
26==0 <A (log K) (IOQ b )

v+ol=¢

— G112 . g

“log2 vézk log v < log ¢
2= K
vt/ =¢
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d’aprés la démonstration donnée a la fin de la quatriéme communication
{p. 566). Nous obtenons donc

1

| F@O— (02 (@) <|LH—A0) 25 (0] + s A's,
d'ott il suit en vertu de (78)

[N] 2

2
" L — -M ~—~
S|FO—2(O) 2 (0 <2c00N 7 (logN) " +cis NA'®
t=2
142
+ —M
=c s N 9 (log N)™™.

Ainsi la proposition 12 est démontrée.

Bien que nous n’ayons pas encore démontré ainsi tous les résultats
annoncés dans l'introduction, nous arréterons ici cette série de communi~
cations, parce que sous peu nous ferons paraitre dans les Acta Arithme-
tica trois théorémes plus généraux et plus aisés a appliquer que ceux
que nous avons obtenus dans les notes précédentes.



