
Mathematics, - Sur la méthode des points décisi[s. Par J. G. VAN 

DER CORPUT. 

(Communicated at the meeting of May 20, 1939.) 

l1 y a quelques années j'ai pubjié la méthode des points décisifs dans 
la Compositio Mathematica I). Dans Ie présent article, dans lequel je ne 
traiterai qu'un cas très particulier. je ferai quelques remarques qui seront 
compréhensibles aussi pour Ie lecteur qui ne connaît pas encore la 
méthode. Elles lui permettront de trouver pour beaucoup d' intégrales 
non seulement une valeur approximative, mais aussi une borne supérieure 
numérique pour l'écart. La méthode peut être appliquée aux intégrales 
de la forme 

b b J g (u) cos cp (u) . du et J' g (u) sin cp (u) . du (1) 

a a 

et même aux intégrales plus générales 

1= J g (w) ef(w) dw. 

c 

oll C désigne une courbe continue rectifiabie située dans Ie plan complexe 
des w (une des extrémités all toutes les deux peuvent être à l'infini). 
Considérons la dernière intégrale. Supposons que g (w) soit dérivable Ie 

. g(z)-g(w) 
long de C. c' est~à~dire que pour tout point w de Cia fractlOn--

z-w 
tende vers une limite finie, si Ie point z ~ w situé sur C tend vers w. 
Je supposerai que cette limite, que je désignerai par g' (w), soit continue 
Ie long de C. Supposons en outre que ia dérivée troisième de [(w), 
prise Ie long de C, existe et soit continue et quO enfin la condition 

suivante, dans laquelle Vfl/ (w) désigne une fonction continue de w Ie 
long de C, soit vérifiée: 

f' (w) 
La courbe C ne contient aucun point w tel que --- soit un Vfl/(w) 

nombre del ~ 0 et elle contient au plus un nombre fini de points' 
avec f' (C) = O. La dérivée f" (Cl n'est ==- 0 en aucun point C de C avec 

f'm=O. 
Un point C de C, ne coïncidant avec aucune des extrémités de C, 

I) Zur Methode der stationären Phase Il. Compositio Mathematica 3, 328-372 (1936). 
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est appelé un point décisif, lorsque f' (C)=O et que D Vf' (~L a des signes 
[(w) 

opposés 2) de part et d'autre de C sur C. 
Si l' on pose [(u) = i cp (u) et si l' on prend pour C Ie segment linéaire 

(a, b), on obtient les intégrales figurant dans (1) et la méthode des points 
décisifs revient à celle de la phase stationnaire; dans ce cas la phase 
cp (u) est stationnaire aux points décisifs. 

La méthode des points décisifs repose essentiellement sur l'intégration 
par parties. Afin de pouvoir appliquer l'intégration par parties je définis 
pour chaque point w de C, qui ne coïncide pas avec un point décisif, 
certaines fonctions 'lfo (w) = ef(w) , 'lfl (w), 'lf2 (w),.... qui possèdent les 
propriétés suivantes: 

1. Pour chaque point w de C, qui n' est pas un point décisif et pour 
chaque a ==- 0 la fonction 1fJr,+1 (w) est dérivable Ie long de C et on a 3) 

'lfa (w) = - 'If~+1 (w) +- l (a +- 1) (0 +- 2) f'" (w) 1fJrr+3 (w) (2) 

et en outre pour tout a ==- 1 

a2"+i 
I w (w) I /. I ef(w) I et ,a '- I f' (w) la (3) 

II. Si un point w situé sur etend vers un point' de C avec 
f'(w) 

[ ' (C) = 0 de telle façon que D -- =---=-= possède constamment un signe 
V f" (w) 

fixe. 'lfa(W) tend pour chaque nombre naturel 0 vers 

2 ta- 1 eü/(±%-r) r(ta)ef(~) 
-- (o-I)IIf"(C)l to ' 

(4) 

d . dl' 1 (\, f' (w) t t 't'f on OIt pren re e signe ± se on que -0 --==c= es constammen pOSt 1 
, V[I/(w) 

ou constamment négatif; on a y = 8Fg V f" (E). 
Ces remarques nous permettront de mettre I'intégrale 

Ia J~ g (w) 'lfü (w) dw, 

c 

qui prend pour 0 = 0 la valeur 1. sous une autre forme. La formule (2) 
nous apprend 

Ia = - J g (w) 1P~-\-1 (w) dw + l (0 + 1) (0 + 2)J ['" (w) g (w) 1pa-\-3 (w) dw, 

c c 

2) Si z = X + i y, ou X et y sont réels. on écrit X = ffiz et y =,8 z. 

3) Le raisonnement figurant à la page 341 de l'article cité dans Ie renvoi I) nous fournit 

les inéga!ités (3) avec les facteurs 8" et 24iü, au !ieu de 27 +i et 2tr,+t. <îl! 

Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLII, 1939. 32 
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d' ou nous obtenons en integrant par parties 

Lr = -I g (w) 1pr,-J-l (w) + J g' (w) 1pr,-J-l (w) dw 

c c 

+ t (a + 1) (a + 2),I ['" (w) g (w) 1po+3 (w) dw. 

(5) 

c 

Le premier ter me du membre de droite est Ia somme des eontributions 
des extrémités de C et de eeIIes des points décisifs. La relation (4) nous 
fournit les contributions des points décisifs. Cette formule nous donne 
aussi eeIIe d'une extrémité, dans Ie cas particulier ou Ia dérivée de [ s'y 
annule. Si eest une extrémité de C. située à l'infini, et si 

g (w) ef(w) 

1 'l~O, 
[f'(w) [r,-J-I + [t" (w) [,aT' 

(6) 

w pareourant la eourbe C et tendant vers C, la contribution de cette 
extrémité C vaut zéro en vertu de (3). 

Au besoin on peut répéter l'intégration par parties, si du moins les 
fonctions [lw) et g(w) sont dérivables Ie long de C un nombre suffisant 
de fois. On peut écrire ainsi· Ia eomme Ia somme de queIques term es 
calculabIes d'une manière élémentaire et de plusieurs intégrales de Ia forme 

.I X (w) 1PT (w) dw; 
c 

(3) donne pour Ia valeur absolue de ces dernières intégrales une borne 
supérieure numérique. 

Passons maintenant à Ia démonstration. A tout point w de C j'adjoins 
l' ensemble des points z avec 

0' 1 f' (w) (z - w) + t til (w) (z - w)2l = 0 . (7) 

Cet ensemble est une droite ou une hyperbole équiIatère, selon que 
f" (w) est égal à zéro ou non. Si f" (w) vaut zéro, je désigne par W(w) 
Ia partie de cette droite formée par les points z avec 

f' (w) (z- w) + t {" (w) (z- w)2 -== O .. (8) 

Lorsque [" (w) =j= 0 et que w n' est pas un point décisif, je distingue 
deux cas différents: 

(f' (W))2 
1. Traitons d'abord Ie eas ou ["(w) n'est pas réeI. L'hyperbole 

équilatère déf1nie par (7) ne contient pas son centre Zo qui est déf1ni par 

f' (w) + [" (w) (zo - w) = O .. (9) 

L'hyperbole équilatère n'est done pas dégénérée et Ie point west situé 
sur une seule branche de l'hyperbole. Par W (w) je désigne la partie de 
cette branche qui est formée par les points z avec (8). 
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• .. (f' (w))2 
2. Traitons ensuite Ie cas ou la fractJon -f" (wf est réeIle. Les 

conditions imposées à la fonction [lw) nous apprennent que eette fraction 
n'est pas> 0, de sorte qu'elle est négative ou nuIIe. Si dIe est négative, 
l'hyperbole équilatère déf1nie par (7) est formée par deux droites d et dl, 
dont une seule eontient w. Soit cl la droite contenant w. Je désigne par 
W (w) la partie de d qui est limitée au point w et qui ne eontient pas 
Ie point d'intersection Zo des deux droites d et dl. Ce point Zo vérifie 
(9) et donc aussi 

f' (w) (z- w) + t [" (w) (z- w)2 = - ~)(~: > 0, 

de sorte que (8) vaut par chaque point z de W (w). Si f' (w) = 0 et si 
w n'est pas un point décisif. un point WI de C tendant vers w possède 
la propriété que W (wIl tend vers une demi~droite (bornée par w) que 
j'appelle W (w). 

La courbe W (w) étant ainsi déf1nie d'une manière univoque pour tout 
point w de C ne coïncidant pas avec un point décisif, j'introduis les 
fonetions 1po(w) (a == 1) par Ia déf1nition 

00 

1po (w) = (a~ I)! J(z-wr-I 
ef(w)+f'(w) (z-w)+t{"(w)(z-w)2 dz, 

ou l'intégrale est prise Ie long de W (w). 

Démonstration de (2). 
Pos ons pour tout entier a ==- 0 

Fo (w, z) = J, (z - wt eP(w,z) , 
a. 

ou 

p (w, z) = (lw) + f' (w) (z- w) + t [" (w) (z- W)2. 

Si w désigne un point de C ne coïncidant pas avec un point décisif et 
si h =j= 0 est en valeur absolue assez petit, w + h désignant un point de 
C, on a 

00 00 w+h 

J F'v (w + h, z) dz-J Fo (w + h, z) dz = - J Fa (w -/- h, z) dz. 
w+h 

En vertu de 

Fo (w, w) = ef(w) = 1po (w) et Fo (w, w) = 0 

on obtient pour h ~ 0 
00 00 

~ J Fa (w + h, z) dZ-~.J Fo (w + h, z) dz ~-1po (w) ou ~' 
w+h 

32* 
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selon que 0 est nul ou positif. On a 

àFa ~'-zl = (2 (Z_W)H2 t f'" (w) - -~~- (Z-W)"-I) eP(W,Z); 
àw 0 I (0-1)1 

1 
pour 0 = 0 Ie terme --- (z_w)a-I n'apparaît pas. Par conséquent on 

(0-1)1 
trouve pour h ~ 0 

IV IV 

et en outre pour chaque nombre naturel 0 

00 

j'F,(W+h,z)-Fa(w)d 1( +1)( +2)f"'() () () '- ------h-- --- Z~2 0 0 W 1fJa+3 W -1P" w. 

IV 

Finalement on trouve donc 

00 00 

1PHI (w + h)~-1PHI (w) h --------- 1 j' IJ' h, F,,(w+h,z)dz-7; F,,(w+h,z)dz 

w+h w 

~ -1fJa (w) + -~ (0 + 1) (0 + 2) f'" (w) 1;;,,+3 (W). 

Démonstration de (3). 
Pour la démonstration de (3), j'ai besoin d'un lemme. 

Lemme: Deux points PI (XI' YI) et P2 (Xz, Y2) situés SUl' une même 
branche de [' hyperbole équilatère x2 - y2 == c2 (c > 0), vérifient les 
inégalités 

et 

1 X2 Y2- X I YI 1 =- t PI P~, 

011 0 désigne l' origine des coordonnées. 

(10) 

(11) 

Remarque: Dans aucun des deux membres de droite Ie facteur t 
ne peut être remplacé par une constante plus grande; en effet, si X2 = c 
et Y2 = 0, les deux fractions 

1 X2 Y2- X I YI 1 

OP\.p\ Pz 

tendent vers t, lorsque XI croît indéfiniment. 
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Démonstration: Sans nuire à la généralité nous pouvons supposer 
que PI et P2 sont situés à droite de l'axe des y. Si 1'0n pose 

X = t c (eO: + e-O:) et Y = t c (eO: - e-O:) 

et si a = fJ et a = 'Y correspondent aux points PI et Pz, on a 

Xz Y2-XI YI = t CZ (eZY-e-2Y-e2j3 + e- 2p) 

et 

= t c2 (e-Zf~ - e-2y) (e2p +2Y + 1), 

OP; = t c2 (e2f3 + e-2f3) 

PI p~ = t c2 (e ï + e-Y - ef3 - C P)2 + t c2 (eY - e-Y -- eP + e-r)2 

= t c2 (e Y - et9 )2 + t (e-Y - e-P)2 

=~c2(e-Y-e-p)2(e2p+2Y+ 1). 

Par conséquent (10) découle de l'inégalité évidente 

(e-Y + e--P)2 (e2p +2Y + 1) =- e2p + e-28 

et (11) résulte de 

Afin d'obtenir (3) je démontrerai d'abord pour tout point w de C ne 
coïncidant pas avec un point décisif et pour tout point z de W (w) les 
inégalités . 

ffi 1 f' (w) (z-w) + {- f" (w) (Z-W)2! === - t 1 f' (w) 1 1 z-w 1 ~ 

et -== - ti f" (w) 1 1 z-w 1

2
• 

. (12) 

Ces inégalités sont évidentes, si f" (w) = 0, comme Ie membre de gauche 
est alors égal à -I f' (w) 1 1 z-w I. Traitons ensuite Ie cas ou f"(w) *- 0 
et que l'hyperbole équilatère définie par (7) est formée par deux droites. 
Sans nuire à la généralité on peut supposer que cette hyperbole soit 
formée par les axes réel et imaginaire et que w soit positiE, sinon il 
suffit d'effectuer une translation et une rotation. Dans ce cas on a 
f' (w) -=:: 0 et f" (w) -=: 0 et W (w) est formé par les points z =--=: w, de 
sorte que les inégalités en question sont évidentes. 

Traitons enfin Ie cas ou f"(W) *- 0 et ou l'hyperbole equilatère définie 
par (7) n' est pas dégénérée. Sans nuire à la généralité on peut supposer 
que l'origine des coordonnées coïncide avec Ie centre de l'hyperbole et 
que l' axe réel coïncide avec l' axe focal de l'hyperbole; au besoin on 
effectue une translation et une rotation. Dans ce cas on a 

ou Je est réel et c positiE. d' ou il suit 

f' (w) (z-w) + t f" (w) (z- wF = i JeZ2 + fJ.-i Je c2 
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(ft réel), par conséquent 

Dl 1 f' (w) (z - w) + t f" (w) (z - w)21- - 2 J, x y + f~· 
Si les coordonnées de w sont désignées par Xl et Yl' on a done ft=2ÀXl Yl et 

1 Dl lf' (w) (z-w) + -~ f" (w) (z-w)211 = 21 J,I 1 Xy-Xl YI 1 

==- 1 À 1 1 wil z - wiet ==- 1 À 1 1 z - W 1

2 

d'après Ie lemme préeédent. En vertu de f'(w)=2iJ,w et f"(w)=2iÀ 
on obtient de eette manière les inégalités (12), dont Ie membre de 
gauehe est -=: O. 

Si l' on pose 1 z-w 1 = e, on a pour tout point z 1= w de W (w), que 

I ~~ I = cos cp, ou cp est l'angle positif <~- formé au point z par l'hyper~ 

I 
de I -bole (7) et la droite joignant z à w; on a done . d z < t V2 et hu".(w) 1 

est pour ehaque nombre naturel a inférieur à 

00 

1 Je~-l 1 ef(w) 1 e- t I fl (w) 112 V2 de 
(a-I)! 

o 

et aussi inférieur à 

1 Joo ------ e~-l 1 ef(w) 1 e- tlf l/(w)le2 V2 de, 
(a-I)! 

o 
d' ou suit (3). 

Démonstration de (4). 
Sans nuire à la généralité nóus pouvons supposer que Ie point w situé 

sur etend vers , de telle façon que.;} f' (~--= soit toujours positiE; 
Vfl!(w) 

sin on il suffit de rem placer V f" (w) par - V f" (w) et y par y + n. 

Pour ehaque point z de W (w) on a 

f' (w) (z- w) + 1 f" (w) (z-w)2 = -p, . (13) 

ou pest ==- O. Si w et p sont donnés, Ie point z sur W (w), défini par 
(13), est déterminé univoquement et, si nous désignons eette valeur de Z 

par zp(w), no us avons 
f' (w) 1 

zp (w) = w - fl! (-) + V ( -Xp (w), 
w f" w) 

ou Xp(w) est une fonetion continue de la variabIe p= 0, qui prend pour 

p = 0 la valeur (~) et qui possède pour p=O une des deux valeurs 
Vf"(w) 

V
---'-(f~' (wW f' (w) (f' (W))2 

± -2p + fl!( )' Comme ---=-= n'est pas réel, Ie cas -f-~( ) =0 
w Vfl!(w) W 
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(f'(W))2 
est exclu et - 2 P + f" (w) n' est = 0 pour aueune valeur ==- 0 de p. 

L'argument de Xp(w) n'est done pas égal à un multiple de n. Comme 
Xp(w) est une fonetion continue de p==-O et possède pour p =0 la valeur 

!?1~' dont Ia partie imaginaire est positive, nous pouvons supposer 

que eet argument soit situé entre 0 et n. Si pest un nombre positif 
fixe, et si w tend sur evers " Ie nombre Xp(w) tend vers Ie nombre 

purement imaginaire ± V=2p, dont I'argument est done égal à + ; . 
Le point zp (w) tend done vers un point 

ou hp est positiE. de sorte que W (w) se transforme en la droite qui joint 
ioo 

les deux points' et ,+ V---=. Par eonséquent 1pu(W) tend pour chaque 
f" (') 

nombre naturel a vers 

ou y = arg V f" (w). 




