
Mathematics. - SUf la discrépance modulo uno (Première communication.) 
Par J. G. VAN DEI~ CORPUT et CH. PIS OT. 

(Communicated at the meeting of May 20, 1939.) 

Soit U un système de n nombres réels Ul' U2' ... , U n • N ous attachons à 
chaque suite U un nombre D ( U) que nous appel ons la discrépance modulo 
un de U et que nous définissons de la manière suivante: 

Soient a et À des nombres réels quelconques, nous désignons par 

N (a, a + À) Ie nombre des Uv de la suite U compris modulo un entre a et 

a + À, c' est~à~dire de façon précise N (a, a + À) est Ie nombre des u,. de la 
suite U qui vérifient les inégalités: 

O:=: U,,-a- [uv-a] < J,- [,iJ, 

ou [a] désigne l'entier de a. 
Posons 

N (a, a + À) = (À- [À] + D (a, a + À)) n. 

Par définition D (U) est Ie plus petit nombre tel que I' on ait: 

I D (a, a + À) I -== D (U) 

pour toutes les valeurs de a et de À. 

Remarquons que N.( a, a + À) et D (a, a + À) sont des fonctions périodi~ 
ques de période 1 en al et en J" nulles pour À = O. Comme N (a, a + J,) ;S; n, 
on a I D (a, a + À) I ~-i et par suite D ( U) ;S; 1. D' autre part étant donné 

un nombre e aussi petit que ron veut, il y a toujours au moins un nombre a 

l-e 
tel que N(a, a+ .s);;;;; 1, done pour lequel D(a, a + e);;;;; --; on a done 

n 

aussi D(U) ;;;;;J_. 
n 

Enfin la fonction D (a, {J) possède la propriété additive suivante: Quels 
que soient les nombres a, {J, y, on a 

D (a, (J) + D ({J, y) = D (a, y). 

En eHet, en vertu de la périodicité en {J de D(a, {J) et en y de D({J, y). 
nous pouvons supposer que 

a -=- {J < a + 1 et {J -=- y < {J + 1. 

de sorte que a ;S; y < a + 2. Dans ces conditions 

N (a, (J) = n ({J-a + D (a, (J)), N ({J, y) = n (y-{J + D ({J, y)) ; 

N (a, y) = n (y-a + D (a, y)) si a -== y < a + 1 
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et 

N (a, y) = n (y-a-l + D (a, y)) si a + 1 == y < a + 2. 

Or si 

a -== y < a + 1, on a N (a, (J) + N ((J, y) = N (a, y) 

et si 

a + 1 -== y < a + 2, on a N (a, li) + N ((J, y) = n + N (a, y), 

la propriété est donc démontrée. 

En particulier pour y=a on obtient la relation D(a,{J)=-D({J,a) 
valable pour tous les nombres a et {J. 

Désignons par U 2 Ie système des n 2 nombres u" - u& (')J == 1, 2, ... , n; 

[! = 1, 2, ... , nl. M. VINOORADOW 1) a montré que si les n nombres 

nUl' ... , nU n sont entiers, la connaissance de D(U2 ) permet de trouver 
une borne supérieure pour D (U), à savoir: 

D ( U) < C .0/ Dca;) 
ou eest une constante absolue convenabIe. 

VAN DER CORPUT a amélioré Ie résultat de M. VINOGRADOW en démon­
trant l' inégalité plus forte 

et cda sans supposer les nombres nul' ... ' n u n entiers 2). Dans eette 
communication nous démontrerons dans les mêmes conditions I'inégalité 
plus précise 

(1) 

Nous en déduirons l'inégalité équivalente 

(2) 

valable pour tout e > O. L'inégalité de M. VINOGRADOW s'obtient en 

prenant E = 1; dans l'inégalité (2) On trouve ainsi que 2" est une valeur 
possible pour la constante absolue C. 

Comme nous Ie démontrerons dans les communications suivantes, Ie même 
raisonnement perm et d' obtenir pour la répartition modulo un des polynómes 
les mêmes résultats que par la méthode de WEYL et de baser la théorie 
de la répartition uniforme modulo un sur des eonsidérations élémentaires. 

1) Ueber die Bruchteile eines ganzen Polynoms. Bull. Acad. Sci. U.R.S.S., (6) T. 20, 
p. 585-600 (1926). 

2) La démonstration de cette inégalité n'a pas encore paru, mais Ie résultat a déjà 

été publié par J. F. KOKSMA: Diophantische Approximationen (1936). Ergebniss~ der 
Mathematik, Band 4, Julius Springer, 157 p., voir p. 95. 
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Dans Ia démonstration nous allons introduire un entier k ~ 2. Nous 

désignerons, quels que soient les nombres réels a et p, Ia quantité D (I' ~-) 
par L2,(a, Pl. D'autre part nous désignerons par N 2 (a, PL D 2 (a, PL 
L2,2 (a, P) les quantités N (a, P)' D (a, P), L2, (a,p) relatives à Ia suite U 2' 

La démonstration se fera en six étapes. 
10) Identité de Vinogradow 3). Soit k ~ 2 entier et supposons les n 

nombres kUl' ... , kUn entiers. Pour tout entier t on a 

k-I T-I 
L: (6 (h, h + t))2 = L: 6 2 (-I, 1+ 1) . (3) 

h=O 1=0 

ou 't désigne la valeur absolue de la diftérence entre t et Ze multiple entier 
-1 

de k Ie plus voisin de t, et ou par convention Ie symbole L: représente O. 
1=0 

Remarque: Si k augmente indéfiniment, I'identité devient 

1 ~ 

,f(D (a, a + ,1))2 da =.FD2 (-a, a) da 

o 0 

OU IU est Ia valeur absolue de la différenee entre À et I'entier Ie plus voisin 
de À. Cette relation est valable pour toute suite U et tout nombre À. Comme 
nous voulons donner une démonstration élémentaire nous n'utiliserons pas 
eette relatTon entre intégrales. 

L'identHé (3) est vérifiée pour t = 0, les deux membres de I'identité 
étant nuIs. En vertu de Ia périodicité en À de D (a, a + À) Ie premier membre 
de (3) est une fonetlon périO'dique en t de période k; Ie deux'Ïème membre 
de (3) est aussi périodique en t avee la période k, ear il en est ainsi de 't. 

Il suffit done de démontrer I'idendité pour ° < t < k. 
Posons E (h) = L2, (h, h + 1), alors en vertll de Ia propriété additive de 

la fonetion L2, on a pour tout entier z 

k-) 

L: E (h + z) = 0. 
h=O 

Le nombre des uvavee 

h 
U y --- IC (mod 1) 

est aussi Ie nombre des U y vérifiant les inégalités: 

o -= Uv - ~ - [ u" - ~J < ! 
e'est~à~dire N (Z ' h 7: 1) = (+ + E(h)) n. 

3) M. VINOGRADOW a dérnontré cette identité dans Ie cas particulier ou k = n. 

(4) 
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Posons E 2 (h) = L2,2 (h, h + 1). Si y et I sont des entiers quelconqlles, 
Ie nombre des éléments U v - Ue du système U 2 avee 

. (5) 

est done n2 
(-} + E 2 (y -1)). D' autre part Ie nombre des u. avee 

__ y+h( dl) uV=-"-ç- ma 

est n (i + E (y + h)) et à ehaeun de ces Uv correspondent n (~+ E(l + hl) 

nambres tie avec 

Le nombre des éléments Uy-Ue du système U2 avec (5) est done aussi: 

,:~: ~ n (~ + E (y + h)) . n (! + E (l + h)) ; . 

En vertu de la relation ( 4) appliquée avec z = y et avec z = Z. cette 
expression peut s'écrire: 

n
2 ~ ! -+ I~~ (E (y + h) E (l + h)) ~ , 

et on a donc: 

k-) 

Ez (y-T) = L: (E (y + h) E (l + hl). 
h=O 

(6) 

La propriété additive de la fonetion L2,2 permet d' écrire pour tout entier 
t ~ 1: 

t-) 

2,' 6 2 (y-I, y-i + 1) = 6 2 (-l, t-l), 
y=O 

d' ou en vertucle (6) 

t-I 1'--) k-I 

6 2 (-Z, t-I) = L: Ez (y-I) = L: L: (E (y + h) E (l + h)) 
y=O y=O h=O 

et de ce que 

t-) t-) t-) 

~ 6 2 (-1,1+1)- L: 6 2 (-I,t-I)= L: 6 2 (t-I,I+l) 
1=0 1=0 1=0 

t-) t-) 

= ~ 6 2 (z + 1, t- z) = -- L: 6 2 (t- z, z + 1) = 0, 
z=O z=O 
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on a 

1,-1 ( t-I )' 2 k-I 

=: h:O y:O E (y + h) = h:O (~ (h. h + t) )2. 

Enfin remarquons que 6 2 (-l'. l' + 1) = -- 6 2 (-l. l + 1) lorsque 
l + l' = k--l. 11 en résulte que 

1--1 T-I 

.z ~2(-l.l+I)== 2' 6 2 (-1.1+1) 
1=0 1=0 

et l' identité (3) est démontrée. 

20 ) Soit k ~ 2 entiel' et suppasons les nombres k Uv (v = 1, ... , n) 
entiers. Potlr tout entiel' :1' et taut entiel' q > 0 on a l'inégalité: 

r+k-I u+q 

.z 2' (~(u. v) )2-= q (q + 1) D (U2) •• . (7) 
u=r v=u-q 

Posons a = v + w; comme 6(a. vl =---=-6 (v. a) Ie premier membre de 
(7) peut s' écrire 

q r--w+k-I 

.z 2' (~(v. v + W))2. 
w=_·q v=r-1V 

En vertu de la périodicité en a de 6 (a. a + À) on a 

r-w+k-I k-I 

.z (~(v. v + W))2 = .z (~(v. v + W))2. 
v=r-w v=O 

L' idendité (3) appliquée avec t = w donne par conséquent: 

r + k---I u + q q 

.z .z (~(u. v) )2 = .z 
())-1 

2' ~2 (-1.1 + 1) . 
u=r v=n-q w=-q 1=0 

ou west la valeur absolue de la différence entre w et Ie multiple de k Ie 
plus voisin de w. Le deuxième membre est en valeur absolue inférieur à 

D(U2) 1 w=2D(U2) ]; w~q(q+ l)D(U2). 
w=-q w=1 

30 ) Soit k ~ 2 entiel' et supposons les nombres kul' (v = 1, ... , n) 
entiers. Saient I' et s des entiers arbitraires avec I s - I' I < k, alars 

~ Is-rl ---~) 
I ~ (I'. s) I === Max ~ 4 -k --.21 V D (U2) ~ •• (8) 

On peut supposer s -::F r. cal' pour s = Ir Ie premier membre de (8) 
s'annule. De même nous pouvons supposer 

I s-r I 
I ~ (I'. s) I > 4--

k 
-. (9) 
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Soit j l'intervalle fermé d'extrémités I' et s. Pour chaque entier u de j. 
l'une au moins des quatre inégalités suivantes est vérifiée: 

~ (u. s)'== t I ~ (I'. s) I 

~ (u. s) -= - t I (I'. s) 1 

6 (I'. u) ::=- ~-I ~ (r. s) I 
~ (I'. u) -= -11 6 (I'. s) I. 

En effet dans Ie cas contraire on aurait 

1 ~ (I'. u) I + I ~ (u. s) I < I ~ (I'. s) I. 

(10) 

(11 ) 

Comme j conNent I s-r I+-l entiers. l'une au moins de ces quatre inéga~ 
lités est vérifiée par au moins i ( I s - t' I + 1) valeurs de a. Puisque 
6(a. fJ) = -6(fJ. a). on peut même supposer que (10) ou (11) soit vérifiée 
par au moins i (I s -- rl + 1) entiers u de j. sinon on changerait r en s 
et sen r. Lorsqu'il en est ainsi pour l'inégalité (10) respectivement (11). 
nous dirons que nous sommes dans Ie cas (10) respectivement (11). 

Nous désignel'ons par j* l'intervalle fermé de longueur I s-r I. d'extré~ 
mité s et situé à droite de s dans Ie cas (10) et à gauche de s dans Ie 
cas (11). 

Soient h et w des entiers avec 

h --= w -= h + I s - r I. alors N ( 1-. ~)::=- 0 

donc 

et d'après (9) 

~ (h. w) > - i I ~ (I'. s) I. ( 12) 

Soit v un entier de j*. Dans Ie cas (10) on a s~v;;;;;s + Is-rl; l'inéF 
galité (12) avec h = s. w = v donne 

~ (s. v) > - i I ~ (r. s) I. 
Dans Ie cas (11) on a v;;;;;s;;;;;v + Is-rl: l'inégalité (12) avec h=v. 
w=s donne 

~ (v. s) > - i I ~ (r. s) I. 
Il y a donc au moins i (I s - I' I + 1) entiers u de j tels que pour tout v 
de j* on ait (en vertu de la propriété additive de Ia fonction 6) dans Ie 
cas (10): 

~ (u. v) = ~ (u. s) + ~ (s. v) > (t - i) I 6 (I'. s) I. 
et dans Ie cas (11): 

~ (u. v) = ~ (u. s)- 6. (v. s) < (- ~- + i) I ~ (r. s) I. 
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On a done pour au moins i( I s-r I + 1) entiers u de j et pour I s-r 1+ 1 
entiers v de j* l'inégalité: 

I L, (u, v) I > {- I L, (r, s) I. 
L'inégalité (7) peut être appliquée avee q = 21 s - r I, et eomme 

lu- v l;;;;;2Is-rl, 

elle donne: 

i (I s - rl + 1) (I s - r I + 1)h I L, (r, s) i2 < 21 s - rl (2 1 s - rl + 1) D (U2 ) 

d'ou 

I L, (r, s) 1 < 16 VD (U0 
et l'inégalité (8) est démontrée. 

40 ) Soit k G:: 2 entier et slIpposons les nombres k u" (v = I, ... , n) 
entiers. POllr tout nombre réel a> 0, tout entier m ~ 1 et pOllr chaque 
couple d'entiers r et s avec I S-ii 1 < k on a l'inégalité: 

1 

I L, (r, s) 1-== j\Jax ~IP (m, a) (is k r 1 (D (Uz) r-1ym-\ 2m + 3 (1 __ 2-0 )-m+ 1 VD (U;) ~ (13) 

ou 
1 

lP (m, a) = 12m2 + (ZO+ I) Ol-ZO' (1-rO'r (m-I)2l2m-~1 • 
L' inég alité (13) est vérifiée pour m = 1 ear elle se réduit alors à (8). 

Nous pouvons done supposer que m ~ 2 et que l'inégalité (13) soit déjà 
démontrée pour m - 1 au lieu de m. 

On peut admettre que r 7: s, Ie premier membre de (13) étant nul pour 
cr 1= s. De plus nous pouvons supposer que 

I L, (r, s) 1 > 2 m
+

3 (l-ror-m
+

1 Vl:5-(U2).. • • • (14) 

Enfin nOllS pouvons supposer que Ie nombre d' entiers u de l'intervalle j avee 

I L, (u, s) 1 ==- tiL, (r, s) 1 . . . . . . . (15) 

est au moins t ( Is - rl + 1); on éehangerait dans Ie cas contraire r et s. 
Soient alors (J les entiers de j pour lesquels on a 

Nous désignerons Ie seeond membre de eette inégalité par g. 
En appliquant à un entier v vérifiant (16) l'inégalité (13) avee m-l 

à la plaee de m et IJ à la plaee de i, il vient: 

1 

1 L, (v,s) 1 < Max ~ lP (m-l, a) (~-k IJ 1 (D(Uz) r- zY';'-3; 2m+2 (I_TGr m+z VD(U2)~ 
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ce qui d'après (16) donne: 

I L, (v. s) 1 < Max 1 t (I-TO) I L, (r, s) I; 2m+Z (I_TG)-m+Z VD (U
2

) I 

et enfin en tenant eompte de (14) 

1 L, (v, s) 1 < t (I-rG

) I L, (i, s) I. (17) 

Comme t(I-2-0)<t paree que a>O, l'inégalité (17) n'est pas 
vérifiée pour v = i, done v = i ne satisfaH pas (16). Il en résulte que 
g < Is -- riet Ie nombre d' entiers v qui entrent en eonsidération est Ie plus 
grand entier ne dépassant pas g + 1, done est supérieur à g. 

Par suite pour au moins i-(Is-rl + 1) entiers u de j et au moins g 
entiers v de j on a les inégalités (15) et (17), et par eonséquent 

1 L, (u, v) 1 ==-1 L, (u, s) 1--1 L, (v, s) 1 > (~- t (I-TG)) 1 L, (c. s) 1 

1 L, (u, v) 1 > To-1 
I L, (r, s) I. 

L'inégalité (7) peut être appliquée avee q= IS-il, et eomme 

Ill-vl;;;;;ls-rl. 

elle donne: 

t (I s-r 1 + 1) g TZ(o+l) 1 L, (c, s) I
Z < 1 s-r 1 (I s-c ! 1) D (Uz) 

En tenant eompte de Ia valeur de lP (m -1. a) on voit que ron obtient: 

et l'inégaIité (13) est démontrée. 

50 ) Démonst'iation des inégalités (1) et (2) lorsque k ~ 2 est entier 
et que les nombres kul' (v = 1, ... , n) sont entiers. 

Posons D(U2 )=rd
, alors d= L!?gD(Uz)! est un nombre positif, ear 

log 2 
D(U2 );;;;;1. 

Nous appliquerons la formule (13) ou nous' avons posé a = m et 
i 
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remplacé Is -- r I par Ic La formule (13) devient alors: 

. (18) 

On vérifie que, quel que soit]' cntier m :2; 1, on a 

(m-I)' 

I ( Hl) 2m-1 
22 \2m-l) 1-2 2 < 2 

et 

(1_2-';r
m

+
1 < 2~ . 

Il suffit pour eela de constater que la dérivée par rapport à m de ehaeune 
de ces expressions est positive pour 1 :;:;; m :;:;; 3 et négative pour m :2; 4. La 
substitution des valeurs m = 3 et m = 4 fournit les inégalités éerites. 

L'inégalité (18) dcvient alors: 

D (U) < Max kn+~+2-(2,~--I); 2m+~! VD(Uz). 

Supposons d'abord d:2; 36 et prenons pour m l'entier défini par les 
inégahtés 

1 + Vd -= 2 m < 3 + Vd. 
Alors 

3 d - 9 1-
m + - + ------ < 3 + V d et m + -- < 6 + - V d. 

2 2(2m-l) 2 2 

Or pour d:2; 36 on a 3 + Vd:2; 6 + tV'd, done dans ce cas on a 

D (U) < 23+Vd VD (U2). 

Supposons maintenant d < 36 et prenons pour m l'entier défini par les 
inégalités 

1 + ~ -= 2m < 3 + ~ . 
Alors 

On a done dans ce cas 

d 

D (U) < 26
+ 12 VD (U2). 
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72 d 7 -
On voit facilement que pour 5 < d < 36 on a 6 + 12 <:2 + V d. 

Si d est 
72 7 - 1 
5' on a :2 + V d - :2 d > O. de sorte que l' on a: 

7 V-l 7 -

D ( U) < 22 ~ d - 2 d = 22 + V d V D (U
2

) 

inégalité évidente, ear Ie seeond membre est supérieur à L On a ,done pour 
toutes les valeurs de d 

D(U) < 2~+VdVD(U2) 
et l'inégalité (1) est démontrée pour la suite U. 

Pour démontrer l'inégalité (2) nous éerivons. {3 > 0 étant un nombre 
arbitraire: 

7 - - 1 
Or 2 + V d - ed prend sa plus grande valeur pour V d = 2 {3 et par 

suite: 

7 1 1 1 7 1 1 

D (U) < 22+zg-:Je(D (U2Hz- e = 2Z+:Je(D(U
2
))2- e 

et l'inégalité (2) est démontrée. 

L' inégalité (2) est équivalente à (1) ear on retrouve (1) en prenant 

dans (2) pour {3 Ia valeur particulière __ I-=:. 
2Vd 

60 ) U étant un système de n nombres réels U1' .•• , Un quelconques et 
U* un système de n nombres réels u7 •...• u~ tels que [uv - u~ [ ;;:;; 1] 

(I' ,= 1, ... , n), ou 1] est une constante indépendante de '1', on a lïnégalité: 

I D ( U) - D (U*) I -= 21] . (19) 

Désignons par N* (a. a + A) Je nombre des éléments u: de U* avee 

Si 0:;:;; A < 1·--21]. on a 

N (a. a + À) -=:: N* (a-1]. a + A + 1]) -=:: n (À + 21] + D (U*)). 

done 

D (a, a + À) -= 21] + D (U"). 

Proc. Kon. Ned . .A!kad. v. W'etensch .• Amsterdam, Vol. XLII, 1939. 33 
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Si 1 - 2'/} ;;;; Je < 1, on a 

N (a, a + X) -=: n + N* (a-'/), a + },-1 + 1]) == n (1 + },-l + 2'/) + D (U*)). 

donc 

D (a, a + },) -=: 2'/} + D (U*). 

En vertu de la périodicité en Je de D (a, a + Je) on a par conséquent pour 

tout couple a et Je 

D (a, a + X) -=: 2'/} + D (U*), 

D(U);;;; 2'/} + D(U'). 

En échangeant les röles des suHes U et U* on obtient de même: 

D(U*) ~ 21] + D(U) 

et l'inégalité (19) est démontrée. 

Fin de la démonstl'ation. 
Soit U un système de n nombres réels Ul' ... , U n quelconques et soit k un 

entier arbitraire. Définissons un système U* de n nombres ur ... , u~ par 
la propriété que k u~ est rentier Ie plus voisin de k u,. pour 'jJ = I, ... , n. 

1 
Ainsi k u; est entier et I uv-u; I ::::: 2A:' 

On a démontré pour Ie système U* l'inégalité (2) quel que soit ë> 0, 

c' est~à~dire on a 
7 1 , _ 

D (U') < 22+4< (0 (U; ))2-'. 

L'inégalité (19) peut être appliquée aux systèmes U 

et aux systèmes U 2 et U; avec 1] = -~. Par suite 

, 

1 
et U* avec '/} = 2 k 

7 '(2 )2_e 
D (U) < + + 22+4<,; + D (U2) 

C 1 · J' t t k', en fal'sant augmenter indéfiniment k ette inéga ite a leu pour ou 

ij vient 
7 I 1 _+_ --ê 

D (U) -= 22 4e (D (U2))2 • 

On peut même remplacer Ie signe ;;;; par < car on aurait pu prendre au lieu 
de 1-. dans l' exposant une constante absolue un peu plus petite. L'inégalité 
(2) ~ et par suite aussi l'inégalité (1), sont donc démontrées pour la suite U. 

Mathematics. - On a theol'em in the geometry of numbers and a 
property of mass distributions in n-dimensional space. By CORNELIS 
VISSER. (Communicated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT). 

(Communicated at the meeting of May 20, 1939.) 

§ 1. Introduct"ion. 

Let Rn be the n~dimensional Cartesian space. By x + y, where 
x = (x" ... ,xTl ) and y = (Yl' ..•• Yn) are points in Rn' we denote the 
point (XI + Yt, ., . ,Xn + Yn) and by E + y, where E is a set and y a 
point in RTl, the set of all points x + y with x belonging to E. E + Y 
wil! be calJed a translation of E. 

We shall indicate by H'N the cube 

(j = 1. ... , nl· 

Let ~(1), ';(2), ••• be a sequence of points; the number 

Um sup 
a arbitrary, N -+ 00 

number of ~(i) in H'N 
(2N)" 

wil! be called the uppel' density of the sequence ~(i). 

The following theorem, which is a generalization of a wellpknown 
theorem of BUCHPELDT '), is due to JESSEN 2). 

Theorem 1. Let ~(i) be a sequence of points with upper density > 1. 
Let E be a measurable set of {lnite LEBESQUE measure m (E). Then 
there exists a translation of E which contains more than 1 m (E) of 
the points t(i). 

In this note we shall prove a further generalization of BUCHPELDT'S 
theorem. which includes Theorem 1 as a special case. 

Instead of a sequenee of points we eonsider an arbitrary ma ss distri~ 

bution. By th is we mean a non-negative set function a (E) which is 
eompletely additive over a field of sets that includes at least all BOREL 
sets. The sets of this field wil!· be referred to as the sets which are 
measurable with respect to a. Further we shall eall a (E) the amount 
of mass contained in E. It is understood th at a has a finite value for 
all bounded sets. 

1) H. F. BLlCHFELDT: A new principle in the geometry of l1umbers, with some 
applications. Trans. Am. Math. Soc. 15, 227-235 (1914). 

2) See the "Zusatz bei der Korrektur" in WERNEH FENCHEL: Verallgemeine~ungen 

einiger Sätze aus der Geometrie der Zahlen. Acta Arithmetica 2, 230-211 (1937): 
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