
Mathematics. Sar an certain système de congruences. L Par 
J. G. VAN DER CORPUT. 

(Communicated at the meeting of Tune 24, 1939.) 

§ 1. Introdaction. 
Considérons Ie système de congruences 

n 

2: bf'1' 'Ij!,. (y1') --gf' (mod. pct) Cu = 1, ... , m). ' (1) 
1'=1 

ou m, n et a sont des nombres naturels, bl1.1' et gp_ des entiers, p un 
nombre premier et 'lj!1'(Y) un polynome non~constant à coefficients entiers. 
Désignons par B la matrice 

_ (~I,I ... ' , . ~I~) 
B- , . ~ . . 

bmI bmn 

formée par les m n coefficients br,1" 
Je me propose de déduire d'abord une condition suffisante pour que 

Ie nombre de solutions du système (1) soit -= Cl p(n-ml", ou Cl dépend 
uniquement de la matrice B et du choix des polyn6mes 'lj!1" donc ni de 
p, ni de a, ni des nombres gr" Traitons d'abord Ie cas particulier 

y~ + ... +- y~ ° (mod. pkfJ), . (2) 

ou 
m=1. bl1' =l, 'lj!1'(y)=yk, gl=O et a=k(3, 

k et (3 désignant des nombres naturels. Tout système y = (Ylt.··, YrI) 
formé par n multiples de pfJ satisfait à la congruence (2), de sorte que 
Ie nombre de solutions de cette congruence est == pn(k-llfJ. Dans ce cas 
une condition nécessaire est n (k-1) (3 -= (n-l) k (3, c' est~à~dire n == k. 

De la même manière, pour la congruence 
n 

2: b1' y; --° (mod. pk fJ) 
1'=1 

un peu plus générale, la condition que Ie système des coefficients (bI"'" bn ) 

contienne au moins k nombres b1' -:f 0, est nécessaire pour que Ie nombre 
de solutions de la congruence soit -= C2 p(n-l lk,3, ou C2 dépend uniquement 

de Ic, n et des coefficients bI,"" bn • 

Pour Ie système 
n 

2: bl1'y~=-=gl; 
1'=1 

(3) 
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il est nécessaire que k au moins des nombres bI l' ('V - 1, ... ,n) soient 
différents de zéro. En effet, supposons bI v = ° pour 'V = Ic, Ic + 1, ... , n 
et posons gl = 0. D'après Ie résultat précédent à la première des deux 
congruences (3) satisfont au moins p(k- l l2,S systèmes (YI"'" Yk--I), formés 
par Ic-I nombres naturels -=pk,9. Si YI"",Yk-1 sont donnés et si nous 

désignons par N (g2' YI"'" Yk-I) Ie nombre des systèmes (Yb"" Yn), 
formés par n -- k + 1 nombres naturels y" -= pkfJ et vérifiant la seconde 
des congruences (3), on a 

d' ou il suit 

pk,3 

2: N(g2'YI' ...• Yk_I)=p(n-HI lkfJ , 
g,=1 

pk fJ 
2,' 21 N(g2' YI"'" Yk-I) =- p(k-Il',,+ (n-k+ JlkfJ, 

g2=1 

ou 2: 1 est étendu aux systèmes (YI' .... Yk--l). formés par k--l nombres 
naturels yv -= pk,3 vérifiant la première des congruences (3). Pour une 
valeur au moins de g2 on a donc 

2:1 N (g2' YI' ••. ,Yk-I) :~ p(k-ll'fJ+(n-k+l)k,3-I,fJ = p(rz-2)k fJ +fJ , 

ou Ie dernier exposant est supérieur à (n -- 2) k (3. Comme cette somme 
2: 1 est précisément Ie nombre de solutions du système (3), on trouve 
que la condition citée est nécessaire. 

De la même manière. une condition nécessaire pour que Ie système (3) 
possède au plus C3 p(n-2)I,fJ solutions. ou C3 dépend uniquement de la 
matrice B et de k, est la suivante: si l' on supprime dans B Ic - 1 
colonnes. la matrice restante est de rang 2. 

Ces cas particuliers nous apprennent quO on a besoin d'une Iimite 
inférieure de n et aussi d'une condition concernant Ie rang de certaines 
matrices partielles de B. 

Dans les cas particuliers traités 'lj!1'(Y) est égal à y" et Ie degré Tc joue 
un role essen tiel dans la condition trouvée. Dans Ie cas général ce ne 
sont pas les degrés des polynomes 'lj!1'(Y) qui se présentent dans la 
condition. Si 'Ij! (y) est un polynome à coefficients entiers de degré effectif 

k == 2, on peut écrire 'Ij!' (y) = cj; ~) sous la forme 

'() C 8, ( ) SI 1/) Y = [1 y ... fz (y), 

ou eest une constante -:f 0, ou les exposants sont positifs et ou 
[I (y) •... ,fz (y) sont des polynomes irréductibles différents à coefficients 
entiers. Le plus grand des exposants SI"'" Sz sera appelé par moi 
l' exposant caractéristique du polynome 'Ij! (y). L' exposant caractéristique 
s possède la propriété que s + 1 est au plus égal au degré du polynome 
~ (y), mais en général s vaut 1. Pour un polynome Iinéaire 1/) (y) je pose 
I exposant caractéristique égal à zéro. 
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Comme on Ie verra dans la proposition suivante, ce sont les exposants 
caractéristiques plutat que les degrés qui jouent un rale prépondérant 
dans la condition cherchée. 

Proposition 1: Supposons que l'exposant caractéristique de chacun 
des n polynómes non~constants 1jJv (y) soit -=:: s, que n soit ::::; (s + 2) m 

et que chaque nombre naturel fh ~ m possède la ptopriété suivante: 
si ['on supprime dans la matrice B (s + 2) fh - 1 colonnes quelconques, 
Ie rang de la matrice restante est ==; m + 1 - fh. 

Dans ces conditions Ie nombre de soZutions du système (1) est au 
plus égal à Cl p(n-m)", ou Cl est un nombre convenabie, dépendant 
uniquement de la matrice B et du choix des polynómes 1j}v. 

Les cas particuliers cités nous montrent qu'il n'est pas possible de 
rem placer la condition trouvée par une condition beaucoup moins 
exigeante. En effet, pour la congruence (2) la condition suffisante exige 
n === k + 1, tandis que la condition nécessaire exige n ==- k. Pour Ie système 
(3) la condition suffisante exige: "si l' on supprime dans B k colonnes 
quelconques, Ie rang de la matrice restante est 2", tandis que la condition 
nécessaire exige: "si l' on supprime dans B k-l colonnes quelconques, 
Ie rang de la matrice restante est 2". Co mme on Ie voit, l' écart entre 
les deux conditions n' est pas grand. 

Du theorème 1 découle, co mme je Ie démontrerai, la proposition 
suivante: 

Proposition 2: Si les conditions de la proposition 1 sont remplies 
et si X, VI' ••• , Vm désignent des nombres naturels avec VI V2 •.. Vm :=:~ X, 
Ze nombre des systèmes y = (YI" .. , Yn), formés par n nombres naturels 
y" -=: X et vérifiant Ie système 

n 

~ bf'v 1j},' (yv) =--= gf' (mod Vf') (fh = 1, .. ., m), . (4) 
,,=1 

est infétieur à 

2n 1) ( ) X n -I -I 
T VI V2 ... Vm VI ••• Vm , 

ou r;dépend uniquement de la matrice B et du choix des polynómes 
1j}y et ou T (w) désigne Ie nombre des diviseurs de w. 

Pour un problème appartenant à la théorie additive des nombres 
premiers, M. PISOT et moi avons besoin d'une borne supérieure conve~ 
nable du nombre de systèmes y cités dans la proposition précédente. La 
borne trouvée est assez petite pour notre but, mais 1'hypothèse que Ie 
rang de la matrice nommée soit ==- m + 1 - fh nous obligerait d'imposer 
aux matrices, figurant dans Ie problème en question, des conditions 
supplémentaires que nous voulons éviter. C' est pourquoi je déduis une 
autre borne supérieure qui peut être beaucoup plus grande que celle 
obtenue dans la proposition 2, mais qui est valable dans des conditions 

beaucoup moins exigeantes. 
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Proposition 3: Supposons que n ==- m, que la matrice B, formée par 
les entiers bf "" possède Ie rang m et que 1jJv (y) (v = 1, .. ,n) désigne un 
polynóme non~constant à coefficients entiers et à exposant caractéristique 
.~~ s, ou s ne dépend pas de 1'. 

Si X, VI' , ••• , Vm désignent des nombres naturels avec VI V2 ... Vm -=:: X, 
Ze nombre de systèmes y = (YI' ... , Yn), formés par n nombres naturels 
y" ;"~~ X et vétifiant Ie système (4), est inférieur à 

2n X"j} IIwp-I-~[.':3l 
1"=1 plof' 

ou a est Ie plus grand nombre naturel tel que p" divise Vft et ou west 
un nombre convenabie, dépendant uniquement de la matrice B et du 
choix des polynómes 1j}v. 

Si chacun des n polynames 'Ij}y(y) possède un degré :s k, ou k est 
indépendant de v, on peut remplacer dans lassertion de la proposition 
précéden te s + 3 par k + 2 en vertu de s:S k - 1. Je peux améliorer Ie 
résultat trouvé, mais ce dernier est suffisant pour notre but. 

§ 2. Démonstration de quelques lemmes. 

Pour la démonstration de la proposition 1 j' ai besoin de 4 lemmes. 
Dans ces lemmes g est un entier, a un nombre naturel, p un nombre 
premier, 1jJ (y) un polyname à coefficients entiers ; C3"'" C31 sont des 
nombres convenables, dépendant uniquement du choix du polyname 1jJ. 

Lemme 1: Le nombre des nombres naturels y -=0: p" avec 

est pour tout entier y ==- 0 inférieur à C3 p2 y• 

Démonstration: Soit pIJ la plus haute puissance de p qui divise k I, 
ou k désigne Ie degré du polyname 'Ij}. Nous pouvons supposer 
a == y + 1 + 2 0; sin on l' assertion est évidente. Si nous posons 

y=z hpY+H~, ou o <z-=O:pHHiJ et 0<h-=O:p,,-Y-I-6, 

nous avons 

kl1jJ (z) + kl h pH HIJ 1;;' (z) . . . hk pk(H I +6) 1jJ(I,) (z) I 
== kl 1jJ (y) CC"-C Id g (mod. p"), ~ (6) 

Le nombre naturel z:S pY + 1+ rJ vérifie la congruence 

lel1j} (z)== kl g (mod. p), 

de sorte que Ie nombre des valeurs de z qui entrent en considération 
est inférieur à c4 pY. Si a est :=.:-: 2 y + 1 + 2 0 et si z est donné, Ie 
nombre h est déterminé univoquement modulo p,,-2 Y-I-2d' par (6), ~omme 
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pY+I 1;/ (z) est divisible par p2Y+ I, mais non par p2Y+2. Si a est::=' 2 y+ 1 +20, 
Ie nombre des valeurs de h qui ent rent en considération est donc 
-= C5 pY; ce résultat est évident dans Ie cas ou a -= 2 y + 2 O. Le Iemme 
est ainsi démontré. 

Lemme 2: Si 1jJ(Y) est irt'éductible, Ie nombre de solutions de la 
congmence 

1P (y)-- 0 (mod. p") (7) 

est in[ét'ieut' à C6' 

Remarque: Je donne ki une démonstration directe de cette propo~ 
sition auxiliaire. Dans mon artic1e: "Une inégalité relative au nombre 
des diviseurs", qui paraît en même temps dans ces Proceedings, je déduis 
ce Iemme d'une proposition de M. Loo-KENG HUA. 

Démonstration: Comme 1jJ (y) est irréductible, il existe deux poly~ 

n6mes u (y) et v (y) à coefficients entiers avec 

1jJ (y) u (y) + 1jJ' (y) v (y) = D, 

ou D est un nombre constant entier -f::. 0, dépendant uniquement du 
choix du polyn6me 'lp. S'il existe une solution de (7) telle que v/ (y) 
soit divisible par p", cette puissance p" divise D et I' assertion est 
évidente. Si 1jJ' (y) n' est divisible par pC( pour aucune solution y de (7), 
la plus grande puissance pY de p qui divise 1jJ' (y) est un diviseur de D 
et l'assertion suit du Iemme précédent. 

Lemme 3: Supposons Ie degt'é k· de 1jJ(Y) supérieur à 1 et éctivons 

1jJ' (y) = C [;' (y) 62 (9) ... {zS{ (y), . (8) 

ou eest un entier constant *0, ou les exposants sont positi[s et ou 
[1 (y), ... ,(z(y) désignent des polyn6mes irréductibles diffét'ents à coe[~ 

ficients entiers. Il est donc possible de tcouver deux polyn6mes UI (y) 
et VI (y) à coe{ficients entiers tels que 

et ou Dl est un entier constant, dépendant uniquement du choix des 
polyn6mes 1jJ et [I' 

Le nombre des nombres naturels y == p" avec 

1jJ (y) == g (mod. p"); [I (y) -~ 0 (mad. pY); [I (y) ~ 0 (mad. pY+I) (9) 

est, pout' tout nombre natut'el a, pour tout nombre premier p et pour 
tout nombre naturel y < a {el que pY ne divise pas Dl' in[érieur à la 
[ois à C7 p"-Y et à Cs pS1 Y + 1. 
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Démonstration: Si l'en tier y vérifie (9) et si p,; désigne la plus 
haute puissance de p qui divise F I (y), Ie nombre Dl est la somme de 
deux termes, dont Ie premier est divisible par pY et Ie second par p,; . 
Le nombre Dl, qui n'est pas divisible par pY, est donc divisible par piJ, 
d'ou ij suit 0 -= C9' Il suffit donc de démontrer pour tout entier O::=. 0 
et C9 qUe Ie nombre N des nombres naturels y -= p" avec (9) et 

F I (y)--- 0 (mod. p,;); FI (y) ~ 0 (mod. pO+ 1) 

est inférieur à la fois à CIO p"--Y et à CII pS1/+ I. 
L'inégalité N < C9 p"-Y suit du Iemme 2 (appliqué avec [1 (y) au lieu 

de 1p(y)), de sorte qu'il suffit de démontrer N<CII pS1Y+l. Si a est 
y + 0 + I, on a 

N < CIO p"-Y -= CIO pJ+I < CI2 p -= cl2 p-s1Y+l, 

parce que p'; est un diviseur de DI' Nous pouvons donc supposer 
a > y + 0 + 1. Si nous posons 

y ::c= Z + hpY+O+I, 0 < Z ~py+J+l, 0 < h -= p,,---Y-,]-l, 

nous trouvons 

kl1p (z) + kl hpy+if+I 1jJ' (z) + ... + hk pk(Y+O+!) 1jJ(k) (z) l 
= kl 1p (y) -- kl g (mod. p"), ~ (10) 

k désignant Ie degré du polyn6me 1p. 
Comme z vérifie la congruence 

kl I [I (z) -- 0 (mod. pY), 

ou kl est Ie degré de [1 (y), Ie nombre des nombres naturels z === pY + I 
qui entrent en considération est d'après Ie Iemme 2 (appliqué avec kl I [I (y) 
au lieu de 1jJ (y)) inférieur à C13 p. Comme 1p" (z), 1p/lf (z), .. _ sont 
divisibles respectivement par ph -- !)Y, p(S1 - 2)y, ... , et comme k I 'lp' (z) n' est 
pas divisible par pS1Y+d'+l, Ie nombre h, figurant dans (10) est 
déterminé univoquement modulo p,,-(sl-ll)y-2J-I, si z est donné et si 
a ::=. (SI + 1) y - 2 0 - 1. Dans ce cas Ie nombre des nombres naturels 
h -= P"-Y-,!-I qui entrent en considération est donc ~ pSly+if et ce 
résultat est évident dans Ie cas ou a est < (SI + 1) y - 20- 1. Comme 
p's divise DI' Ie nombre des h, qui entrent en considération, est donc 
inférieur à Cl4 pSIY, d'ou il suit que Ie nombre des y en question est 
inférieur à Cl3 CH pS

1 ï + I et Ie Iemme est démontré. 

Lemme 4: Si s est ['exposant caractétistique du polyn6me non~ 
constant 1jJ (y), Ze nombre N(g) de solutions de la congmence 

1jJ (y) g (mad. p") . (11) 

s" + I [ ]-

est in[érieut' à la [ais à Cl5P s+I et à CI6P,,-I- S:3 et 011 a 

p" s+2 
,J; Ns+I (g) < C17 p". 

g=1 
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Remarque: La relation 
p" 

.J: N(g) =p" 
g=1 

est évidente, mais il 

d' ordre de grandeur, 

qui est plus grand. 

est assez curieux que la somme ne change pas 
5+2 

si l'exposant 1 est remplacé par l'exposant s + 1 

Démonstration: Dans Ie cas particulier ou 1jJ (y) est linéaire, Ie 
nombre de solutions de (11) est < C18 et les assertions sont évidentes. 
Nous pouvons donc supposer que Ie degré effectif k du polynome 1jJ (y) 
soit supérieur à 1. Ecrivons 1jJI (y) sous la forme (8). Il existe l couples 
de polynomes UJe (y) et V), (y) (J, = 1, ... , l) à coefficients entiers tels que 

Z 

uJe (y) [Je (y) + v), (y) F), (y) = DJe' ou FJe (y)=k!C IJ ft:'" (y) 
p,=l 
," cf- Je 

et ou D), est un entier constant =f 0 dépendant uniquement du choix 
des polynomes 1jJ et b. 

Le nombre de solutions y de (11) telles que 

Z SJ 
F(y)= IJ b'(y) 

),=1 

contienne au plus autant de facteurs p que D = D~' . .. D:z est d'après 
Ie Iemme 1 inférieur à C19' de sorte qu' il suffit de considérer au lieu de 
N (g) Ie nombre de soJutions y de (11), telles que F (y) contienneplus 
de facteurs p que D. A chacune de ces solutions y correspond au moins 
un À (1 === À ~ i) tel que b (y) soit divisible par plus de facteurs p que 
D Je • IJ suffit donc de considérer les solutions y de (11) telles que [1 (y) 
soit divisible par plus de facteurs p que Dl; en effet, on peut échanger 
les polynomes b (y). Comme Ie nombre des solutions de (11) telles que 
D (y) soit divisible par p" est inférieur à C20' il suffit en ver tu de 51 -=: 5 

de démontrer 
Sla + 1 

NI (g) < C21 p s,-+1 , NI (g) < C22 p"-I-[Sl:3] (12) 
et 

Ct. S1 +2 

~ N/~~+1 (g) < C23 p", 
g=1 

ou NI (9) désigne Ie nombre des solutions y de (11), telles que Ie nombre 
de fa~teurs p figurant dans [1 (y) est d'une part plus petit que a et 
d'autre part plus grand que Ie nombre de facteurs p figurant dans D,. 
Par conséquent on a 

NI (g) = .J: 2 N y (g), 
y 

ou :E 2 est étendu aux nombres naturels y < a tels que p'/ ne divise pas 
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Dl et ou N,/ (g) est Ie nombre des nombres naturels y -=: p" vérifiant (9). 
Le lemme 3 nous apprend donc 

N y (g) < C24 p"-y et < C2S pS
ly+

1 
, (13) 

d' ou ij suit 

On a 

[ 
a-I J -=: a-I SI a + 1 a-I - ----- - a - ------ = -------

51 + 1 - 51 + 1 51 + 1 - -

et 

[ 
a-I ol-=: a--I 51 a + 1 

1 + SI _ ~-t1 = 1 + 51 ~-t1 = SI 1 

et la première des inégalités (12) est donc démontrée. 
La seconde des deux inégalités (12) est évidente si a < s, 3. Pour 

tout a~:; 51 + 3 on a 

en effet, si a n' est pas un multiple de SI 

- [a-I J même::::::=; .s1-+ 3 et si a = (51 + 3) {J, ou 

En outre on a 

3, Ie membre de gauche est 

{J est entier ==: 1, on a 

(15) 

en effet, si a-I n' est pas divisible par 51 + 1, Ie membre de gauche est 

en vertu de a ===- s, + 3, et si a = (51 + 1) , + 1, ou eest entier ===-1, on a 

a-2-s, [s~+~TJ - [~~~ 3 J =(51 + 1) '-1-51 ,- [C- f~~-~J 
===- o. 

De (14) et (15) suit la seconde des deux inégalités (12). 
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L'inégalité 

( 1: ah)1+X -=: (- a )X 1: ahX ah + x 
h=O a 1 h=O 

1 
appliquée avec X = --- et a = 2t , nous apprend 

SI + 1 

pCt: 8,+2 _y_ pCt: 8\+2 
2: N'0! (g) < C2S 2: 2228, +2 2: N;l + I (g). 

g=1 Y g=1 

Le nombre des nombres naturels y -=: pCt: vérifiant la congruence 

(mod. pY) 

est d'après Ie lemme 2 inférieur à C29 pCt:-Y; comme Ny(g) désigne Ie 
nombre des nombres naturels y -=: pCt: vérifiant (9), on a donc 

pCt: 
2: N y (g) < C29 pCt:-y, 

g=1 

d'ou il suit en vertu de (13) 

Ct: 8 + 2 (Ct:-y 8, Y + 1) 
.J: N8: + 1 (g) < C30 pCt:-y Min p;;+ 1, P ~ , 

g=l Y 

Min (u, v) désignant Ie plus petit des deux nam bres u et v. L'expression 

_y __ pCt: 8,+2 
p-Ct: ~;2 228\+2 2: Ny',+l (g) 

Y g=l 

est donc 

Par suite Ie lemme est démontré. 

Mathematics. - Une inégalité relative au nombre des diviseurs. Par 
J. G. VAN DER CORPUT. 

(Communicated at the meeting of June 24, 1939.) 

Dans les recherches modernes de la théorie additive des nombres se 
présentent souvent des sommes de la forme 

x 
S = 2: Tl (y) T (y), 

y=l 

ou X est un entier ::=- 3, ou I est un nombre naturel et ou T (y) est ::=- O. 
Dans ces recherches on a besoin d'une borne supérieure convenabIe pour 
cette somme. Le raisonnement Ie plus usue! est Ie sui vant: à tout nombre 
positif ë correspond un nombre Cl' dépendant uniquement de E et de [, 
tel qu'on ait pour tout nombre naturel y --=.: X 

par suite 
x 

S --=.: Cl Xe 2: T (y). 
y=! 

Dans la théorie additive des nombres premiers cette inégalité n'a que 

peu d'intérêt à cause du facteur Xe. C'est pourquoi je déduirai dans cet 
article, sous une condition supplémentaire, une autre borne supérieure, 

ou ce facteur Xe est remplacé par une puissance de x à exposant fixe; 
partout dans eet article x désigne log X. 

Proposition 1: Soit X un entier::=- 3, I un nombre naturel et T (y) ::=- O. 
Supposons qu' il existe tmis nombres A, 'Y et 17 tel qu' on ait pour tout 
nombre naturel v -=:: X Y 

x 
2: T (y) -=: A V-I TrJ (v) . 

y=1 
y:==O(mod.v) 

Dans ces conditions on a 

S:::S A x 6J
, 

(1) 

oà Ol désigne un nombre convenabie, dépendant uniquement de I, 'Y et 1]. 

Pour un eertain problème appartenant à la théorie additive des nom~ 
bres premiers et figurant dans un article que nous publions dans ces 
Proceedings 1), M. PISOT et moi avons besoin d'une borne supérieure de S. 

1) Voir la communication IV de notre article "Sur un problème de WARING gén'@ralisé". 




