Mathematics. — Sur un certain systéme de congruences. 1. Par
J. G. vaN DER CORPUT.

(Communicated at the meeting of June 24, 1939.)

§ 1. Introduction.
Considérons le systéme de congruences

2 by, (g) =gumod.p?)  (p=1L..om). . . . (1)

oiit m, n et a sont des nombres naturels, b,, et g, des entiers, p un
nombre premier et w,(y) un polyndme non-constant a coefficients entiers.
Désignons par B la matrice '

B = ,
b1+« « » . bun

formée par les mn coefficients by,

Je me propose de déduire d’abord une condition suffisante pour que
le nombre de solutions du systéme (1) soit =c; p"~™%, o ¢ dépend
uniquement de la matrice B et du choix des polynomes v,, donc ni de
p, ni de a, ni des nombres g,. Traitons d’abord le cas particulier

g+ ... yE=0 (mod.p*®), . . . . . . (2)
ou
m=1, bi,=1, wly)=y", g=0 et a=kf
k et [ désignant des nombres naturels. Tout systéme y==(yi,...,¥n)

formé par n multiples de p? satisfait a la congruence (2), de sorte que
le nombre de solutions de cette congruence est = p"*~1f,  Dans ce cas
une condition nécessaire est n(k—1)f = (n—1)kp, c'est-a~dire n=k.

De la méme maniére, pour la congruence

3 b, yt = (mod. p*#)
y=1

un peu plus générale, la condition que le systéme des coefficients (b, ..., bs)
contienne au moins k nombres b, 7 0, est nécessaire pour que le nombre
de solutions de la congruence soit = ¢, p*" V%, oii ¢, dépend uniquement
de k, n et des coefficients by,...,b,.

Pour le systéme

2;1 biyt=g;; %:’1 by gk = g, (mod.p*?) . . . (3)
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il est nécessaire que k au moins des nombres by, (» ==1,...,n) soient
différents de zéro. En effet, supposons by, =0 pour » =k, k+1,...,n
et posons g; ==0. D’aprés le résultat précédent a la premiére des deux
congruences (3) satisfont au moins p*—"’# systémes (yy,...,ys-1), formés
par k—1 nombres naturels =p*#. Si y;,...,y:-1 sont donnés et si nous
désignons par N (g y1,...,ys—1) le nombre des systémes (y,..., ),
formés par n—k -+ 1 nombres naturels y, = p*# et vérifiant la seconde
des congruences (3), on a

B

ki

2 N(gZ! Yis v v o yk—l) :p("‘k-}-])kﬁ’
go=1
d'on il suit
Pk B
2‘ Zl N(gZ’ yl, ey yk_]) ;p(k—'l)z,gvk(n_.k,,‘_])kﬁ,
ga==1
ott X est étendu aux systémes (y,...,yx-1), formés par k-—1 nombres

naturels y, = p*# vérifiant la premiére des congruences (3). Pour une
valeur au moins de g, on a donc

SIN(ga grs o oo s Yt) Z= plb B+ Gkt DIk E — pa=DkB+E,

oit le dernier exposant est supérieur & (n—2)kf. Comme cette somme
2, est précisément le nombre de solutions du systéme (3), on trouve
que la condition citée est nécessaire.

De la méme maniére, une condition nécessaire pour que le systéme (3)
posséde au plus c; p*~2%f solutions, ot ¢; dépend uniquement de la
matrice B et de k, est la suivante: si l'on supprime dans B k-1
colonnes, la matrice restante est de rang 2.

Ces cas particuliers nous apprennent qu'on a besoin d'une limite
inférieure de n et aussi d'une condition concernant le rang de certaines
matrices partielles de B. "

Dans les cas particuliers traités y,(y) est égal a y* et le degré k joue
un rdle essentiel dans la condition trouvée. Dans le cas général ce ne
sont pas les degrés des polyndmes w.(y) qui se présentent dans la

condition. Si y(y) est un polynéme a coefficients entiers de degré effectif

dy(y)
dy

W ) =CFH @...fi )

ot C est une constante 70, ot les exposants sont positifs et oi
fi(y),....fi(y) sont des polyndmes irréductibles différents a coefficients
entiers, Le plus grand des exposants sj,...,s; sera appelé par moi
l'exposant caractéristique du polyndme w(y). L'exposant caractéristique
s posséde la propriété que s-+1 est au plus égal au degré du polynéme
¥(y), mais en général s vaut 1. Pour un polyndme linéaire v (y) je pose
I'exposant caractéristique égal a zéro. L

k=2, on peut écrire v’ (y) = sous la forme
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Comme on le verra dans la proposition suivante, ce sont les exposants
caractéristiques plutét que les degrés qui jouent un role prépondérant
dans la condition cherchée.

Proposition 1: Supposons que l'exposant caractéristique de chacun
des n polynémes non-constants v, (y) soit =s, que n soit = (s + 2)m
et que chaque nombre naturel pw==m posséde la propriété suivante:
si I'on supprime dans la matrice B (s-+2)p— 1 colonnes quelconques,
le rang de la matrice restante est =—m 1 — u.

Dans ces conditions le nombre de solutions du systéme (1) est au
plus égal a ¢, p'»™% oi c, est un nombre convenable, dépendant
uniquement de la matrice B et du choix des polynémes .

Les cas particuliers cités nous montrent qu'il n'est pas possible de
remplacer la condition trouvée par une condition beaucoup moins
exigeante. - En effet, pour la congruence (2) la condition suffisante exige
n=k-1, tandis que la condition nécessaire exige n=k. Pour le systéme
(3) la condition suffisante exige: ,si l'on supprime dans B k colonnes
quelconques, le rang de la matrice restante est 2", tandis que la condition
nécessaire exige: ,si I'on supprime dans B k—1 colonnes quelconques,
le rang de la matrice restante est 2”. Comme on le voit, I'écart entre
les deux conditions n’est pas grand.

Du theoréme 1 découle, comme je le démontrerai, la proposition
suivante:

Proposition 2: Si les conditions de la proposition 1 sont remplies.

et si X,v1,..., v, désignent des nombres naturels avec v1v; .. V== X,
le nombre des systémes y =1y, ..., ys), formés par n nombres naturels
y, =X et vérifiant le systéme

S by (p)=gu (modvy) (w=1....m), . . . (4

v=1
est inférieur &
—1 —1
2" (01 0y 0 X UL o U

ot 1 dépend uniquement de la matrice B et du choix des polyndmes
v, et o v(w) désigne le nombre des diviseurs de w.

Pour un probléme appartenant & la théorie additive des nombres
premiers, M. PISOT et moi avons besoin d'une borne supérieure conve-
nable du nombre de systémes y cités dans la proposition précédente. La
borne trouvée est assez petite pour notre but, mais I'hypothése que le
rang de la matrice nommée soit = m -+ 1 — u nous obligerait d'imposer
aux matrices, figurant dans le probléme en question, des conditions
supplémentaires que nous voulons éviter. C'est pourquoi je déduis une
autre borne supérieure qui peut étre beaucoup plus grande que celle
obtenue dans la proposition 2, mais qui est valable dans des conditions
beaucoup moins exigeantes. ‘
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Proposition 3: Supposons que n = m, que la matrice B, formée par
les entiers bu,, posséde le rang m et que y,(y) (v==1,.., n) désigne un
polgnéme non-constant a coefficients entiers et a exposant caractéristique
= s, ott s ne dépend pas de ».

Si X, vy, , ..., vy désignent des nombres naturels avec v, v, ... v, =X,
le nombre de systémes y=1(y,, ..., y), formés par n nombres naturels
X et vérifiant le systéme (4), est inférieur a

PX N Twop e [55] .

n=1 ploy

ot a est le plus grand nombre naturel tel que p* divise v, et oii w est
un nombre convenable, dépendant uniquement de la matrice B ef du
choix des polynémes v, .

Si chacun des n polyndmes w,(y) posséde un degré =k, ou k est
indépendant de », on peut remplacer dans l'assertion de la proposition
précédente s+ 3 par k-2 en vertu de s=k—1. Je peux améliorer le
résultat trouvé, mais ce dernier est suffisant pour notre but.

§ 2. Démonstration de quelques lemmes.

Pour la démonstration de la proposition 1 j’ai besoin de 4 lemmes.
Dans ces lemmes g est un entier, o un nombre naturel, p un nombre
premier, v (y) un polyndme a coefficients entiers; cj, ..., 3, sont des
nombres convenables, dépendant uniquement du choix du polynéme .

Lemme 1: Le nombre des nombres naturels y = p* avec
w(y)=glmod.p*); v’ (y)=0 (mod.p); v'(y)7=0 (mod.p’*1) (5)
est pour tout entier y =0 inférfeur a c3p?.

Démonstration: Soit p’ la plus haute puissance de p qui divise k/,

off k désigne le degré du polyndome w. Nous pouvons supposer
a=y-+1-24; sinon l'assertion est évidente. Si nous posons

y=z-hpT+, on 0 << z=prt1H7 et 0 < R = prr-1-7,
nous avons

el (z) + kI hp =142 9" (2) .o - BF RO +149) b (7)
=klyp(y)=klg (mod.p%\ ~ ©

Le nombre naturel z==p’+!+9 vérifie la congruence

klyp(z)=klg (mod. p),

de sorte que le nombre des valeurs de z qui entrent en considération.
est inférieur a c;p”. Si a est =2y -+ 1+ 28 et si z est donné, le
nombre h est déterminé univoquement modulo p*~27~1-2 par (6), omme




542

p’ 'y’ (2) est divisible par p?”*1, mais non par p?**2, Siaest =2y-+414-26,
le nombre des valeurs de A qui entrent en considération est donc
=csp’; ce résultat est évident dans le cas o a =2y -}-24. Le lemme
est ainsi démontré.

Lemme 2: Si w(y) est irréductible, le nombre de solutions de la
congruence

w(y) = ‘(mod.p“) N V4

est inférieur a cg.

Remarque: Je donne ici une démonstration directe de cette propo-~
sition auxiliaire. Dans mon article: , Une inégalité relative au nombre
des diviseurs”, qui parait en méme temps dans ces Proceedings, je déduis
ce lemme d'une proposition de M. Loo—KenGg Hua.

Démonstration: Comme vy (y) est irréductible, il existe deux poly-
ndmes u(y) et v(y) a coefficients entiers avec

w(y) uly) +v () v(y) =D,

ot D est un nombre constant entier =0, dépendant uniquement du
choix du polynéme 1. S'il existe une solution de (7) telle que v’ (y)
soit divisible par p*, cette puissance p* divise D et l'assertion est
évidente. Si vy’ (y) n'est divisible par p* pour aucune solution y de (7),
la plus grande puissance p? de p qui divise ¥’ (y) est un diviseur de D
et l'assertion suit du lemme précédent.

Lemme 3: Supposons le degré k de y(y) supérieur & 1 et écrivons

W )=CHR WE ... @ . . . . . (8

ot C est un entier constant 70, ou les exposants sont positifs et o
[(y), ..., [i(y) désignent des polynémes irréductibles différents & coef-
ficients entiers. Il est donc possible de trouver deux polyndmes u (y)
et v, (y) a coefficients entiers tels que

w (y) A+ o) Fiy) =D, ot Fy () =k!CF (v)...f' )

et ot D, est un entier constant, dépendant uniquement du choix des
polynémes v et fi. k
Le nombre des nombres naturels y = p* avec

-y (y)=g(mod.p*); [i(y)=0 (mod.p"); fi(y)5£0 (mod.p"*?) (9)

est, pour tout nombre naturel a, pour fout nombre premier p et pour
tout nombre naturel y<a tel que p’ ne divise pas D, inférieur a la
fois & c;p* 7 et a cgpu? T L
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Démonstration: Si l'entier y vérifie (9) et si p’ désigne la plus
haute puissance de p qui divise F, (y), le nombre D, est la somme de
deux termes, dont le premier est divisible par p’ et le second par p?.
Le nombre D, qui n'est pas divisible par p?, est donc divisible par p?,
d'oir il suit 0 =c. Il suffit donc de démontrer pour tout entier § =0
et = ¢y que le nombre N des nombres naturels y = p* avec (9) et

F, (1)=0 (mod.p’); F,(y)z£0 (mod.p’*+1)
est inférieur & la fois & c;op* ™7 et a ¢y pu7tL
L'inégalité N <cgp*~7 suit du lemme 2 (appliqué avec fi (y) au lieu
de v (y)), de sorte qu'il suffit de démontrer N <cy; pu?*! Si a est
=y-+d+4+1 ona
N <cpp ' =ciop’ T <cap=cpp' ™,

parce que p° est un diviseur de D;. Nous pouvons donc supposer
a>y-d-+ 1. Si nous posons

nous trouvons

kly(z) -+ klhpr 0+ g/ (2) - . .. - h* ptlr #3410 (k) (3)

=kly(@y)=klg (mod. p*), (10)

k désignant le degré du polynome w.
Comme z vérifie la congruence

kIf(2)= (mod. p"),

ot k; est le degré de f,(y), le nombre des nombres naturels z = pr+1
qui entrent en considération est d'aprés le lemme 2 (appliqué avec k! fi(y)
au lieu de w(y)) inférieur a cy3p. Comme v”(z), v"(z),... sont
divisibles respectivement par pti—U7, plt=27, | et comme k!’ (z) n'est
pas divisible par p*t?+1 le nombre h, figurant dans (10) est
déterminé univoquement modulo p*~EtDr=29~1" §i 2 est donné et si
a=(s; +1)y —2d—1. Dans ce cas le nombre des nombres naturels
h=p*7=°=1 Qqui entrent en considération est donc Z=p7+? et ce
résultat est évident dans le cas ot a est <(s;-+1)y—26—1, Comme
p’ divise D,, le nombre des h, qui entrent en considération, est donc
inférieur a ¢4 p%?, d'ou il suit que le nombre des y en question est
inférieur a ¢;3c14 p27+! et le lemme est démontré.

Lemme 4: Si s est l'exposant caractéristique du polynéme non-~
constant (y), le nombre N(g) de solutions de la congruence

vy =g (mod.p) . . . . . . . (11)

iﬁ.ﬂ o ]
T o a o p el
et a cigp

ef on a

o s+2

F2d =
21 N:s+1{g) <y p™.
g:
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Remarque: La relation
pO(
2 Nig)=p"
g=—1

est évidente, mais il est assez curieux que la somme ne change pas

s+ 2
d'ordre de grandeur, si I'exposant 1 est remplacé par |'exposant S1

qui est plus grand.

Démonstration: Dans le cas particulier ot o (y) est linéaire, le
nombre de solutions de (11) est < c;5 et les assertions sont évidentes.

Nous pouvons donc supposer que le degré effectif & du polynome w (y)

soit supérieur a 1. Ecrivons v’ (y) sous la forme (8). Il existe [ couples
de polynémes u, (y) et v, (y) (A=1,...,1) a coeflicients entiers tels que

u, (y) f/l‘ (y) +- v, (y) Fz (y) e Dl, ol F/l (y):k!C ]l[ f;,u (y)

=1

=
et ot Dj; est un entier constant 7 0 dépendant uniquement du choix
des polynomes v et f.

Le nombre de solutions y de (11) telles que
! s
Fy)= I " (3)

contienne au plus autant de facteurs p que D =Di"...D;' est d’aprés
le lemme 1 inférieur & co, de sorte qu'il suffit de considérer au lieu de
N (g) le nombre de solutions y de (11), telles que F(y) contienne plus
de facteurs p que D. A chacune de ces solutions y correspond au moins
un A(1=A1=1) tel que fi (y) soit divisible par plus de facteurs p que
D;. 11 suffit donc de considérer les solutions y de (11) telles que £ (y)
soit divisible par plus de facteurs p que D;; en effet, on peut échanger
les polyndmes fi (y). Comme le nombre des solutions de (11) telles que
fi (y) soit divisible par p* est inférieur a cy, il suffit en vertu de s, =s
de démontrer

spoe+1 . o
N (g <chp=utt, N'(g<cap [sl“ Lo (12)
et

lelﬂ (9) < ez p*
g‘—l
ot N’(g) désigne le nombre des solutions y de (11), telles que le nombre
de facteurs p figurant dans fi(y) est d'une part plus petit que a et
d’autre part plus grand que le nombre de facteurs p figurant dans D;.
Par conséquent on a

N’ (9):2;'2 N, (g),

ot 3, est étendu aux nombres naturels y < a tels que p’ ne divise pas
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D, et oit N,(g) est le nombre des nombres naturels y = p* vérifiant (9).
Le lemme 3 nous apprend donc

Ny (g) <cpup™™ et <cpspt', . . . . . (13)
d'on il suit

22 Ny/ (g) < Cog 2 pa—y + Cs > p517+1

4 =[s11 = [ *1
=[] =

< Cg P [s1+ 1] +ey p + 5 l:s—o:?f] ‘

a—1 a—1 sa%—
| = d
’ ( 1 TsHT s

et

1 -1 sla—}—l

et la premiére des inégalités (12) est donc démontrée.
L.a seconde des deux inégalités (12) est évidente si a < s; -~ 3. Pour

tout a:=s;+3 on a
=] e 14
_51+3 :‘,31“}”1__’ e e e s (19

en effet, si a n'est pas un multiple de s; - 3, le membre de gauche est

e | a1 . -
méme == !j*i’ et si a=(s;+3)5, ott p est entier =1, on a

s;+3

e—1] [ e p- —
‘sl+1J [31—1—3] [’Hslyﬂ] p=0.

En outre on a
Ta—1 a —
[51 1:| “f‘}: ””” I 3} =Za—2; . . . . . (15

en effet, si a—1 n’est pas divisible par 5,41, le membre de gauche est

’< a—2

ller-NL ~+3—

en vertu de a = 53, et si a==(s;+1){+1, on { est entier =1, on a

DO el S D I | 2i1
o—2 8y [sl _[—_ 1:] . LSI M+ 3] — (51 + ]) C—I_Sl - I:C—— _Slliter
=0.

De (14) et (15) suit la seconde des deux inégalités (12). é

=a—2
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L'inégalité

" o % H e ol
( 2‘ ah)1+x§< ) th ai"'x (ahzo, X::O, 0> 1),
h=0 :

h=0 o—1
liqué — L et o= 2%, nous apprend
“appliquée avec y = s 1 = 2%, pp
% s+2 4 «  osik2
S Nstl(g) ey 2,220%2 3 Nf,‘“ (9).
g=1 Y g=1

Le nombre des nombres naturels y = p* vérifiant la congruence

fily) = (mod. p")

est d'aprés le lemme 2 inférieur a cyy p*7; comme N,(g) désigne le
nombre des nombres naturels y = p* vérifiant (9), on a donc

o

=]

N, (g) < p*7,

1

i

g

d’ott il suit en vertu de (13)

4 st? it 517+1)

< N;I_H (9) < c30 p*~7 Min (PS‘“' p sttt

g=1
Min (u, v) désignant le plus petit des deux nombres u et v. L'expression

Y o s;+2

- P
p—oc 2‘2 D2s+2 21 Nysl +1 (g)
Y g=

est donc

sy 1

b
w =Y
<C3O 2 2251 }‘2p sp+1 <C31»
y=1

Par suite le lemme est démontré.

Mathematics. — Une inégalité relative au nombre des diviseurs. Par
J. G. vAN DER CORPUT.

(Communicated at the meeting of June 24, 1939.)

Dans les recherches modernes de la théorie additive des nombres se
présentent souvent des sommes de la forme

x
S= 3 7@y Ty)
y=1
ot X est un entier =3, ot [ est un nombre naturel et oa T'(y) est =0.
Dans ces recherches on a besoin d'une borne supérieure convenable pour
cette somme. Le raisonnement le plus usuel est le suivant: a tout nombre
positif ¢ correspond un nombre c;, dépendant uniquement de ¢ et de I,
tel qu'on ait pour tout nombre naturel y =X

1
~ ~1

) =cl X1,

=
{

par suite

X
S=cq X' 2 Ty).
y=1

Dans la théorie additive des nombres premiers cette inégalité n'a que
peu d'intérét a cause du facteur X°. C'est pourquoi je déduirai dans cet
article, sous une condition supplémentaire, une autre borne supérieure,

ot ce facteur X° est remplacé par une puissance de x a exposant fixe;
partout dans cet article x désigne log X.

Proposition 1: Soit X un entier 2==3, | un nombre naturel et T{y) =0,
Supposons qu'il existe trois nombres A, y et 7 tel qu'on ait pour fout

nombre naturel v = X"

X
S TWEAviv() . . . . . . . (1)

Dans ces conditions on a

S=A x?,

ou w désigne un nombre convenable, dépendant uniquement de I,y et .

Pour un certain probléme appartenant a la théorie additive des nom-
bres premiers et figurant dans un article que nous publions dans ces
Proceedings!), M. PISOT et moi avons besoin d’une borne supérieure de S,

1) Voir Ja communication IV de notre article ,Sur un probléme de WARING geérralise”.






