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L'inégalité

" o % H e ol
( 2‘ ah)1+x§< ) th ai"'x (ahzo, X::O, 0> 1),
h=0 :

h=0 o—1
liqué — L et o= 2%, nous apprend
“appliquée avec y = s 1 = 2%, pp
% s+2 4 «  osik2
S Nstl(g) ey 2,220%2 3 Nf,‘“ (9).
g=1 Y g=1

Le nombre des nombres naturels y = p* vérifiant la congruence

fily) = (mod. p")

est d'aprés le lemme 2 inférieur a cyy p*7; comme N,(g) désigne le
nombre des nombres naturels y = p* vérifiant (9), on a donc
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d’ott il suit en vertu de (13)
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Min (u, v) désignant le plus petit des deux nombres u et v. L'expression
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est donc
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Par suite le lemme est démontré.

Mathematics. — Une inégalité relative au nombre des diviseurs. Par
J. G. vAN DER CORPUT.

(Communicated at the meeting of June 24, 1939.)

Dans les recherches modernes de la théorie additive des nombres se
présentent souvent des sommes de la forme

x
S= 3 7@y Ty)
y=1
ot X est un entier =3, ot [ est un nombre naturel et oa T'(y) est =0.
Dans ces recherches on a besoin d'une borne supérieure convenable pour
cette somme. Le raisonnement le plus usuel est le suivant: a tout nombre
positif ¢ correspond un nombre c;, dépendant uniquement de ¢ et de I,
tel qu'on ait pour tout nombre naturel y =X

1
~ ~1

) =cl X1,

=
{

par suite

X
S=cq X' 2 Ty).
y=1

Dans la théorie additive des nombres premiers cette inégalité n'a que
peu d'intérét a cause du facteur X°. C'est pourquoi je déduirai dans cet
article, sous une condition supplémentaire, une autre borne supérieure,

ot ce facteur X° est remplacé par une puissance de x a exposant fixe;
partout dans cet article x désigne log X.

Proposition 1: Soit X un entier 2==3, | un nombre naturel et T{y) =0,
Supposons qu'il existe trois nombres A, y et 7 tel qu'on ait pour fout

nombre naturel v = X"

X
S TWEAviv() . . . . . . . (1)

Dans ces conditions on a

S=A x?,

ou w désigne un nombre convenable, dépendant uniquement de I,y et .

Pour un certain probléme appartenant a la théorie additive des nom-
bres premiers et figurant dans un article que nous publions dans ces
Proceedings!), M. PISOT et moi avons besoin d’une borne supérieure de S,

1) Voir Ja communication IV de notre article ,Sur un probléme de WARING geérralise”.
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Le résultat indiqué ci-dessus est assez précis pour notre but, mais la
condition (1) nous obligerait d’introduire dans la théorie additive'des
nombres premiers des conditions compliquées que nous voulons éviter.
Heureusement on peut remplacer dans la proposition 1 la condition (1)
par une condition beaucoup moins exigeante, comme il suit du théoréme

suivant:

Proposition 2: Soit X un entier =3,  un nombre naturel et T (y) =0.
Supposons qu'il existe deux nombres A et y tels que tout nombre naturel

e 0y a0l oc o 4
v=pPp3... =X,

ot Py Par - -+, ps désignent les facteurs premiers différents de v, vérifie
Uinégalité
X = ~S X(PG’O‘U) (2)
S Tw=Alo>~——", . . . . . .
y=1 6= Ds
y =0 (mod. v)

ot y(ps, as) est =0 et ou
2
b5 a(1+7)lx(p,a) B )

o=1

désigne pour tout nombre premier p une série convergente, dont la
somme est au plus égale a un nombre C indépendant de p; dans le
cas particulier v=1 on a s =0 et l'inégalité (2) veut simplement dire

x
que X T(y) est = A.
y:
Dans ces conditions on a

S=c, AxC®

oii ¢, désigne un nombre convenable, dependanf uniquement de I, de C

et de v, » .
Si les conditions de la premiére proposition sont vérifiées, les condi-

tions du théoréme 2 sont remplies avec

en vertu de 7(v)==(a; +1)...(a;-+1); la somme de la série (3) est alors

a(‘*’j‘)’ (a -+ 1)"

au plus égale a
o1 20(-1

de sorte que la premiére proposition n'est qu'un cas particulier de la

seconde. ' N
A la fin de cet article je trouverai a l'aide de la proposition 1 le

résultat suivant:
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Proposition 3: A fout nombre naturel [ et & fout polynéme w(h)
a coeﬁ?czents entiers correspond un nombre Q, tel qu'on ait pour tout

entier Z =
z
2 v )= Z(log 2)°
w(;:)“:;o

Commencgons maintenant par la

Démonstration de la proposition 2.
Chaque nombre naturel y peut étre écrit sous la forme PP, . . P,w,
ot Py,..., P, sont les facteurs premiers > X7 de y et ol w n’'est divisible

par aucun nombre premier > X"; le nombre m peut &tre égal a zéro
et w peut &tre 1. Si w est supérieur a 1, nous pouvons l'écrire comme
un produit w—=v, v, . . v, d'entiers v, qui sont =2et=X", Je choisis
une décomposition de w pour laquelle n est minimum et jappellerai ce

nombre n, qui est défini univoquement par y et X7, I'indice de y. Siow
est égal a 1, jappellerai zéro l'indice de g.

Si le nombre y a indice positif et X7 sont donnés, nous pouvons
‘définir vy, vy ..., v, univoquement, par exemple de la maniére suivante:

vy est le plus grand entier = X" qui répond aux conditions; si v; est
connu, v, est le plus grand entier = X7, qui répond aux conditions, etc.

Les facteurs vy, vy, , .., v,, ainsi définis univoquement par y et X”, seront
dits les facteurs caractéristiques de y.

- rle
Un nombre naturel posséde au plus un facteur caractéristique = X7,
— Ly .
En effet, si v.—;, et v, par exemple étaient = X7, le produit v,_, v,
serait = X" et on pourrait écrire

y:pl"'pm Ul...vn_z(vn lun)’

ce qui est en contradiction avec I'hypothése que n soit minimum.
Comme P,,..., P, sont > X’ et comme les facteurs U1v.v., Vs SODL
Lo —
> X*?, sauf un au plus, on a pour chague nombre naturel y =X

X=X et XNz

1

1
> et n=1 —f—“ Le nombre

==

donc m

1

T =2"1(vr) . 7 (0) =27 1 (v) ... (va)

vérifie l'inégalité
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Nous pouvons maintenant écrire

X
S= 2y Th= U, . . . . . 0

2
g 0= nél%—%
- ~ * IS
ot U, désigne la contribution a S des nombres naturels y = X aindice

n. On a donc
!

X -
U= 2Ty =2
y=1

= |~

A

2
. ~ - e -
d’aprés les conditions du théoréme qui est a démontrer. Pour 1=n=1+ v

on a en vertu de (4)

! n
Un = 2)’ 2 Uni/v

=1

(i

X
UnV: 2/ .[ln (UV) T(y);

y=1

X -~ . . .

3’ est étendu aux nombres naturels y =X & indice n, tandis que v,
y=1 .
A " —_ =3
désigne le facteur caractéristique v de y. En vertu de 2=uv, =X, on

a donc

X
U,= 3 70) 2" T(y)

2 xv y=1

I\
IA

v

X el ~ . .

oit 37 est étendu aux nombres naturels y =X a indice n tels que v
y=1 .

soit le facteur caractéristique »*m de y. Il suit donc de (2)

X B X — s a,aa)
STm= 3 Tw=a e,

=1 : gz=1 ps
o

Q

i
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ot ¢; dépend uniquement de y et de C. De cette maniére nous trouvons

i i

S§A§Z7+ 27 (1 +vi—>c3xcg<c2Axc

et la proposition 2 est démontrée,
Pour la démonstration de la proposition 3 j'ai besoin de quelques
lemmes.

Lemme 1 (Proposition de M. Hua')): Si p est un nombre premier
et si au polyndme v (y) a coefficients entiers correspondent deux poly-
nomes a coefficients entiers tels que u(y)y(y) =+ v(y)y’'(y) soit égal a
un entier D qui ne dépend pas de y et qui n'est pas divisible par p’,
le nombre des solutions de la congruence :

v (y) == (mod. pf)
est pour chaque =2y -+ 1 indépendant de p.

Lemme 2: Si'yw(y) est un polynéme irréductible & coefficients entiers,
le nombre des solutions de la congruence

p(y)=0 (mod.p®. . . . . . . . (6)

est au plus égal & un nombre a’épéndant uniquement du choix du
polynéme .

Démonstration: Comme w(y) est irréductible, il existe deux poly~
nomes u(y) et v(y) a coeflicients entiers tels que u(y) v (y) -+ v(y) v’ (y)
soit un entier constant D 7 0.

Si p n'est pas un diviseur de D, la congruence (6) a d'aprés la
proposition de M. Hua (Lemme 1) autant de solutions que

ply)=0 . : (mod. p),

et ce nombre de solutions est au plus égal & un nombre, dépendant
uniquement du choix du polynéme .

Considérons maintenant un facteur premier p de D. Il existe un
nombre y dépendant uniquement du choix du polyndme v tel que p” ne
divise pas D. On peut supposer fZ=2y -+ 1 (sinon l'assertion est
évidente), de sorte que la congruence (6) posséde d’aprés la proposition
de M. HuA autant de solutions que la congruence

w(y) =0 (mod. p?r+1),

Ce nombre de solutions est au plus égal a un nombre dépendant uni-
quement du choix de v, parce que p est un facteur du nombre D qui
est défini univoquement par ce polyndome .

1) Loo-KENG Hua, Journal of the London Mathematical Society, 13, 54—61 (1938)
Comparer mon article: ,,Sur quelqgues systémes de congruences”, Proc. Kon. Ned. Akademie
van Wetenschappen, Amsterdam, 42, 328—335 (1939), Indagationes Mathematicae 1,
7380 (1939). @

Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch,, Amsterdam, Vol, XLII, 1939 37
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Lemme 3: A fout polynéme irréductible w(y) a coefficients entiers
correspond un nombre o, dépendant uniquement du choix du polynéme
y, tel que la congruence

w(y) = (mod.v) . . . . . . . (7

posséde pour tout entier v >1 au plus v (v) solutions.

Démonstration: Si nous posons

v=pfipl . pln,
ol Py, Pz --+» Pm sOnt les facteurs premiers différents de v, le nombre des
solutions de (7) est égal au produit des nombres des solutions des m
congruences

v (y) = (mod.pfu) . . . . . (8)

(n=1,...,m). D'aprés le lemme précédant le nombre des solutions de

(8) est =2”, ot w est un nombre convenable, dépendant uniquement du
choix du polynéme . Le nombre des solutions de (2) est donc au plus

2" =B 1) B+ D B+ DY = (0)

Lemme 4: Si y(y) est un polynéme irréductible a coefficients entiers,
le nombre w indiqué dans le lemme précédant posséde la propriété que
le nombre des nombres naturels y= 2 avec (7) est pour tout nombre
naturel Z et pour tout entier v >1 au plus égal a v (v) (1 +v1 Z).

Démonstration: Partageons le systéme des nombres naturels y = Z
en moins de 14 v™!.Z systémes partiels, formés par v ou moins de v
entiers consécutifs et appliquons le lemme précédent a chacun de ces
systémes partiels.

Démonstration de la proposition 3.
La proposition 3 est évidente, si y(h) ne dépend pas de h, de sorte
que nous pouvons supposer que 1y (h) ne soit pas constant. Sans nuire

a la généralité nous pouvons supposer que le terme du degré le plus -

élevé figurant dans v (h) posséde un coefficient positif. Dans ce cas il
existe un nombre naturel ¢, dépendant uniguement du choix du polynéme
y(h), tel que w(h) et vy’ (h) soient positifs pour chaque nombre réel
h=c4 1l suffit de démontrer pour chaque entier Z > ¢,

z
S dywh)=cs Z(log Z)

h=e¢,

dans cette démonstration ¢s, ..., ¢, désignent des nombres convenables,
dépendant uniquement de [ et du choix du polyndme v (h).

Nous pouvons supposer la proposition déja démontrée si y (h) est
remplacé par un polyndme de degré moins élevé. Dans le cas particulier
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ot y(h) est égal & un produit v, (h) ¥, (h) de deux polynomes a coeffi-
cients entiers dont les degrés sont moins élevés que celui de v (h) on a

{y (h) =7 (y1 (h) w2 (A)) = v (1 (h)) 7 (w2 (R)),
d’ot il suit
“(y (R) =7 (wy (h) + 7 (w; (R))
et on trouve, d'aprés la proposition a démontrer, appliqueé avec v, (h)

et w, (h) au lieu de v (h) et avec 21 au lieu de I,

z z z
2 A h)= 2 Ay (h)+ 2y, (h)

h=cy h=c, h=cy
=, Z(log Z)* + co Z(log Z)°
=cs Z(log Z)°.

Nous pouvons donc supposer que le polynome vy (h) soit irréductible.

Comme v (h) et v’ (h) sont positifs pour chaque h==c¢,, nous avons,
si nous posons X =1y (£),

S )= % 5T,

h=cy y=1

ot T(y)=1 ou 0, selon qu'a y correspond un entier h=c, et =2
avec y = (h) ou non, La somme

2 T (y)
=1
5 =0 {mod. v)

est donc le nombre des entiers hZ=c, et =Z tels que w(h) soit
divisible par v. D'aprés le lemme 4 cette somme est pour tout nombre

naturel v inférieure a c¢;o 7 (v)(1 +0v=1 Z). Or, si 'on choisit v=X", oi

5 désigne le degré du polynéme w, on a

1 + vl Zé Ciz U_I Z

et la proposition 1, appliquée avec A =c,oc;,Z nous donne la proposition 3.
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