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(Anfang oder Ende) das Extragewicht getragen wurde; der Effekt auf 
die Steilheit der Dekreszente, d.h. auf Strukturerniedrigung, hängt nur von 
der Länge der Strecke ab, während welcher das Extragewicht gewirkt hat. 
Wenn man aber die Last erst nach dem Erreichen des Kontraktionsgipfels 
erhöht, dann verursacht sie eine steilere Dekreszente als bei Anwendung 
konstanter Grundlast (Fig. 6a). 

IV. Das Vermögen des H ohlmuskels Last Zll heben llnd sein Ver~ 
mögen sie zu tragen. 

Das Vermögen mit grosser Arbeitsleistung zu heben setzt Ordnung 
oder Struktur voraus. Das Vermögen zu tragen dahingegen ist bei 
niederem Strukturgrad am grössten, soweit es sich urn jenes ökonomische 
Tragen handelt, welches wir bei den glatten Hohlmuskeln "Tonus" nennen, 
und nicht urn Dauertetanus. Der Stmkturierungsprozess setzt bei den 
glatten Hohlmuskeln nach der Erregung ein. Die Wirksamkeit des Mus~ 
kels beim Heben von Lasten hängt von del' Ausgiebigkeit und Geschwin~ 
digkeit dies er Strukturbildung ab. Die Strukturierung des gesunden 
Helixfusses ist von del' Höhe del' Last, wie gesagt, innerhalb biologischer 
Grenzen ziemlich unabhängig. Bei Metridium erzeugt die Last tonischen 
Widerstand unter Störung des Kontraktionsprozesses. Dies passt zur 
biologischen Funktion diesel' Muskeln, die keine grosse Arbeit zu leisten 
haben, dahingegen einen bestimmten Verkürzungsgrad gegen den Dmck, 
den die Verkürzung selbst verursachte, festhalten müssen. Der niedere 
Strukturgrad, durch den der Metridiummuskel ausgezeichnet ist, ist für 
seine Funktion notwendig. 
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Mathematics. - Sur qllelques [onctions arithmétiques élémentaires. 
Par J. G. VAN DER CORPUT. 

(Communicated at the meeting of October 28, 1939.) 

Je me propose de déduire, d'une manière élémentaire et sans utiliser 
la théorie des nombres premiers, une valeur approximative de la 
somme :E [(n) étendue aux nombres naturels n-==X. ou la fonction [(n), 

n<X 

définie pour tout nombre naturel n. est indépendant de X et remplit 
certaines conditions générales. Dans cet article X désigne un nombre 
qui croit indéfiniment et je désignerai log X par x. Les fonctions 
[. g, a et b. figurant dans eet article. ne dépendent pas de X. Je dirai 
que [(n) possède la propriété multiplicative si elle ne s'annule pas 
pour ehaque nombre naturel n et si dIe vérifie la rdation 

[(u) [(v) = [(uv) 

pour chaque couple de nombres naturels u et v qui sont premiers entre 
eux. Dans ce cas on a [( 1) = 1. Un des mes résultats sera la 

Proposition 1: Si [(n) possède la propriété multiplicatil'e et s'il 
existe un nombre naturel Je tel que la [onction 

(1) 

(e == 1) possède la propriété que Ze produit 

~T (1 +Jfl~)1 + I g ;2) I+- ... } (2) 

converge. on a 

X -I Xl-i, ",,' [(n) ~ p 
ll~X (Je-1)f' 

(3) 

ou 
P = i! (1 +gjp) + p(p2) 

p P p2 

== ~ ~(1-~~~y (1 +f~) + [~~ + ... ) ~ 
(4) 

Cette proposition contient Ie résultat suivant. 
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Proposition 2: Si f (n) possède la propriété multiplicative et si f (pC) 
est pour tout nombre premier p et pour chaque nombre naturel (} égal 
à un nombre lp (e) indépendant de p tel que 1jJ (1) soit égal à un nombre 
naturel }, et qu' on ait 

(e> 1), 

K désignant un nombre convenabie indépendant de (2, la relation (3) 
vaut avec 

En effet, si l'on définit g (pC) par 0), on a 

et pour chaque entier e > }, 

donc 

KI désignant un nombre convenabie indépendant de U et de p. La 
dernière inégalité vaut aussi pour e = I, 2, ... '}" si l' on choisit Kl 
convenablement, de sorte que Ie produit figurant dans (2) converge. 

La fonction tOi(n), désignant Ie nombre de manières d'écrire ncomme 
Ie produit de w nombres natureIs. possède la propriété multipJicative; 
en effet. à chaque coup Ie de décompositions des nombres 

(11 et v sont premiers entre eux) correspond une et une seule décompo~ 
si ti on de 

parce que u~ (0 = 1. ... ,w) est Ie plus grand commun diviseur de u et 
117 v,. En outre nous savons que "'i(p!!) est pour tout nombre premier p 
et pour tout nombre naturel (} égal au nombre de manières d' écrire 
pC sous la forme 

c' est~à~dire t"i (pC) est Ie no mb re de systèmes formés par wentiers === 0 
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dont la somme vaut e. On a donc 

",i P - U - et 'Oi (p) = w. ( !!) _ (u + w - 1) ( =0' 1) 
U 

La proposition 2, appliquée avec 

f(n) = l~'i (n); 

nous fournit la 

Proposition 3: Si Cl) et 1 désignent des nombres naturels, on a 

.... ' ,I (n) ~ ____ I! __ 
..:.. 'oi (I 1) " n ::; X W --. . 

ou 
{f (W)I (W+l)l 

. ) ( 1 ),.;1 ( 1 2 
P == :7 ~ 1 - p- \ 1 + --p.. + --[;2--

Comme P est positiE. Ia somme 

possède l' ordre de grandeur exact de X X')-I. 

Dans son article: Estimation of certain sums 
M. VINOGRADOW I) a écl'it par erreur que 2' T~ (n) 

n::; X 

containing primes, 
est tout au plus de 

l' ordre X x S, ce qui n' est pas juste, la somme possédan t r ordre de grandeur 
de X x 8• Dans l'assertion du lemme correspondant de M. VINOGRADOW 

(Ie lemme 4). ij faut rem placer //,' par /),2. Je reviens à ce lemme dans 
un article que je publie en même temps dans ces Proceedings sous Ie 
titre: SUl' un lemme de M. VINOGRADOW. 

Pass ons maintenant aux démonstrations. 

00 g (n) 
Lemme 1: Si la série Z- est convergente, on a 

,,=1 n 

X-I ;E g(n) ~ O. 
,,;=;; x 

Démonstration: Sons nuire à la généralité nous pouvons supposer 
X entier. Si nous posons 

S;, = 1· fL~n), 
,,=h n 

1) Bulletin de l'Académie des Sciences de I'URSS, Classe des Sciences mathématiques 
et naturelles (1938), p. 399-416, en russe avec un résumé anglais: vair p. 406. lllI 
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nous avons 9 (h) = (S~-S~+ I) h, donc 

x x 
Z g(h) = Z (S~ S;,+1) h 

h=1 11=1 

X X+I 

= 2: h S;. - Z (h - 1) S;, 
h= I 11=1 

x 
~= - X SX-II + Z S;,' 

h"~ I 

d' ou suit l' assertion en vertu de S;,'-"" O. 

Lemme 2: Si 
X-I Xl-ez Z g(n) 

n~X 

est borné, ou a est positi[ et indépendant de X, l' expression 

x-" 2' ~d~l 
nSX 71 

est bomée également. 

Démonstration: Si nous posons 

h 

Sh = Z f (n) (h:> 1) ; 
n=l 

et si X est entier, la somme 

est en valeur absolue 

--I X-I Sn 
=-~X SX+ Z -~-­

n=1 n (n+ 1) 

== K X,,-I +- K XiI Q~g (n_±JJt-
1 

== K3 x" 
--- 2 2 n=1 n + 1 -

ou K2 et K3 désignent des nombres convenables indépendants de X. 

Lemme 3: Si a et (J sont positifs, la somme 

S:= Z (log(u+l))"--I (/og(V+l))19-I, 
ltu<X 

étendue aux couples de nombres naturels IJ et v avec IJ V --=: X, possède 

la propriété 

X-I xl-"-p s.-.,.. L'(U)J'Y3l 
1'(n+ (3) . 
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Démonstration: On a 

2 (/og (v + lll"H = . --- + 0 ---- ( log -- + 1 , , _ ~ X (X)-) ( X )1
3

-
1 

pS;: X ( 11 11 ~ IJ 
--- 1I 

par conséquen t 

S== 3:' ~: + 0 (~-)~ (log (u+ 1))"-1 (log X + 1),S-1 
UC~X? ~ u 

X 

=(X-I-o(X)).[(loglJ)l-a (log_::;YS-I c!t 
I 

x 

= (X +0 (X)).r V,,-I (x- v)1'-1 do 

o 

Proposition 4: Si la série 

S= 2; ~J~ 
n=l Tl 

converge absolument et si l' on pose 

f(n) -- 2: 9 (d), 
dln 

on a 

X-I 2: f{n)'-"" S. 
n<X 

Démonstration: On a 

2: f(n) = 2' 2: 9 (d) ==: 2: 9 (d) Z 
n:;C::X n:::;:X dh n;;:;;X n::=:X 

n == 0 (mod. d) 

= d~Xg (d) [ ~J 
~= X 2: {{(dl - Z 9 (d) ~~ -- r ~J t. 

d:::;:X d d~X ( d 1_ d _ ~ 

Le dernier terme est en valeur absolue 

--=: 2: Ig(d)1 
dS;: x 

et cette expression, divisée par X, tend vers zéro d'après Ie lemme 1. 
Ainsi la proposition est démontrée. 
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Proposition 5: Supposons 

(5) 

et 

(6) 

ou A, B, a et (3 ne dépendent pas de X et ou a ei (3 sont positi{s; 
supposons en oufre que le membre de gauche de (5) reste borné si ['on 

remplace a (n) par sa valeur absolue. 
Sous ces conditions la {onction 

c (n) =:= !, a (d) b ( ~ ) 
possède la propriété 

Démonstration: On a 

n~x C (n) = n~x ~: a (d) b (~) = "v~x a (u) b (v) 

'B ( "v~x a(u)l b (v)- ['((3) (log (v + l)V-l~ 

JL Z. (log (v + 1) ),S-1 ~ a (u) - -~ .. (log (u + 1) )et-] ~ (7) 
r ((3) "V -<: x \ r ( a) ) 

+,!l~__ 2,' (log (u + 1) )'X-l (log (v + 1) )1~-1 
[ (a) I ((3) "v<x 

Oans Ie membre de droite Ie premier terme vaut 

,,~x I a (u) 10 ( f)( log ~ + 1 Y-l = 0 (X X,,+,S-I) ; 

si (J est = I, ce résultat suit du lemme 2, appliqué avec g (n) = I a (n) I; 
si (3 est < I, on obtient Ie résultat d'une manière analogue. Oe la même 
manière on trouve que l' expression figurant dans (7) est également égale à 

o (X X H ,S-I) de sorte que I'assertion suit du lemme 3. 

Proposition 6: Si 9 (n) et h (n) possèdent la propriété multiplicative, 

la {onction 

{(n) = 2,' 9 (d) h ( ä) 
dl" 

possède également cette propriété 
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Démonstration: Si u et v sont des nombres naturels qui sont 
premiers entre eux, on a 

OU d=d' dil. 

{(u) ((v)= 11:, l"0" g(d')g(d") h (;,) h (;11) 
= ~ g(d) h (d

n
) = {(uv), 

dlllv 

Démonstration de la proposition 1: 
Traitons d'abord Ie cas particulier À = 1. 11 suit de (1) 

par conséquent 

((pl2) = 1 + 9 (p) + 9 (p2) + ... + 9 (pe) 

= Z g(d). 
dip!! 

((!==t). 

O'après la proposition 6 (appliquée avec h (n) = 1) on a donc pour 
chaque nombre naturel 

( (n) = ~ 9 (d). 
din 

si la fonction g(n) est défInie de telle façon qu'elle possède la propriété 
multiplicative. La série 

1: JJ!(nll = IJ ~ 1 + I 9 (p)L + JfliS31 + .. . l 
11=1 n p ( p p ~ 

converge d'après l'hypothèse. de sorte que Ie cas particulier À = 1 suit 
de la proposition 4. 

Supposons maintenant que À soit ::> 2 et que Ia proposition 1 soit déjà 
démontrée avec À -- 1 au lieu de À. 

Pour chaque s > 1 on a en vertu de (1) 

Si nous defInissons la fonction b(n) par Ia propriété multiplicative et par 

1 + b (p) 
ps 

Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, Vol. XLII, 1939. 57 
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la proposition, gui est à démontrer, appliquée avee À-I au lieu de À, 

nous apprend 

On a 

1 _-j_ {~E) + [(P2 2) + ... = (1_};)-1 (1 +~ (;) + bp(r:) + ... ), 
p-' pS p P 

par eonséquent 

[(pO) = 1 + b (p) + ... + b (pe) . .:E b (d), 
. ~~ 

done d' après la proposition 6 

[(n) = ;J; b (d) = .:E b (~-) 
din din 

et la proposition 5, appliquée avee 

a (n) = a == A :== 1; B = P ; (3 cc_= À -- 1 

donne r assertion du théorème 1. 

Mathematics. - SUl' un lemme de M. VINOGRADOW. Par J. G. VAN 
DER CORPUT. 

(Communicated at the meeting of October 28, 1939.) 

M. VINOGRADOW I) a trouvé une borne supérieure pour la valeur 
absolue d'une somme S de la forme 

S =.:E ûJ (y) 2' e (m[(xy)); (1 ) 
y 

dans eette somme m désigne un nombre natureL e (u) = e2"iu, 

[(u) = t a u2 + (3 U (a et (3 réeIs) . (2) 

et la somme est étendue aux couples d' en tiers x et y vérifiant les inégalités 

Oll 

Yo < y ::~ YI , 0 < X Y ::s N, ~ 

1 == Yo < YI == N et N=~ 3. ) 

Considérons la som me plus çjénérale 

Sm = 2: w (y) ~ 'ljJ (x) e (m [(xy)); 
y x 

(3) 

m désigne un nombre naturel. [(u) est défini par (2) et Ia somme double 
est étendue allX cOllples d'entiers x et y tels que les points à coordonnées 
x et y appartiennent à un ensemble donné E situé dans Ie rectangle 
I xl= A, I y 1-== B Oll A et B sont ~ 2. Si E eontient deux points 
différents (x, Yo) et (x, YI) je supposerai que E contient tous les points 
(x, y) pour lesgllels y est entier et situé entre Yo et Yl' Sllpposons en 
outre gue 'ljJ (x) soit défini pour ehaque entier x avec I x I :::: A, ql1e al (y) 
soit défini pour chaql1e entier Y avec I Y 1= B et ql1'on ait 

2: 1'ljJ(x)12;;=AP2; 
Ixl:SA 

(lP et Q> 0), 

a- -- = -----
l

al -=: t 
q q2 

~ I ûJ (x) 1
2 ;:;: B Q2 

IYI~B 

et i ~ I , 

otl~ désigne une fraction irrédl1ctible à dénominatel1r positif. 
q 

(4) 

.'(5) 

1) Bulletin de I'Académie des Sciences de l'URSS, Classe des Sciences mathématiques 
et naturelles (1938), p. 399-416, en russe avec un résumé anglais: voir Ie lemme 4 
(p. 406). Comparer aussi Ie renvoi paru dans J'article que je publie en même temps dans 
ces Proceedings sous Ie titre: Su!' quelques fonctions arithmétiques élémentaires. 41 
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