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(Anfang oder Ende) das Extragewicht getragen wurde; der Effekt auf
die Steilheit der Dekreszente, d.h. auf Strukturerniedrigung, héngt nur von
der Lange der Strecke ab, wihrend welcher das Extragewicht gewirkt hat.
Wenn man aber die Last erst hach dem Erreichen des Kontraktionsgipfels
erhoht, dann verursacht sie eine steilere Dekreszente als bei Anwendung
konstanter Grundlast (Fig. 6a).

IV. Das Vermégen des Hohlmuskels Last zu heben und sein Ver-
mogen sie zu tragen.

Das Vermégen mit grosser Arbeitsleistung zu heben setzt Ordnung
oder Struktur voraus. Das Vermégen zu tragen dahingegen ist bei
niederem Strukturgrad am gréssten, soweit es sich um jenes dkonomische
‘Tragen handelt, welches wir bei den glatten Hohlmuskeln ,, Tonus” nennen,
und nicht um Dauertetanus. Der Strukturierungsprozess setzt bei den
glatten Hohlmuskeln nach der Erregung ein. Die Wirksamkeit des Mus~
kels beim Heben von Lasten hdngt von der Ausgiebigkeit und Geschwin-~
digkeit dieser Strukturbildung ab. Die Strukturierung des gesunden
Helixfusses ist von der Hohe der Last, wie gesagt, innerhalb biologischer
Grenzen ziemlich unabhéngig. Bei Metridium erzeugt die Last tonischen
Widerstand unter Stérung des Kontraktionsprozesses. Dies passt zur
biologischen Funktion dieser Muskeln, die keine grosse Arbeit zu leisten
haben, dahingegen einen bestimmten Verkiirzungsgrad gegen den Druck,
den die Verkiirzung selbst verursachte, festhalten miissen. Der niedere
Strukturgrad, durch den der Metridiummuskel ausgezeichnet ist, ist fiir
seine Funktion notwendig.
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Mathematics. — Sur quelques fonctions arithmétiques élémentaires.
Par J. G. vaN DER CORPUT.

(Communicated at the meeting of October 28, 1939,)

Je me propose de déduire, d'une maniére élémentaire et sans utiliser
la théorie des nombres premiers, une valeur approximative de la

somme ¥ f(n) étendue aux nombres naturels n=X, ou la fonction f(n),
n=L X

définie pour tout nombre naturel n, est indépendant de X et remplit
certaines conditions générales. Dans cet article X désigne un nombre
qui croit indéfiniment et je désignerai log X par x. Les fonctions
f. g, a et b, figurant dans cet article, ne dépendent pas de X, Je dirai
que f(n) posséde la propriété multiplicative si elle ne s'annule pas
pour chaque nombre naturel n et si elle vérifie la relation

[ (W) fv) = £ (uv)

pour chaque couple de nombres naturels u et v qui sont premiers entre
eux. Dans ce cas on a f(1) == 1. Un des mes résultats sera la

Proposition 1: Si f(n) posséde la propriété multiplicative et s'il
existe un nombre naturel A fel que la fonction

mwbﬁmw~(i)ﬂwﬂ+(é)ﬂw4wa.ui<i)ﬂw W

(e = 1) posséde la propriété que le produit

u‘(w 19;"”-+ ‘gl(sz” ;-) LD

p

converge, on a

_ —D v
Xra 2 Hm =gy

ou

i ()

Cette proposition contient le résultat suivant.
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Proposition 2: Si f{n) posséde la propriété multiplicative et si [(p?)
est pour tout nombre premier p et pour chaque nombre naturel o égal
a un nombre (o) indépendant de p tel que v (1) soit égal a un nombre
naturel A et qu'on aif

K désignant un nombre convenable indépendant de g, la relation (3)

vaut avec
P11 % (1 — 1),: (1 TRL NN S ) L
» p p p )

En effet, si 'on définit g (p¢) par (1), on a
2
Q(P):W (Q)_ ( 1 ) IUZ:};fA Wl

et pour chaque entier ¢ > 1

‘donc
g (p?) | =K 20077

K, désignant un nombre convenable indépendant de ¢ et de p. La
derniére inégalité vaut aussi pour ¢=1,2,...,4 si l'on choisit K|
convenablement, de sorte que le produit figurant dans (2) converge.

La fonction 7,(n), désignant le nombre de maniéres d'écrire n comme
le produit de ® nombres naturels, posséde la propriété multiplicative;

en effet, a chaque couple de décompositions des nombres

u==uy iy ... Uy et v==u Uy, ..Uy

(z et v sont premiers entre eux) correspond une et une seule décompo-
sition de

uv = (1, vy) (1, 05). .. (u, v.),

parce que u,{(6=1,...,w) est le plus grand commun diviseur de u et
u; v;. LEn outre nous savons que 1,{p?) est pour tout nombre premier p
et pour tout nombre naturel ¢ égal au nombre de maniéres d’écrire

0

p? sous la forme

Q0

pEaLp”

21

p*=p

0

c'est-a-dire 7,(p°) est le nombre de systémes formés par « entiers =0
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dont la somme vaut 9. On a donc
7, (p?) = (0 o 1) (e=1) et ©, (p) = w.

La proposition 2, appliquée avec

ot w—1Y
f(n):zf,,(n); l/)(Q):( Z ); 1=,

nous fournit la

Proposition 3: Si w ef | désignent des nombres naturels, on a

‘ y 2
] el % TNy S—
X' x nixn’)(n)_)(“)l""" A
ot
g / ((0)’ (w+l ! 2
: 1y 1 2 :
P — IIZ l—— 1+ ... S
p p p P
Comme P est positif, la somme
> ,(n)
n=<X

. : e
posséde l'ordre de grandeur exact de X x”—1,
Dans son article: Estimation. of certain sums containing primes,

M. VINOGRADOW') a écrit par erreur que X tZ(n) est tout au plus de

n=X
l'ordre X x°, ce qui n'est pas juste, la somme possédant |'ordre de grandeur
de X x8. Dans l'assertion du lemme correspondant de M. VINOGRADOW

(le lemme 4). il faut remplacer u's par u? Je reviens a ce lemme dans
un article que je publie en méme temps dans ces Proceedings sous le
titre: Sur un lemme de M. VINOGRADOW.
Passons maintenant aux démonstrations.
g (n)

el
Lemme 1: Si la série 2 % est convergente, on a
n

n=1

’X”1 ) g(n)—»O.’

n=X

Démonstration: Sons nuire & la généralité nous pouvons supposer
X entier. Si nous posons

S;r —_ S‘ g"gn) '
n=h n

et naturelles (1938), p. 399—416, en russe avec un résumé anglais; voir p. 406. ¢
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nous avons g (h) = (S,— Sk+1) A, donc
X ! I

2 glh) = §1 (Si Swi) b
x

. X1 (
= X hS,— 2 (h—1)Su

=1 h=1
12 X '
= XSX-]*l + E Shv
A=t
d’ot suit 'assertion en vertu de S,—> 0.
Lemme 2: Si
X xt= X g(n)
n=X

est borné, ou a est positif et indépendant de X, l'expression

est bornée également.

Démonstration: Si nous posons

X X S S, X1 S
~ [V,n) > ES:LY,_,@LJ -3 S‘ —
n=1 T n—=1 n n=1 N n=1 1 “l“ 1
S
= XSt 2 ey

ot K, et K; désignent des nombres convenables indépendants de X.

Lemme 3: Si a et § sont positifs, la somme

S= 3 (log(a-+1)*" (log (v41))"

wo==X

étendue aux couples de nombres naturels u et v avec uv= X, posséde

la propriété

g DOTO)
X' x S INCEY R
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Démonstration: On a

B <zog<v+1>>ﬂ-—l—;?f-%o(ié),

v§’ .
u

par conséquent

x A1
= 2 o (5 ) tog w1y (109 % 1)

=(X-+o(X) [oguy— (log X )"1 du

converge absolument et si l'on pose

f(n)= 2 g(d),

din
on a

Y fn)= 2 Xgld)= 2 gd) = 1
==X nI=X din n§X =X
0 (mod. d)
X
el
dﬁxg ).,d
d) X X 2
—x 3y 99y g _ [- ,
d=X d d<Xg( ) d ,_d_g
Le dernier terme est en valeur absolue
= 3 |gld)]
d=Xx

et cette expression, divisée par X, tend vers zéro d’aprés le lemme 1.

Ainsi la proposition est démontrée.
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Proposition 5: Supposons

X-lxt-« 3 a(n)-—>

néX [‘(C() ‘
ef
. B
Xx=% ¥ b U <
x ;X () = 75 (6)

oi A, B, a et f ne dépendent pas de X et ou a ei f} sont positifs;
supposons en outre que le membre de gauche de (5) reste borné si l'on
remplace a(n) par sa valeur absolue.

Sous ces conditions la fonction

— > a(d)b("
c(n) 2 al(d) (d)
posséde la propriété

s _AB
X1l ﬂixc(n)-——)];(?_[_ﬂ)‘

Démonstration: On a

i cln) = 5 dZ/; a(d)b({;): i a(u) b(v)
- \ B -
p— ix a(a) )b (v)— () (log (v + 1))*1
LB s gl Sato— i tog ta k- 0y )
I (/] uoZ2 X 2 F(a) S
AB

-+ I'&TP wiX(log (a4 1)) (log (v + 1))*

Dans le membre de droite le premier terme vaut

=1
2 I a (ll) \ o) (X>< log X + 1) =0 (X xu.he_l) ;
uéX u u

si B est =1, ce résultat suit du lemme 2, appliqué avec g(n)=la(n)|;
si f est < 1, on obtient le résultat d’'une maniére analogue. De la méme
maniére on trouve que l'expression figurant dans (7) est également égale a

o (X x**+#-1) de sorte que l'assertion suit du lemme 3.

Proposition 6: Si g(n) et h(n) possédent la propriét¢ multiplicative,
la fonction '

posséde également cette propriéte
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Démonstration: Si u et v sont des nombres naturels qui sont
premiers entre eux, on a *

fr= 2 = g@olarn(%)n(%)

d'fu  d'[u
= » g () =fuw)
on d=d d".

Démonstration de la proposition 1:
Traitons d'abord le cas particulier A==1. Il suit de (1)

g (P )=F(p")—f*) e=1),
par conséquent

FP)=1-+gp)+g@E)+...+g(p°)
= X g(d).

dip®

D’aprés la proposition 6 (appliquée avec h(n)—=1) on a donc pour
chaque nombre naturel

si la fonction g(n) est définie de telle fagon qu'elle posséde la propriété
multiplicative. La série

converge d’'aprés I'hypothése, de sorte que le cas particulier 1==1 suit
de la proposition 4.

Supposons maintenant que 4 soit =2 et que la proposition 1 soit déja
démontrée avec A—1 au lieu de 1.

Pour chaque s>>1 on a en vertu de (1)

gl g ( LY fp) , )

1422 gy 1__“) QB ALY BT
ps pZS + ps ( + ps + pZ.s + )

Si nous definissons la fonction b(n) par la propriété multiplicative et par

b(p) , b(p?) . 1IN/ flp) | )
122 200 = (1—= Lo L)
+22 2= (s ps)(w 0 Le k)@
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la proposition, qui est a démontrer, appliquée avec A—1 au lieu de 4,

nous apprend

P
X 2P0 G
On a
Cf) L F) (1N b)) )
1 £0 LY = (1Y (1 2

par conséquent

F(p)=1+bp)+...+b(p)= 2 bld)

donc d’aprés la proposition 6

fhﬁzﬁ;u@::Zb(g)

din
et la proposition 5, appliquée avec
a(n):a:—::A::::l;B:—:p; B==i—1

donne l'assertion du théoréeme 1.

Mathematics., -— Sur un lemme de M. VINOGRADOW. Par J. G. VAN
DER CORPUT.

{(Communicated at the meeting of October 28, 1939,)

M. VINOGRADOW !) a trouvé une borne supérieure pour la valeur
absolue d'une somme S de la forme

S:%*w(y)%'e(mf(xy))w T 1))

dans cette somme m désigne un nombre naturel, e (u) == e?"',
f)—=%au?+pu (aet fréels)y . . . . . (2
et la somme est étendue aux couples d’entiers x et y vérifiant les inégalités

Y, <y=Y, 0<xy=N,

ol ' (3)
1=2Y, <Y, =N et N=3.

Considérons la somme plus générale

Sn=2a(y) 2y (x)elmf(xy));

m désigne un nombre naturel, f{u) est défini par (2) et la somme double
est étendue aux couples d'entiers x et y tels que les points & coordonnées
x et y appartiennent a& un ensemble donné E situé dans le rectangle
x| =A, |y|=B ot A et B sont ==2. Si E contient deux points
différents (x, 7o) et (x, y;) je supposerai que E contient tous les points
(x, y) pour lesquels y est entier et situé entre y, et y,. Supposons en
outre que w(x) soit défini pour chaque entier x avec |x|= A, que w(y)

soit défini pour chaque entier y avec |y| =B et qu'on ait

S lw(x)P=AY? S |lox)P=BL2 . . @
|x|=A lgl==8
(P et 2>0),
a _ T : .
a— — | = — et 7=1, . . . . . .5
4 7 (5)

LS

a .. . . s . s 1x . N
oii — désigne une fraction irréductible a dénominateur positif.
q

1) Bulletin de I"’Académie des Sciences de 'URSS, Classe des Sciences mathématiques
et naturelles (1938), p. 399—416, en russe avec un résumé anglais: voir le lemme 4
(p. 406). Comparer aussi le renvoi paru dans l'article que je publie en méme temps dans
ces Proceedings sous le titre: Sur quelques fonctions arithmétiques élémentaires.
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