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la proposition, qui est a démontrer, appliquée avec A—1 au lieu de 4,

nous apprend

P
X 2P0 G
On a
Cf) L F) (1N b)) )
1 £0 LY = (1Y (1 2

par conséquent

F(p)=1+bp)+...+b(p)= 2 bld)

donc d’aprés la proposition 6

fhﬁzﬁ;u@::Zb(g)

din
et la proposition 5, appliquée avec
a(n):a:—::A::::l;B:—:p; B==i—1

donne l'assertion du théoréeme 1.

Mathematics., -— Sur un lemme de M. VINOGRADOW. Par J. G. VAN
DER CORPUT.

{(Communicated at the meeting of October 28, 1939,)

M. VINOGRADOW !) a trouvé une borne supérieure pour la valeur
absolue d'une somme S de la forme

S:%*w(y)%'e(mf(xy))w T 1))

dans cette somme m désigne un nombre naturel, e (u) == e?"',
f)—=%au?+pu (aet fréels)y . . . . . (2
et la somme est étendue aux couples d’entiers x et y vérifiant les inégalités

Y, <y=Y, 0<xy=N,

ol ' (3)
1=2Y, <Y, =N et N=3.

Considérons la somme plus générale

Sn=2a(y) 2y (x)elmf(xy));

m désigne un nombre naturel, f{u) est défini par (2) et la somme double
est étendue aux couples d'entiers x et y tels que les points & coordonnées
x et y appartiennent a& un ensemble donné E situé dans le rectangle
x| =A, |y|=B ot A et B sont ==2. Si E contient deux points
différents (x, 7o) et (x, y;) je supposerai que E contient tous les points
(x, y) pour lesquels y est entier et situé entre y, et y,. Supposons en
outre que w(x) soit défini pour chaque entier x avec |x|= A, que w(y)

soit défini pour chaque entier y avec |y| =B et qu'on ait

S lw(x)P=AY? S |lox)P=BL2 . . @
|x|=A lgl==8
(P et 2>0),
a _ T : .
a— — | = — et 7=1, . . . . . .5
4 7 (5)

LS

a .. . . s . s 1x . N
oii — désigne une fraction irréductible a dénominateur positif.
q

1) Bulletin de I"’Académie des Sciences de 'URSS, Classe des Sciences mathématiques
et naturelles (1938), p. 399—416, en russe avec un résumé anglais: voir le lemme 4
(p. 406). Comparer aussi le renvoi paru dans l'article que je publie en méme temps dans
ces Proceedings sous le titre: Sur quelques fonctions arithmétiques élémentaires.
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Dans ces conditions je démontrerai qu'a tout entier [==2 correspond
au nombre ¢; tel qu'on ait

-1 1
|Sm1<clABTQ(£;+(IogAB)—‘“—§m“>, R (6}
ou
— qN(L 7
Em—<mt+B><q {-AzB) N V)|
Dans cet article c;,...,c; dépendent uniquement de [; j'introduirai

aussi des constantes absolues y; et y, et des nombres C; et C, qui
dépendent seulement d'un nombre positif &,
L'inégalité de CAUCHY donne:-le résultat immédiat

1S, 1= 3 |o]. 2 |vx)|=9ABYL,

lyl=B Jx| = A
1 -1
de sorte que (6) n'a que d'intérét si 2 et (log A B)!=! &, sont petits.

Si I'on prend pour E l'ensemble défini par (3), on obtient, si ¥, est
=2Y,,

i it S |
ISml<C2]¥;‘ Yl T‘Q (};}% +(109N) 41 771714[)1

1 Y
o= (mer ) (g + )

Lorsque nous ne savons pas si Y, est = 2 Y}, nous pouvons diviser S, en
sommes partielles telles que y; parcoure dans chacune de ces sommes
partielles les valeurs entiéres appartenant a un intervalle Yo <y=Y/
oii Yi est =2Y; et en prenant la somme nous trouvons

ol

BRYA'S o =
]Sm]<c3N‘1’Q§(A;{+(logN) 41 (ch"[_]gﬁ) 4

31

+ (log N *T ( R ﬂ{&)l_}; g
Y, N? '

M. VINOGRADOW traite seulement le cas particulier ot t=1 et v (x)=1.
Dans ce cas S., est égal a la somme S définie par (1); il trouve

NP m Y
WKmNM@M(qFM%n+NJ'-.®)
et pour tout nombre positif & ,

IS|<clN1+sQ<~’;i+7§’,—2+—’%+%)“ .. (10)
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Ces deux inégalités résultent immédiatement de la formule (8), appliquée
avec 1=1, p()=1, ¥=1"§. En effet, cette formule, appliquée avec
[=2 donne

Y, g 1 VAL
o Y (3 ) st (3, 58,

d’ou suit (9), si m est = Y|; si par contre m est supérieur & Y, on a
m > Y, et (9) est évident. En vertu de

myoa L L m¥ 1
T NN VTN N
on obtient
m q L 1. 1 mYN\-L ..
(?w{—NE> 1<Nz et <7 +—N2—1~> 41<N}.’
si | désigne le plus petit entiex 5_—‘51~, de sorte que (8) donne la formule

2¢

; cof Y m g 1, mYp
e+ (34 41 (1+3))

d’ott suit (10), si m est = N; dans le cas m >N on a m > Y, et (10)
est évident.

Les formules (9) et (10) de M. VINOGRADOW ne donnent donc jamais
de meilleurs résultats que (8), mais il est possible que le résultat, obtenu
avec (8), est meilleur que ceux obtenus avec (9) et (10).

Passons maintenant a la démonstration de (6). Il suffit de traiter le
cas particulier m = 1. En effet, si (6) est démontré dans ce cas particulier
et si m désigne un nombre naturel quelconque, on peut remplacer a par

ma, f par mp, q par %, oit d est le plus grand commun diviseur de q

mv
et m, v par le plus grand des deux nombres 7 et 1, par conséquent &

par le plus grand des deux nombres

mt g\ (d 1 o aN(d 1N,
(i +as) (5 a) o (+a5) (5 +am)

ces deux nombres étant = &, on trouve ainsi (6).
L’inégalité de CAUCHY nous apprend

ISP=( 2 Jo@P) 22z v (%) (x) e (f(xy) — f(x'y))

lyI=B 0¥

=By L
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en vertu de (4) (y est le nombre complexe conjugué de ),

ISP=( 2 3 pEyE)P) S

et
F=f(xy)— &' y) — f(xy) + £ (=" y).
L'inégalité (4) donne donc
S, f=A2R2 Pt S . . . .. (1)
En posant y—y’ = h, on obtient

S'E3 33|53 e(F)|

x x' h y

y’' parcourt dans la somme 3 un systéme d’entiers consécutifs dont
yl

le nombre est < 3B, donc

| Se(F)|<3B.

by

En outre on a

[y —fx'y)=+alx®—x?)y+ B x—x)y,

donc

Fba(e—x) =y + fle— ) y—y)
=ax?—x)h y + La(P-—-x?) R+ B (x—x') h.
Si y’ parcourt le systéme nommé, les termes e (F) forment une pro-

gression arithmétique dont la raison vaut e(a (x*— x’?) h), de sorte que
la somme de cette progression est en valeur absolue tout au plus

1
Usinwa (X —x)h| T fa(xl—xY) R’

ou {u} désigne l'écart entre u et l'entier le plus voisin de u. On a donc

i
w74 5 .
6<QB§§%AM<LBMW_%MW>...(M
ot Min (u, v) désigne le plus petit des deux nombres u et v.

Le nombre h, dont la valeur absolue est = 2 B, prend moins de 5 B
valeurs différentes. Dans la somme X 3 3 le nombre des termes avec

x % h
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x= 4 x" est inférieur 4 2X5 BX3 A=30AB et le nombre des termes
avec h=0 est inférieur a 9 A% de sorte que la contribution au membre
de droite de (12) des termes avec (x?—x"?)h=0 est inférieure a
90 A B (A 4+ B). Dans les autres termes (x?— x’?) h est égal & un entier
g 70 qui est en valeur absolue =2 A?B. Lorsque l'entier g £ 0 est
donné, le nombre des systémes x,x’,h avec (x -+ x) (x—x') h=g
est au plus égal a 4r;(g), ot 7;(g) désigne le nombre de maniéres
différentes d'écrire |g| comme le produit de trois nombres naturels. On
trouve donc

S”<90AB(A-+B)-+4B X 1(g) Mlg)

g0
lg|==2A%B
=90AB(A-+B)-+8B 2 g M),
0<g=224,8

ou

M@ﬁ:Mh(LFéga‘

- L’inégalité¢ de Cauchy généralisée nous donne maintenant pour tout

entier [ ==
1
> nwMe=u'v',
0< g=52AB
ol
U= 3 wlpeV= 3 M
0<g==24°B 0<g==24°B

Comme on le sait?) on a

U< c; A? B (log 2 A? B! < c5 A? B(log A B)*!

et
1 1 e -
V <cs A’B (T + z) (TI“ + 5'17\23) Lcg AP Bé&
11
en vertu de (7). Comme on a & > =i on trouve

B
31 -t
S < ¢, A? B? (ZIT + (log AB)_—I_ 51’ : )

et (6) suit de (11).

2)  Ces Proceedings 42 (1939), p. 466 et 467; Indagationes Mathematicae 1 (1939),
p. 133 et 134. @





