
Mathematics. - Ueber Prodakte von LEGENDREschen Panktionen. Von 
C. S. MEIJER. (Communkated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT). 

(Communicated at the meeting of November 25, 1939.) 

§ I. Bei der Definition der zugeordneten LEGENDREschen Funktion 
erster Art unterscheidet man gewöhnlich zwei Fäl1e '): 

1. Es sei w=j=±l, larg(w+l)l<n und larg(w--l)l<n; die 

zugeordnete LEGENDREsche Funktion erster Art P;:' (w) wird definiert 
durch 

Ol (w + 1)IOl (w-Ir im 
Pn (w)= ----7'(1---=--,;)------ 2P, (--n, 1 +n; I--m;t-tw). 

2. Es sei - 1 < w < 1; die zugeordnete LEGENDREsche Funktion 

erster Art P: (w) wird definiert durch 2) 

Ol _ (I w)t Ol (l--w)-t m 

Pn (w) -- -----r(1-m)-- 2P , (-n, 1 + n; l-m; -~-t w) . . (1) 

Die zugeordnete LEGENDREsche Funktion zweiter Art Q:(w) kann 
erklärt werden durch 3) 

Q~' (w) = r"-' em"'i V;:; T(l +f1'lj::.:~ (w + 1)-i m (w_l)~m-n-' 
T(~ -I- n) 

X 2P , (1 + n, l-m + n; 2 + 2 n; 1 2 w ): 

hierin wird w=j=±l, larg(w+l)l<n und larg(w--l)l<n vorausp 
gesetzt 4). 

In dieser Arbeit setze kh stets 

I) Man verg!. HOBSON, [I], 188 und 227. 

2) Die Funktion P: (w) hat einen Sinn in der von w = I bis w =- 00 aufgeschnittenen 

w-Ebene: die Funktion p~ (w) dagegen wird nur für - 1 < w < 1 definiert. 

3) Man verg!. HOBSON, [IJ, 203, Formel (28). 
4) Die Funktion zweiter Art brauche ich hier nur für I arg (w ± 1) 1< n: eine (I) 

entsprechende Funktion zweiter Art kommt in dieser Note nicht vor. 
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zur Abkürzung setze kh ferner noch 

und 

D~' (w) ='" II (m + n) U,;" (w) U'";;~, (w)-(I-m + n) u~n-' (w) U"'n-' (w)! . 

§ 2. Ist I arg w I < n und genügen a, (3, 0 und t den Bedingungen 

ffi (0) > 0, ffi (t) > 0 und ffi (a + (3-0-t) > 0, 

sa hat man, wie ich neuerdings 5) bewiesen habe, 

I 

t~~)~, ((3) 3
P

2 Cl,À~ ~'~; w) := l'(o)7'(t) i'(: + (3---o-t)J(1 war). 
o 

I Rl) (1 )" + i9- ü
---

T
--' -, d X 2PI (a- t, (3-r; a T /J-O-t; -a -a u'-- a. 

Mit Hilfe dieser Beziehung kann man Integraldarstellungen 
für gewisse Produkte van LEGENDREschen Funktionen. 

Ist z =j= 0 und I arg z I < l n, so gilt nämlkh 6) 

. (2) 

ableiten 

n.) , ••. (3) 

Durch Anwendung von (2) auf die rechten Seiten dieser Re1ationen 

5) Man verg!. [SJ, Formel (16). 
6) [Z], 487: [4], 400: [3], 216. Für (6), (7) und (8) verg!. man [3], FormeIn (113~ und 

(57), FormeIn (114) und (63) und Formeln (115) und (60).' 
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bekommt man die verlangten lntegraidarstellungen. Aus (3) und (2) folgt 
z.B., falls 

z =f 0, I arg z I < -} TC, :Jl (m + n) < 0 und \R (m--n) < 1 . . (9) 

ist 7) 

X 2Pl (-n, -m-n; I-m; l-u) (I-u)-rn u--m - n- 1 du; 

setzt man hierin u = cosh--z t, so erhält man 

X 2Pl (--n, -m--n; 1-m; tgh2 t) dnh l - 2m t cosh2m+2n t dt. 

Es gilt aber 8) 

zPl (-n, -m-n; I-m; tgh2 t) =----= T(1-m) sinh tn t cosh-m-2n t pr;: (cosh2 t). 

Sind die Bedingungen (9) erfüllt, so besitzt daher die Funktion 

lP:' (Vl+ ~) F die Integraldarstellung 

2 -2rn ['(I ) --- z ---m I Pr;: (V 1 + z2)!2 = _= _____ 2 -------

V TC T(-m-n) l'(1-m + n) 

00 

X J'(Z2 + cosh 2 t)"'-i P~' (cosh 2 t) sinhl - m t cosh tn t dt. 

o 

. (10) 

Eine mit (10) verwandte Integraldarstellung für das Produkt 

U: (VI + zi) U~n-I (VI +;2) ist 

m -----2 m --2 _ V TC z-2m 

U n (VI -j-- z ) U-n-- 1 (VI + z ) - rTf+m) 
in . '. (11) 

X,f(Z2 + cosz rp)"'-~ p~' (cos 2rp) sin1- m rp cosm qJ drp. 
o 

Hierin wird z=f 0, I arg z I < t TC und - ~- < m (m) < 1 vorausgesetzt. 

7) Ich benut ze die Beziehung r (~ - m) l' (1 - m) = 22m V; r (1 - 2 m). 
8) HOBSON, [1]. 210, Pormel (41). 

o l 

:,"l\~~ 
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Aus (6) und (2) ergibt sich nämlich 

U,7' (Vi 2) [1'" (Vi L 2) ___ V TC 
Z -,,-1 T z-- 220 ï'(~ +~) l'(1-m) 

1 

f 2 m----.' X. (1 + z- u) 'ZP1 (--n. 1 n; l--m; l--u) (I-u)m u lll 
; du; 

o 

diese Beziehung geht für u = cosz (p über in 

lJ;' (V1Tz') lJ",,_, (VI ~C .z').c r(f~ :lz;:î~C_mj I 
m,' T)"" ,Pd--n, In; 1- m ,,;n' ",) ,;n""" '" co," '" dr. \ (! 2) 

Wegen (1) gilt aber 

2PI (-n, 1 n; l--m; sin2 rp) = r'(1-m) sin rn q! cos-m qJ P::' (cos 2 lp). 

Forme1 (11) folgt a1so sofort aus (12). 
Genau so wie (10) und (11) beweist man, ausgehend von (4) bezw. (8), 

Pr;: (V 1- - Z2) Pr;: 1 (Viz2)=c:: __ 2c:z_1=2:J~/CJ:::,z-2r (J -=-_17_1L 
VTC r'(1-m---n) f'(2--m + n) 

00 (13) 

X,J(Z2 + cosh 2 t)"'- Pr;: (cosh 2 t) sinh l -", t cosh rn t dt 

o 

(wo z=fO.1 arg z I < t TC , m (m+n) < 1. \Jt(m--n) < 2 und \J\:(m) < 1 ist) bezw. 

o 

rn--2 V~ zlZm VI- -;Z/ 
D" (VI + z ) = ----/i(;;:;~t) --- ---

cm' '1')"-1 p;' (co, 2",) ';0'-" T co,"?' dr \ 

(wo z =f 0, . arg z I < t TC und -- t < \H (m) < 1 ist). 

. (14) 

Die entsprechenden Integraldarstellungen für die Funktionen 

P,~' (VI +Z2) P~'-l (V 1 + zi) und C: (VC-;2) sind etwas komplizierter; 
es gilt nämlich 

00 \ 

P;'(VI+Z')P';',(VjIZ')i7E:~(';±~~g~=-~n~n)1 (z' + co,h' t)"'-: I. (15) 

X 1 (n-m) P~' (cosh 2 t)-(n + m) P~'-I (cosh 2 t) 1 sinh -I-m t coshm t c1t ) 
Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, Vol. XLII, 1939. 61 



934 

(wo z je 0, 1 arg z I < t n, m (m ::1-..: n) < 1 und m (m) < ° ist) und 

x 1 (n-m) P;;Z (cos 2 cp) - (n + m) P~'-1 (cos 2 cp) l sin-1-m cp cosm cp dcp 

(wo z 0, 1 arg z 1< t n und -~ < m (m) < 0 ist). 
Diese Relationen folgen mit Hilfe von (2) aus (5) bezw. (7). Beim 

Beweis von (15) benutze ich die Hilfsforme1 

2 m. 2P l (-n, -m-n; -m; x) = (m-n). 2Pl (-n, -m-n; 1-m; x) 

+ (m + n) (l--x). 2PI (1--n, l-m--n; l-m; x); 

ebenso bei der Ableitung von (16) die Hilfsforme1 

2 m. 2PI (--n, n; -m; x) 

= (m-n). 2Pl (-n, 1 + n; l-m; x) + (m + n). 2P l (1--n, n; 1-m; x). 

Die Integraldarstellungen (10), (11), (13), (14), (15) und (16) sind sehr 
nahe verwandt mit den Beziehungen (35), ... , (46) meiner Arbeit [3]. 
Z.B.: Formel(35) der angeführten Arbeit bekommt nach einiger Trans~ 
formation die Gestalt 

arcsinh z 

X J (Z2- sinh2 t)-m-i P;;Z (cosh 2 t) cosh1+m t sinh-m t dt. 

o 

§ 3. Wie ich in einer vorig en Arbeit gezeigt habe, besitzt die 

Funktion lP;: (V 1 + z2Jl2 unter gewissen Voraussetzungen die Integral~ 
darstellungen 9) 

Cf) e-iarg z 

und 
00 e-ial'g z 

-I p m (Vl-- z2)F = _____ 4_, _______ . ----JJ-2m (2zv) K;+;(v) dv. (18) 
~ n n1'(-m-n) I (l-m-t-n) 

o 

9) Man verg!. [3], Formeln (11) und (23); ausser (17) und (18) gebe ich in [3] noch 
verschiedene mit (17) und (18) verwandte Formeln. 
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lch werde jetzt einige verwandte Relationen ableiten. Zunächst 
beweise ich 

U~n (VT+ Z2) U~n-l (Vl-~i) = ;iJ 12n+l (2v) H;~) (zv) H,~) (zv) dv. (19) 

L 

Diese Beziehung gilt für z =j= ° mit I arg z I < t n und alle Werte van 
m und n; der Integrationsweg L läuft van 00 e- tni nach 00 ei";i und 
vermeid et den Punkt v = 0 durch einen auE der rechten Seite der 
imaginären Achse liegenden Halbkreis. 

Beweis van (19): lch brauche nur den Fall mit I m (m) I < t zu 

betrachten. Das Produkt H~) (C) H;;) (C) besitzt dann für I arg ~'I < n die 
Integraldarstellung 10) 

H~' (() H,~' (() = cO,;,~ n l~:(t + s) l' (-m·-s) l' (m -si l' (-s) (" ds I (20) 

[ - t < (J < - 1 m (m) I]. ~ 
Hieraus und aus 11) 

J1v (2 v) vl. dv = 1'(1. _ I __ L ,n)]i '(1. + 1 _1. ')-
2 'Xv 2" 2 'Xv 2" 

L 

folgt, dass die rechte Seite von (19) gleich 12) 

OOi+Ci 

[m (1) < i] 

- "=--o;;;n J 12n+l (2 v) dv j'1'(-~ + s) 1'(-m-s) 1'(m-s) 1'(-s)(z v)2sds 

L ~-OOi+G 

OOi+ff 

= - ,,=--~:::n~r T(t + s) 1'(-m-s) 1'(m-s) 1'(-s) Z2s ds,Il2n+1 (2 v) v2s dv 

-OOi+G L 

OOI+G 

cos mn f' 1'(t + s) T(-m-s) 1'(m-s) r(-s) 2 ----- --------- --~---- -------- - z • ds 
int i • r(-n-s) 1'(1 + n-s) 

-ooi+G 

ist. 

10) Man vergl. WATSON, [7], 223, Formel (2) mit I' = v = m. 
11) Siehe [6], Formel (3). 

12) Nimmt man û < - t, so ist die Vertauschung der Integrationsfolge erlaubt. 

61* 
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Das letzte Integral ist nach der BAHNESschen Theorie der hyper~ 
geometrischen Funktionen gleich 13) 

izi'(I=~fF0~ -F~) 3F2 (/ n~~-~_+n;n~:-2} 
Aus (6) ergibt sich aber, dass dieser Ausdruck den Wert 

besitzt, so dass der Beweis von (19) geliefert is. 
Atlf analoge Weise wie (19) findet man (man vergl. (7)) 

Cm (VI J 2) --- Tl VI _~~2 JI (2 ) H(l) ( ) H(2) ( ) d 
n -r Z --- 4 i --. 211 IJ m ZIJ m Z IJ V IJ. (21 ) 

L 

Die entsprechende Integraldarstellung der Funktion D': (Vf~~~2) ist 

Diese Beziehung gilt, ebenso wie (21), für z 0, I arg Z I < t Tl und alle 
Werte von m und n. 

Der Beweis von (22) ist dem von (19) analog; statt (20) und (6) 
benutze man 

ooi+1J 

= ~ i~;~!!!-n;.JI' (1 + s) r(~ -m-s) r (m - } -- s) r (-- i- - s) 1;28 ds 

OOi+ r; 

und Entwicklung (8) 11). 

§ 4. Mit Hilfe der WHIPPLEschen Transformation 15) 

(23) 

13) kh berechne die Summe der Residuen des Integranden in den Polen s = __ ~, __ ~, _ ~, .. 
11) In einer vorig en Arbeit habe ich (17), (18) und die mit (17) und (18) verwandten. 

Formeln (man verg!. Fussnote 9)) auf elementare Weise abgeleitet. Diese Formeln können 
aber auch auf analoge Wei se wie (19), (21) und (22), nämlich mit Hilfe von BARNESsehen 
Integralen, bewiesen werden. 

15) WHIPPLE [8J, 304; HOBSON, [:tl, 215-247; MEIlER, [3J, 227. 
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kann man aus den Beziehungen (10), (11), (13), (14). (15), (16), (19). (21) und 
(22) noch andere Integraldarstellungen für Produkte von LEGENDHEsehen 
Funktionen abJeiten. Aus (23) und (19) folgt z.B. 16) 

zij V;m (VI~t Z2) = 21 ij' 12111 (2 Z IJ) H,~1~ ~ (IJ) H~2~ ~ (IJ) dIJ. (24) 
M 

Hierin ist z ~f. ° und i arg z i <~- Tl; der Integrationsweg M läuft von 
ooe-i(:·-,tal'gz) nach 00 ei(tn-8rgz) und lässt den Punkt IJ c_== 0 zur Linken. 

Formel (24) entspricht (18). 
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