Mathematics. — Ueber Produkte von LEGENDREschen Funktionen. Von
C. S. MEgER. (Communicated by Prof. ]. G. vaN DER CORPUT).

(Commumicated. at the meeting of November 25, 1939,)

§ 1. Bei der Definition der zugeordneten LEGENDREschen Funktion
erster Art unterscheidet man gewohnlich zwei Falle 1):

1. Es sei w41, |arg(w +1)| <z und larg (w—1)| < @; die
zugeordnete LEGENDREsche Funktion erster Art P (w) wird definiert
durch

Py (w) = @+ ]l(lim—;l)z Hi(=n, 1 +n; 1—m; L —Lw).

2. Es sei —1<w<1; die zugeordnete LEGENDREsche Funktion
erster Art Py (w) wird definiert durch ?)

mo (U ol ()™
Pa () = I'(1—m)

Die zugeordnete LEGENDREsche Funktion zweiter Art Q) (w) kann
erklart werden durch 3)

2 e i A (1 mfon
IG+n)

2
X F, (1 +nl—m-n;2-+2n; li;>’

)+ 17 (w0

Q7 (w)= e

hierin wird w# =1, |arg(w+1)| <z und |arg (w—1)| < # voraus-
gesetzt %),
In dieser Arbeit setze ich stets

1) Man vergl. HOBsON, [1], 188 und 227.

2) Die Punktion P] (w) hat einen Sinn in der von w=1 bis w= — 0 aufgeschnittenen

~ w-Ebene; die Funktion P" (w) dagegen wird nur fir — 1< w <1 definiert,

3)  Man vergl. HOBSON, [1], 203, Formel (28).
%) Die Funktion zweiter Art brauche ich hier nur fir |arg(w + 1) | < x; eine (1)
entsprechende Funktion zweiter Art kommt in dieser Note nicht vor.
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zur Abkiirzung setze ich ferner noch
Ci (w) = §{(m?—n?) U (w) UL, (w) + Ui (w) Uz (w)}
und

§ Dy (w) =4 {(m +n) UT (w) U™ (w)—(1—m +n) U (w) U1 ()}

§ 2. Ist |argw| < und geniigen o, §, 6 und v den Bedingungen
R(o) >0, R{xy >0 und R (a + p—0—7) >0,
so hat man, wie ich neuerdings®) bewiesen habe,

1 Aoty N 1 : B -
IK@Y%@J%(mﬁ;Ma)“_F@[WHTa+ﬁwﬁ~ﬂJYI+wu) ©

0

X ,F (a—17, =73 a - f—o—7; 1—t) (1—u)* 777! 1 du,
Mit Hilfe dieser Beziehung kann man Integraldarstellungen ableiten
fiir gewisse Produkte von LEGENDREschen Funktionen.
Ist z7# 0 und |arg z| < 4, so gilt nédmlich °)
[ 22m Z—Zm L —m, —m-—n, l_m .+, n;:
- 2 = 3B, (2 , (3)

l—m, 1—2m; —2?

m m-—1
J 2 l/l -z p I/H‘ T I(1l—m) ['(2—m) 2—m,2—2m; —z*

By (Vﬂz (I/l ) - T2 (1—m )

l—m, 1—2m; —z2

" n F ( F—mdm ks )
U (142 Ul (1427 = = 5T TG+ P\ s—n g+ ns 2
cr w12 . ( F—mogtm g )
T+ 22 =T Tt ) ,F, o bbnsoa2) (7)

m P (m : l/l _I__Z—Z ¥ T+m’2 >
DAt 2=y ? YN )3F2<—~n,ﬂ m—z2) ©

Durch Anwendung von (2) auf die rechten Seiten dieser Relationen

5 Man vergl. [5], Formel (16).
6 [2], 487 [4], 400; [3], 216. Fur (6), (7) und (8) vergl. man [3], Formeln (113) und
(57), Formeln (114) und (63) und Formeln (115) und (60). \

_ 2emelgl=2m | )12 P (%“—m,1~m~n,2—-m --l~~n;)
342 +

22m p2m [ ]2 t—m, l—m—n,1—m -+ n;
sF, -
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bekommt man die verlangten Integraldarstellungen. Aus (3) und (2) folgt Aus (6) und (2) ergibt sich namlich

z.B., falls

Ta, Rim-+n) <0 und R(m—n)<<1 . . (9 ! a1 +2)Us, ., 11+ 22) = a0 Jri/my)l F—m)
ist 7) | ]
. ] f > f (4 2z2a)" P LF (—n, 1+ n; 1—m: l—u) (1—0)" um 't du;
s () el J %
it = A j 1+-220)
LR (2] |7 I'(—~m—n) '(1—m-+n) ['(1—m) ( s
0 diese Beziehung geht fiir u == cos? ¢ iiber in
X F (—n, —m—n; l—m; 1—u) (1—ua) " ="V du; 2
: l/l <!_ U_l)‘ln 1 l/l + 22) '(1 ‘l{ﬂ)zf(l
setzt man hierin u = cosh™?¢, so erhdlt man T+ m ) (12
om T A ) , e X [ - cos? )’ _.F (—n, 14n; l—m; sin? p)sin'=2" ¢ cos?™ ¢ dp.
Py (1422 = 2270 Iy —m) f(zz+cosh2 H" 251
VA D (—m—n) (1—m-+n) I (le)o

: Wegen (1) gilt aber
XoFy (—n, —m—n; 1—m; tgh? £) sinh'™?7 ¢ cosh?+2" ¢ d¢. gen (1) g

i (—n, 1+ n; l—m;sin? p) = ['(1-—m) sin™ ¢ cos™ ¢ P! {cos 2¢).

: 8
ES gilt aber?) Formel (11) folgt also sofort aus (12).

By (—n, —m—n; 1—m; tgh? ) = I'(1—m) sinh™ ¢ cosh™ " ¢ P (cosh 2¢). Genau so wie (10) und (11) beweist man, ausgehend von (4) bezw. (8),

- Sind die Bedingungen (9) erfiillt, so besitzt daher die Funktion

i =2m Y 1 52 (3
die I T2 P T ) 22T 2 DG —m)
{ P (L71+ 2912 die Integraldarstellung

Lo I'(1—m—n) I"(2—m - n)

(13)

2z [ ({—m)
L 7 I'(—m—n) I'(1—m -+ n)

(Pr LT 2 = ><,, J (22 -+ cosh? )" * P (cosh 2 £) sinh'™ ¢ cosh™ ¢ df
0

(10) ,
(wo 2740, | arg z| <47, N(m-+n) <1, R(m—n) <2 und R(m) <1 ist) bezw.

DI T %)= V“;(;Kﬁ - 222

XJ (22 -+ cosh? ™ % P (cosh 2¢) sinh!— ¢ cosh™ ¢ dt.
0

Lo

(14)
>< f(ZZ _{_ C052 (p>m“~% PZ‘ (COS z(p) Sinlﬂm @ cos™ P dq? S
LO

[
l
|
Eine mit (10) verwandte Integraldarstellung fiir das Produkt ‘ l
U7 (L1422 UZ, o (L1427 st ~ |

/

L T 2) U T )= . (wo 270, argz|<hx und —b < % (m) <1 iso)
2 (11 _ Die entsprechenden Integraldarstellungen fiir die Funktionen
jn 1 S | P (L 1+2) Py (L7142 und CF (L 1-F 2% sind etwas komplizierter;
¢ f (22 4 cos? )" * P} (cos 2 ) sin'~™ @ cos™ @ de. & es gilt namlich

o

m ST o Pl ey (&~ m) j 5 S
P 1422 Py (L 127 = L T ) {1 —. (22 + cosh? 1)

Lo und — & < R(m) <1 vorausgesetzt.

Y

7) Ich benutze die Beziehung I (4 — m) 1 (1 — m) = 22"} 7 (1 — 2 m). . )
8) HossoN, [1], 210, Formel (41). X {(n—m) Py (cosh 2 )—(n -+ m) Py (cosh 2¢)} sinh™ "™ ¢ cosh™ ¢ d ,
Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch,, Amsterdam, Vol. XLII, 1939, ‘ 61




934

argz | < Ltm, R(ma=n)<1 und N(m) <0 ist) und

(wo z %0,

L
3
, N Y

_ 7 z2m 22 3
Ch( 14 2%)= V 2211(%!11,;{ £ J (2% -+ cos? )" "

X A (n—m) Py (cos 2¢) —(n + m) Py (cos 2¢)}sin™1"™ ¢ cos™ ¢ do

(wo z7#0, |argz| <+ 7 und —§ <N (m) <O ist).
Diese Relationen folgen mit Hilfe von (2) aus (5) bezw. (7). Beim
Beweis von (15) benutze ich die Hilfsformel

2 m. ,F; (—n, —m—n; —m; x) = (m—n) . ,Fy (—n, —m—n; 1—m; x)

+ (m +n) (1—x) . ,Fy (1-—=n, l—m—n; 1—m; x);
ebenso bei der Ableitung von (16) die Hilfsformel

2m ., F (~n,n;—m;x)

= (m—n) ., F (—n, 1 +n;1—m; x)+ (m 4+ n). .F, (1—n, n; l—m; x).

Die Integraldarstellungen (10), (11), (13), (14), (15) und (16) sind sehr
nahe verwandt mit den Beziehungen (35),...,(46) meiner Arbeit [3].
Z.B.: Formel (35) der angefiihrten Arbeit bekommt nach einiger Trans-
formation die Gestalt

arcsinh z

><‘f(zz——sinh2 £)"™"% P (cosh 2 £) cosh! ™ ¢ sinh™" ¢ dt.

0

§ 3. Wie ich in einer vorigen Arbeit gezeigt habe, besitzt die
Funktion { P, (L'1+ 22)}* unter gewissen Voraussetzungen die Integral-
darstellungen ?)

we—largz

(P 14222 = I'(~m——n)l‘£(l—m T Of Ko (20) S (z0)dv (17)

und
- SR 4 :
Py (L1 2P = a I'(—m—n) ['(1—m-n)

9 Man vergl. [3], Formeln (11) und (23); ausser (17) und ({8) gebe ich in [3] noch
verschiedene mit.(17) und (18) verwandte Formeln.

f J oo (220) K2iy (v) do. (18)
; ;
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Ich werde jetzt einige verwandte Relationen ableiten. Zunichst
beweise ich

Ur (- 142U (171 + 2= 41’? f L1 (20) HY (z0) H? (z0) do. (19)

L

Diese Beziehung gilt fiir 27 0 mit |arg z| < L= und alle Werte von
m und n; der Integrationsweg L lauft von oo e~i"f nach ooet™ ynd
vermeidet den Punkt v=0 durch einen auf der rechten Seite der
imagindren Achse liegenden Halbkreis.

Beweis von (19): Ich brauche nur den Fall mit |[R(m)] <4 zu
betrachten. Das Produkt H(¢) HP () besitzt dann fiir larg £ | << die
Integraldarstellung )

wita
HY (¢) H? () = <57 f I+ ) I'(—m—s) I (m—s) T (—s) 2% ds
2R o, (20)
‘ [—% <o l—[R(m)]].
Hieraus und aus )
f]v (2 v) v* dv == i [N @) <3
L B Y Rl 5 K
folgt, dass die rechte Seite von (19) gleich 1?)
@it
cosma b
— oo m f Lt (20) do j T(h + 8) T(—m—s) I (m—s) T'(—s) (z o)2* ds
L —ito

wita
__ cosm . . i
= *;}7,;"‘( | I'(§ + s) I'(—m—s) I'(m—s) I'(—s) 22* ds [Iz,,H (20) v?sdv
~®ita 7

®w i+6G

__ cosmm f I'(§ 4 s) I'(—m—s) I (m—s) I" (—s)

Fyg T T (s T'(1 + n—s) 2% ds

—w ito

Man vergl. WATSON, [7], 223, Formel (2) mit p=»=m.
Siehe [6], Formel (3).
Nimmt man ¢< — %, so ist die Vertauschung der Integrationsfolge erlaubt.

61%
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Das letzte Integral ist nach der BARNESschen Theorie der hyper-
geometrischen Funktionen gleich '3)

n b hembdm
S R, .
2z ' —n) I'(§ + n) §—n, %4 n; —z2

Aus (6) ergibt sich aber, dass dieser Ausdruck den Wert

U; (142U, (14 22)

besitzt, so dass der Beweis von (19) geliefert is.
Auf analoge Weise wie (19) findet man (man vergl. (7))

cr 1T ) :ﬂ'gi* z f Lo 2o) HY (zo) HY (zo) v dv. . (21)
T

Die entsprechende Integraldarstellung der Funktion Dj (L1423 ist

S 7 ) 2
Dyt =" bl j Duyt (20)
I oo (22)

SCHH (z0) H., (z0) + HZ (zv) HY, (20)} 0 do.

Diese Beziehung gilt, ebenso wie (21), fiir z 7 0,
Werte von m und n.

Der Beweis von (22) ist dem von (19) analog; statt (20) und (6)
benutze man

arg z| < o und alle

HY (@) HZ, )+ H? ) HY., (o)

@it
2 cos , ,
=z !..‘:g;i"_i‘ f I'(1 A4 8) I —m—s) I'(m —L—s) I'(— & —s) {25 ds
j—OQH-U

und Entwicklung (8) ).

§ 4. Mit Hilfe der WHiPPLEschen Transformation '5)

X

P a=(2) urte it .. e

) Ich berechne die Summe der Residuen des Integranden in den Polen s=
14)

1 3 &
R A
In einer vorigen Arbeit habe ich (17), (18) und die mit (17) und (18) verwandten.
Formeln (man vergl. Fussnote %)) auf elementare Weise abgeleitet. Diese Formeln kénnen
aber auch auf analoge Weise wie (19), (21) und (22), namlich mit Hilfe von BARNESschen
Integralen, bewiesen werden.

15y WHIPPLE 8], 304; HOBSON, [1], 245--247; MEQER, [3], 227.

i

i
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kann man aus den Beziehungen (10), (11), (13), (14), (15), (16), (19), (21) und
(22) noch andere Integraldarstellungen fiir Produkte von LEGENDREschen
Funktionen ableiten. Aus (23) und (19) folgt z.B. %)

P 1+ 2P (11 + 22 = 2]i J Ly (2zo) HY,, (v) HY (0)do. (24)
M

Hierin ist 250 und |argz|<{w; der Integrationsweg M lauft von
e ib a9 pnach ooelt®—awad ynd lasst den Punkt v==—0 zur Linken.
Formel (24) entspricht (18),
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