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Tension (pression) tangentielle autour de Touverture

(y?— a® - 2 b?) _ yyr—ad)
o= et by P @ yr—a

Pour l'axe des Z on remplace y par z et change a et b.
Pour les bouts des axes principaux de lellipse on trouve pour r==a

01==2 -% p et pour r==Db g4 r:ZWS P

Pour le cercle, pour a==b==r, on obtient les formules de LAME, de la
distribution des tensions autour du cylindre.

Avant de conclure ce paragraphe nous donnons en la figure 10 la
distribution des tensions autour d'une cavité sphérique creusée dans le
rocher, Il faut la comparer avec celle de figure 4 et on remarque que la

Qr’/f

Fig. 10. Distribution des pressions autour d'une cavité sphérique et autour de
" Ja galerie d'entrée cylindrique.

perturbation de la pression homogeéne s'est moins accentuée. En effet
l'élévation de la pression n'est que la moitié, ¢ max.==gp au he.u de
o max.==2p, et I'amortissement est plus rapide. Mais on ne saurait pas
exécuter le creux sans pratiquer une galerie d'accés et si I'on n'arrondit
pas la jonction, les tensions doublent au cercle de section de cylindre et

sphére et deviennent ¢ = 3p.

Mathematics, — Ueber affine Invarianten bei Kegelschnitten. Von R.
WEITZENBOCK.

(Communicated at the meeting of January 27, 1940.)

Uebersicht. Eine ternidre quadratische Form und eine Linearform in
Punktkoordinaten haben bei der speziellen affinen Gruppe fiinf ganze
rationale Invarianten, aus denen sich zwei absolute Invarianten bilden
lassen, Wir geben fir die letzteren eine geometrische Deutung bei der
Figur, die aus einem Kegelschnitt und einer Geraden besteht und lésen
im Anschlusse hieran einige naheliegende Fragen der Affingeometrie.

§ 1.

Es seien

3
flilgf anpx;xr=( xP2 , (Wx)=XYvix;. . . . (1)
2,3 : 1

eine ternire quadratische Form und eine lineare Form in homogenen
Punktkoordinaten xq : xy : x3. Die uneigentliche Gerade der affinen Ebene
denken wir uns gegeben durch die Gleichung

(Vx)=2Lxi=0.+0.0+1.x5=x=0, . . . (2

halten sie also durch den Buchstaben I fest.

‘Man beweist dann leicht nach allgemeinen Methoden 1), dass die zwei
Formen (1) ein kleinstes volles System von ganz-rationalen affinen
Invarianten besitzen, das aus folgenden fiinf Bildungen besteht:

D= '(1; (a’ b C,)2 C = L (a’ b’ l/)z
. (3a)
P=1@ b v  M=i@bo)@ b  U=@ P

Hier ist D die Diskriminante von f, D==0 gibt Entartung des Kegel~
schnittes f==0. C==0 gibt bei D £ 0 die Parabeln. ¢=0 ist bei ver~
dnderlichen Linienkoordinaten v” die Gleichung von f in Linienkoordinaten.
M =0 sagt aus, dass die Gerade v' durch den Mittelpunkt m von f geht.
Schliesslich ist bei verinderlichem v’ I =0 die Gleichung der beiden
uneigentlichen oder unendlich~fernen Punkte von f.

1) Vgl. z.B. meine ,Invariantentheorie”’, Groningen (1923), p. 223 ff,
11
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Die nicht-symbolischen Ausdriicke fiir diese Komitanten lauten:

aj; a8y Aaps

— — 2
D=1 ay ay azp C——allan_a,z

az; ds; Aass

ary ayp, dpz U; o (3b)
) M—=—=uv; (312323“313322) -+
o= az; A dzz U2 -+ v (613312“”311323)“1‘
s !
as; as, as; v3 4 v3(ay ap— afz)

_— 7 v %)
v vy vy 0| U=ayvi—2a,vv,+ant)

Wie man ebenfalls leicht nachweist, besteht zwischen diesen fiinf Komi~
tanten eine einzige Syzygie

C.o=D.U+M>. . . . . . .. (&

Sie driickt geometrisch aus, dass f als Klassenkegelschnitt der durch U =0
und M ==0 bestimmten Schaar angehort.

§ 2.

Auf Grund der Gleichung (4) kénnen wir uns bei der Bestimmung von
absoluten Invarianten auf nur vier der fiinf Komitanten (3a) beschranken.
Lassen wir D weg, so gibt der Ansatz

]:Ca q)b Mc¢ Ud’

da ] vom Grade Null in den Koeffizienten a;rund in den Linienkoordinaten
v; sein muss, fiir die Gradzahlen a, b, ¢ und d die Gleichungen

2a+2b+2c+d=0 , 2b-+c+t+2d=0,
woraus

b=—4%c—d und a=—4c-+4d,

Cid M \¢ (U CHd
] = cie grera MU= (@@‘) '<—5*>

folgt. Es sind also

also

M? cu:
a—="— =5
Co ©
zwei rationale absolute Invarianten, durch die alle weiteren absoluten

affinen: Invarianten ausdriickbar werden,
Im reellen Falle und bei @ <0 wollen wir von zwei positiven absoluten
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Invarianten R und S Gebrauch machen, die wir durch die Gleichungen

definieren

a

1 ; M?
Rz:—m:—m?‘iﬁ , 52:*32*’@‘%' T

Es ist dann umgekehrt

S 1 .
ME belC>O _{—Rfsbel C>O
a == S ] und /J)—“: 1 L (7)
Jr__R bei C <0 »——j?—gbeiC<O
und mit Hilfe von (4) erhalten wir die Formeln
Co 1 R . __ R . )
DU T—a " Rys P >0 “Rog b =0
M2 e S . S : .
A
(8
MCo o RS . RS ) )
DT i RSP T T R—sp b OO
D (1—a? S . S
.CA?;:L/%:? (R+S)? b@ C>0, :::ﬁ(R—S)Zbei C<0,

Die durch (6) definierten absoluten Invarianten R und S haben eine
einfache geometrische Bedeutung. Bei den reellen Transformationen der
speziellen affinen Gruppe (mit der Transformationsdeterminante == 1) ist
der Flacheninhalt eines durch die drei Punkte y, z und ¢ bestimmten
Dreieckes gegeben durch

T2y

Wir denken uns nun die Gerade v’ durch ihre zwei Schnittpunkte y und z
mit dem Kegelschnitte f &0 gegeben, Dann haben wir

L lyzo) RO

vv=(y2)ij=yizj—y;zi, . . . . . . (10
(@'y)?=0, (a’2=0, (@y)@2%F0. . . . . (11
Als Punkt ¢ nehmen wir erstens in (9) den Pol
tr = ax(av)=(a' b))y @bv). . . . . . (12
der Geraden v’. Die Fliche F; des Dreieckes yzt wird dann

F, — 1 (yza)(av’) 1 (yza)(av)

T2l )@ V@Y 2 2M Uy (2
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Nach (10) wird hier der Zihler
(yza)(av)=(av =@ b v)V’=2d. . . . . (13)
~ Wieiters ist nach (11)
20=("b vy =[(a"y) (b 2) —(a"2) (b’ y)I’ = —2[(a"y) (2" 2)]",

also

@y @ z)="—o. . R (14)
Ebenso hat man
U=@ lI'vP=["y{'2)— (" 2) (' y)P=—2(a"y) (" 2) (' y) (' 2),
also nach (14):

b UV =9
(gl 2) =~ IE T (15)
Demnach wird
A3
F12 — ]w%?p s R2, . . . N . . . (16)

wodurch die Bedeutung der Invariante R von (6) ermittelt ist.
Zweitens nehmen wir in (9) bei einem Mittelpunktskegelschnitt
t = m == Mittelpunkt, also :

te==ax (al) == (a’ b');; (&' b ).

Mit diesem ¢ findet man auf analoge Weise fiir die Flache F, des Drei-
eckes mzy: P

_, lazy)(al)
B=syary.2c

also nach (6) und (15):
Fi=—_-5=38. . . . . . .. (7

R und S sind also im reellen Falle und bei ¢ << 0 die positiven Flachen-
inhalte der Dreiecke yzt und mzy.

§ 3.

Wir halten weiterhin daran fest, dass die Gerade v/ = (yz) durch die
beiden Punkte y und z auf f =0 gegeben sei. Die uneigentlichen Punkte
von f, also die Schnittpunkte von f mit  nennen wir I{ und . Mit dem
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Mittelpunkte m verbunden geben sie die Asymptoten von f, Deren Schnitt-
punkte mit v’ seien V; und V,. t=a(av’) sei wieder der Pol von v’ und
die Tangenten in y und z mdgen die uneigentliche Gerade I’ in den Punkten
Y und Z schneiden.

Fiir das Produkt der beiden Tangenten in y und z findet man leicht die
Gleichung

(@ 2?%.®—D.(v x)?=0
und fiir das Produkt der Asymptoten
(" x)?=C.(a’ x)?—D.(I' x)?=0.
Setzt man hier fiir V; und V, y + uz, so ergibt sich fiir u die Gleichung
(@' 9’ +2p(0 9 ¢ 2)+ 12 (¢"2=0. . . . . (18§

Das Doppelverhalnis

oe==wzV, V) . . . . . . . . (19
der vier Punkte y, z, V| und V, auf der Geraden v wird dann Q::&,
M2

Daher wird

© o M2 M1 Myt
also nach (18)
1 4[(¢"y) (¢'2)]?
2= =2
e 0 + (@ ) (¢ 2)?

~

Dies gibt, da wegen (14) und (15

(a'y) (@ 2) _

N

©
—
N
<
=

ist,
| ,_16Ce(Co \_, Com
o4 — ~—2m_16m(Du 1) m16DU i (21)
oder nach (8):
SR U . 22
0 . SU—ap (22)

Hierdurch ist das Doppelverhéltnis ¢ als irrationale absolute Invariante
gegeben, In der rechten Seite von (21) haben wir Symmetrie bezgl, der
Geraden v* und /. g ist daher auch gleich dem Doppelverhaltnis der vier

Punkte U;, Uy, Y und Z auf der Geraden /.
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Vom Schnittpunkte der Geraden v’ und ! aus lassen sich zwei Tangen-
ten v/ + Al an f legen, wobei fiir 1 die Gleichung gilt

O-+2L.M+22.C=0.

Hieraus ergibt sich, so wie oben, fiir das Doppelverhaltnis ¢ der vier
Geraden ¢/, I’ und der beiden Tangenten '

1 2

was man mit Hilfe von (4) und (8) auch so schreiben kann:
bbtb2=da . . (29

9 ist nichts anderes als das Teilverhaltnis der drei Geraden: v’ und die
beiden zu v’ parallelen Tangenten,

Wir berechnen schliesslich noch ein drittes Doppelverhéltnis 7: das der
vier Punkte g, z, U; und U, auf f. Es ist gegeben durch das Doppelver-
haltnis der vier Geraden: Tangente in y an f, Gerade v/, die beiden Ver~
bindungslinien von y mit Uy und U5 Macht man fiir die beiden letztge-
nannten den Ansatz

w' =a'(a'y)+uv,
dann muss der Punkt (w'I’) auf f liegen, d.h. (a’w'I’)2==0 sein, Dies gibt
(@' b’ V) (@ ' 1) (b y)(c'y) +2p(@ b ) (@ v 1) (b y)+ p* (@' v' I} =0.
Hier kann man den ersten und den zweiten Term umformen und erhalt

D.('yP+2uM.('y)—p. U=0.

Hieraus folgt wieder fir v =,
M2
1 ( + pa)* _ —4M?
— 2= o s
v T T My M Du
also nach (8):
1 4a .
§ 4.

Wenn f==0 eine reelle Ellipse ist und von den Geraden v’ in zwei
reellen Punkten y und z geschnitten wird, so zerschneidet v* die Ellipse in
zwei Segmente P und Q. Wie driicken sich die Flacheninhalte dieser
Segmente in den absoluten affinen Invarianten aus?

p_2obk—¢ 1
('y) D y)z. Kl 4 M))Z“MZ—ZDI/:{P(I’y)(Z’z)T
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Wir denken uns auf einem der Bogen yz der Ellipse einen veradnder-

lichen Punkt P, durch die Gerade
w =v' -+ 1a’(a'y)
ausgeschnitten. Fiir 2==0 ist @’ mit ¢/, fiir 1= w0 ist @’ mit der Tangente
in y identisch,
Der Punkt (@’ w’) muss dann auf f liegen, also

(@' w u'P=(a"v' /)2 v o) (&' b’ u') (b'y)+
422 (@b u’)(a’ ¢ u') (b'y) (c'y)=0. (25)

Hier wird das von 1 freie Glied nach (11) und (14):

(@ v u'P=[(a"y)('2)—(a'z) ('y) =

= —2(uy) (' 2)(a'y) (&' 2) =—2 " — (u'y) (u'2).
Der Koeffizient von 21 wird, wenn wir (&’v'«’) (b y) umformen:
—3(@ b v) (W y) (@ b u)=—{(d y). (au') (av').
Der dritte Term in (25) wird auf analoge Weise
—4 @b )@ b u)(y). (W y)=—D. (W y)
Nach Weglassung des Faktors («'y) erhalten wir also fiir P; :

W P)=12.D( y)+ i(av)(av))+ (' 2) . 21 —P.. . (26)
Hieraus finden wir fiir die Fliche dP des Dreieckes y, Py, Py ai:
1 PiPrra) —209 I/:—MCD di
dp= Wiilisd) 209 —
2 (I'y) (V' Py) 'y) [22.D('y) +2MiL-+2('2) )V —@)*
somit wird
20 "3 [ d
p="2¢V ¢ (27)

Ty)  J @Dy +2Mit2(2)) —0)
Den Integrand gestalten wir wie folgt um:

o

da

D'y

D*(I'yy?
also, da wegen (15) und (4)
M?>2D} —o (U y)('2)=M?*+DU=C9

ist

p:‘é‘f('l,/y;@./ o Mdi__ co - @9
M D<"y>> D(l’yd

.
0
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Nehmen wir zuerst den Fall einer reellen Ellipse C > 0, die von v" in

zwei reellen Punkten y und z geschnitten wird, wo also ¢ <0 ist. Dann
ist C®<<0 und wir erhalten im Nenner des Integranden den Ausdruck

(o) ()= il (22)

Setzen wir also

ID( y)+ M L"—Co M
= DTN IR dd= o d , e , (29
so entsteht:
b —20L°=0 Dy L =Co ( du _ 2D du_
=g e Dy J 1T E o e
Da weiters
- _ RN S 1°
J FESTA 2paFT) T A =
A . _n, My —Co 1 M
3 Z(Mg—}* 2 arctang ity = 4 -+ DU 2 arctang - L —Co
ist, wird schliesslich, mit " —C ¢ > 0:
D M C M
P:::j:cggz+ IgU @_—arctangl/fr:ig, . ./(30)

Fiir das zweite Segment Q, das die Gerade v’ bei der Ellipse { bestimmt,
erhdlt man auf dieselbe Art durch Integration zwischen den Grenzen — oo
und 0:

D M| — M
Q:j_;igg_ - Ig[,[ —l—arctangr/ccp% .. 31

Die Summe P+ @Q ergibt dann f%Q als Flacheninhalt der ganzen
%y )
Ellipse.

Driickt man in (30) die absoluten Invarianten durch R und S aus, so

wird
+=(R+4S). I/R % RV}:S arctang V%% .. (32

wobei alle Wurzeln positif genommen sind.
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(30) und (31) gelten auch noch fiir den Fall ¢ =20, dann ist P =0 und
Q gleich der Flache der ganzen Ellipse.

Bei einer reellen Parabel C =0, die von der Geraden ¢’ in reellen
Punkten geschnitten wird, ist wieder ¢ <C0. Hier fithrt (28) auf das
Integral

und schliesslich zur Formel

3 M

*R.‘....(33)

Bei einer reellen Hyperbel mit C <C 0 schneidet v* von einem Aste ein
reelles Segment ab fir ¢ << 0, DU <C0. In diesem Falle fiihrt (28) auf

ein Integral
de 1yt 1
f(u—l) il 2 u—1

und man erhélt als Endformel fiir das Segment P:

_ . D $1., (ML Cor MLCo
pui(—Cﬁ%Z bg=_pu  + pu - CY
oder nach (8), ausgedriickt in den Invarianten R und S:
(L 'R+17S)
+=P=8—(S—R). VR °9 " —§s_p - - (35)






