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ist natiirlich diese Gleichung sofort hin zu schreiben. Wie kann aber K
durch die quindren Invarianten dargestellt werden? Hier bekommen wir,
wenn wir in (25) fiir die 7 die fiinfte bis neunte Gerade einsetzen,.fu.r
die sechs homogenen Ars flinf Gleichungen, konnen diese 4rs also elimi-~
nieren und erhalten eine sechsreihige Determinante fir K:

(12—13)  (14—12) . . . . (32—34) |
(12—13)s (14—12)s . . . . (32—34);

K= =0 (28)
(12—13) (14—12)g . . . . (32—34)

Hier bedeutet z.B. (12—13)s, dass flir i in (26) die Koordinaten der
fiinften Geraden eingesetzt sind. Wir ersehen hieraus, dass

(A Az As Ay . K

ein Polynom von Komitanten des Typus (1) wird.

Mathematics, — Ueber assoziierte Geraden bei Regelflichen im R,
Von R. WEITZENBOCK.

(Communicated at the meeting of February 24, 1940.)

Uebersicht, Zu vier erzeugenden Geraden Gy bis G, einer zweidi~
mensionalen Regelfliche F im vierdimensionalen Raume R, lisst sich die
nassoziierte’ Gerade Gy konstruieren. Wenn die vier G; gegen eine
Erzeugende a von F konvergieren, nihert sich auch die assoziierte
Gerade G5 einer Grenzlage g. Man erhilt so — von Ausnahmen abge-~
sehen — zu jeder Erzeugenden a von F eine assoziierte Gerade g; sie
bilden in ihrer Gesamtheit die zu F ,assoziierte Regelfliche”.

Ich ermittle hier die Gleichung von g unter der Voraussetzung, dass
die homogenen Linienkoordinaten a;r der Erzeugenden a von F als
reguldre Funktionen eines Parameters gegeben sind. Die hierzu erforder-
lichen Rechnungen sind nicht ganz miihelos, man hat bis zu den Gliedern
dreissigster Ordnung in den benutzten Potenzreihen vorzudringen.

§ 1.

Die Geraden einer einparametrigen Schaar bildem im R, die Erzeu-
genden einer zweidimensionalen Regelfliche F. Wir denken uns F
analytisch gegeben durch die zehn homogenen Koordinaten aj; einer
Erzeugenden, wobei diese a;x stetige und geniigend oft differenzierbare
Funktionen eines komplexen Parameters ¢ sind:

air = ai (P (L k=1,2,....5).
Da die a; Linienkoordinaten sind, verschwinden die fiinf quadratischen
Ausdriicke
2lax ags, 2813845, ..., 2 a1 ay

fiir alle Werte von f. Wenn b mit a &dquivalent ist, ldsst sich dies
symbolisch ausdriicken durch das Nullsein der Kovariante

4, X x; ay a4 = (xa? b?) = My =0 {x, £,

Hieraus ergeben sich durch fortgesetztes Differenzieren nach ¢ eine
Reihe von Gleichungen, die fiir das Folgende von grundlegender Be-
deutung sind.

Wir setzen

daj (t) d? ai; (t)
(a])ik - *d?’ ’ (az)ik - T’ .
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und deuten a, ay, ay ... an durch die Ziffern 0,1,2,.... Dann ergibt
sich, identisch in ¢:
Mo,o = 0
MO,I =0
M1’1 -+ Mdz =0

3M;+ Mp =0
3M2/2 -+ 4M1,3 -+ Molfi:O
10 M5 -+ 5 Mis + Mos =0 N O
10 M3 + 15 My + 6 Mis + Mos =0
35M3,4 ‘+‘ 21M2,5 ~|— 7M1,() + Mo/7: 0
35 My -+ 56M3,5 + 28 My -+ 8M1I7 -+ Moy =0
126 Ms + 84 Mss - 36 My7 + 9 Mijs + Moo =0

Hier sind die (a))ix, (@i, . ... die Koordinaten von linearen Ebenen-
komplexen K, K,.... Der Komplex Kj ist speziell, stellt also eine
Gerade dar, wenn Mpu,=0 gilt. So ist z.B. der Komplex K, speziell
fir Miyy=—Mp=0; wegen Mo —0 enthdlt K, jede Ebene durch
die Erzeugende a;r.

Wenn die Fliache F eine Torse ist, d.h. ihre Erzeugenden die Tangenten
einer Raumkurve

gi—=yi() (i=L2...,5)
sind, so findet man
y)ix .
y")it
4 y”)lk + (y y///)
(aS)IkZZ( ! //’)k+(yy )

u.s. f.

(
(al)lk:(
(

woraus sich ausser Mo ==0, Mo =0 noch weiters ergibt:
M1 =0, Me=0, M{=0, My=0.
Dagegen sind die Mz mit i + k=4 im Allgemeinen nicht Null.

Liegt F ginzlich in einem linearen R;, so ist Mo, bis auf einen von ¢
abhingigen Faktor eine Linearform in x mit konstanten Koeffizienten:

Mop=wx).f6 . . . . . . . . (2

Wir wollen im Folgenden diese beiden Félle ausschliessen, also vor-
aussetzen, dass die Fliche F weder abwickelbar sei noch zur Génze in
einem linearen R; liege.

SIZ—MOZ_}*[ (a‘i*ﬂ)Mos] {*112‘ (a + B)? Moif—l—%aﬂM{;] +
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§ 2.

Vier Geraden 1 bis 4 mit den Koordinaten aj, ik, pix und myg
haben im R, die vier Invarianten

= (ma? p?) (ma® a?) = (mSis) (mSy3)
== (aa? p?) (aa® m?) = (a.S25) (aSs4)
= (aa’ ) (apz mz) — ((151/3) (GS3I4)
(pa® m?) (pa? m?) = (pS1i) (pSz)

und die Gleichung der zu 1 bis 4 assoziierten Geraden G, wird gegeben
durch 1):

G5:G1A2A3A4+G2A]A3A4+‘ G3A1A2A4+G4A1A2A3:O. (4)

Wir nehmen jetzt als Geraden 1 bis 4 vier Erzeugende von F, ent-
sprechend den vier Parameterwerten a, f, y und 6. Es ist dann also

)

I [

a a? 2
G]:aik+ﬂ(al)ilc+“27(32)ik+~~:0ik+%lik ‘f”%,?—ik”!“‘u

2
G, =au -+ i% (ay)ux + g, (aik +...= 0i -+ 1£7 Lir 4 gzl 2+ .. ©)

u. s. f. mit y und d.
Fir diese G; wollen wir (4) berechnen. Hierzu haben wir vorerst die
A; nbtig.
Wir berechnen A;. Aus (5) finden wir zuerst fiir Si,, wenn wir aus
allen Gliedern den Faktor } (¢ — f)? absondern:

0 {4+ A1 07 0B ) Mos - 0 a4 ) M|+

1| 360 (@ -+ 4 + B Mo+ 55 af (a -+ P Mis + | a?p? MZC,} +

— o]"‘

2
+ | 2@t B (@ 59 e o ap o ) M, +
+ 560 % (0 + A+ 0+ ) Mis 3@ - M5 | +
, a
+| & @t B2 02 o B8 Mis -+ 2 (e + af 2 My +

-+ 7% a? B? (a 4 )2 Mays -+ %6 a3 g3 M;’s] +

+.

1) Vgl diese Proceedings 42, 248 (1939).
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Wir haben hier die Glieder gleich hohen Grades in a, 8 zwischen
eckige Klammern gesetzt. Aus (6) lesen wir ab, dass

(x M) = (xa? a}) = (x0%2%) =0

die Gleichung des lings der Erzeugenken a;r beriihrenden R; darstellt.
Vertauschen wir in (6) f mit y, so ergibt sich Siz und damit ldsst
sich nach der ersten Gleichung der Formeln (3) A, berechnen. Wenn
wir zundchst my; allgemein lassen. so ergibt sich nach Abspaltung des

Faktors % (8—7), also bis auf den Faktor
L2 )

fiic (mSis)(m S1y) die Reihe

(mS8) (m i) = mos | § Qat f9) mie ames | +
[y et Al mi g P
+glet et )} mou+
o 10204 ) + B s | +
+ [ 2 e BN+ B+ e p ot s+
~I—*15{ 24 2a(f+9) + B+ B+ v mos +
“‘é‘a2(ﬁ+7)'n02,24—|—%(a+/3)(a+7)(a+/3+7)m03,05‘|“

+ Tli a o+ f) (@ -+ ) mosus + 73 a( 2—py) mous:l +

1
+ (@0 Moz,07 —+ 01 Moz, 16 —+ 03 Moz, 25 -+ 13 a® Sy m13,14:| 4.

In (8) haben wir schliesslich nach (5) fiir m;. die Reihe

2

o 0
Oik+r,1ilc‘+“é—!2ik’}‘~~w

einzusetzen um die verlangte Potenzreihe fiir A zu erhalten. Die Rechnung

ergibt, wenn wir fiir das Differenzenprodukt

= (a—f) (a—7) (a—0) (B—7) (b—8) b—8) . . . . (9)
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die Abkiirzung II gebrauchen und

Q=0;323=(aa’ad)(aaad . . . . . . (10)
setzen:
Ay=—+y Q.M. (a—p) (a—p) (a—0) + ...
Hier bedeuten die Punkte Glieder vom zehnten und hoheren Grade in
den a, 8,7, 4.

Wenn wir z.B. a mit § vertauschen, werden nach (5) G, und G, ver-
tauscht, A; geht dann in —A, A, in —A,A; in —A, und A, in
—A,; iber. Auf diese Weise ergeben sich fiir die A; aus der zuletzt
angeschriebenen Gleichung die Reihen:

Ay ==y Q. 1T (a—f) (=) (6—8) + ..
Ar=+ 5 Q.11 (a—f) (B—7) (B—) -+ .. )
Ay=— 5 Q.11 (a—) (B—7) (—0) + ..
Ag= -t Q1T (a—0) (B—0) (y—0) -+ ..

§ 3.

Bevor wir nach Gleichung (4) Gs berechnen, sind einige Bemerkungen
beziiglich der Grésse Q von (10) zu machen.

Sind  ajk, @ik, pik, mir und n; die Koordinaten von fiinf linearen
Komplexen, so ist

J = tup,ma=(a0? p?) (am? 7?) = 16 . J ar, i, i, pi, i, Miyk, Tk, ks

eine projektive Komitante dieser Komplexe. Sie ist symmetrisch in @ und p
und in m und #, schief-symmetrisch in den Paaren ap und ma:

J = @up,mn = — amu,ap.
Schliesslich ist J zyklisch-symmetrisch in a, a, p und ebenso in a, m, @:

8ap, mx + CQpa, me -+ Pas,mn == 0

und ebenso mit a, m, =

Diese Symmetrieeigenschaften im Vereine mit den Gleichungen (1)
ergeben eine Reihe von Reduktionen bei denjenigen Ausdriicken, die
aus | entstehen, wenn wir an Stelle der

ik, Xiks Piks + - - - die Reihen ayr = 0, (@1)ik = L, (@)in = 21k + « .

nehmen. Es sei dies bei der durch die Gleichung (10) eingefithrten

Grosse Q naher ausgefiihrt. ¢
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Wenn wir in (8)

é 3?2
mikZOik"Fﬁlik-l*ﬁZik%—n..

ecinsetzen, so werden die Glieder vierten Grades in a, f, 7,94, da
001', rs =10

fiir alle i, r und s gilt (die 0;x sind Linienkoordinaten!), gegeben durch

0, = {-2- a? By O3, 14 -+

- Té-/ [01 Lo2,06 + 0 Loz,15 + 03 Loz, 24 -+ 04 Yos,05 +

+ fl‘z‘ a (a + ﬂ) (a + 7) 103,04 —I—— 11_2 a (a2____ﬂy) 104’13] +
8211 P
+§7Lﬁ(a+ﬂ)(a‘f“7)203,o4+—3—a 203,13 + . 12)

+ ;11 (a2 4 a (B 4 7)) 202,14 -+ 05 202,05 J +
—I"’éj 1(2(1%—/3—1»y)30204—{~a30213 -+
3/ 4 ’ ’

FY!
-+ R 402,03

Die hier auftretenden Koeffizienten K:
ijk,mn (l+]+k—|~m—|~n“—~—9)

sind alle auf das Q von Gleichung (10) reduzierbar oder verschwinden.
Sei z.B. K ==20,05. Die zyklische Symmetrie beziiglich 2, 0, 5 gibt hier

202, 05 — — 002, 25" 502, 02==0,

denn Og,0s verschwindet, da 0 Linienkoordinaten sind und S5ez02 ist
Null wegen der schiefen Symmetrie in den Paaren 02,02.
Wenn K == 1oy, 15 ist, so haben wir zufolge der dritten der Gleichungen (1)

K= 102,157—: — 1,15

und dies ist Null, da allgemein r,, =0 gilt, wie aus der zyklischen
Symmetrie in r, r, r sofort folgt.
Bei K = 40,05 gibt die zyklische Symmetrie beziiglich 4,0, 2:

K= 402,03 = 024,03 - 204,03 = 204,03~
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Aus (1) haben wir
04=—3.22—14.13,
also wird
402,03 = 3.222,03 + 4.213,03 = 4.213,03..
Hier ist, wieder wegen der zyklischen Symmetrie beziiglich 2, 1, 3:

213,03 _— 123,03*—312,03~

Der letzte Term wird nach (1) wegen 03==-—3.12 gleich 3.3, 1, also Null,

Beim ersten Term der rechten Seite gibt die zyklische Symmetrie be-
ziiglich 1, 0, 3:

123,03 —_— 023,13“—323,01 = 013,23 = Q,

da 33500 wegen 01 nach (1) wegfillt. Also wird schliesslich
213,03 == — Q und 4p,03 —=—4Q.

Auf diese Weise sind alle Koeffizienten in (12) zu reduzieren. Man erhalt;

013,14 =—2Q

loz,06 = 0, loz,15 == 0, lag,04 == 0, 103,05 =0, 19314 == 2 Q, log13 == —2Q

203,04 = —4Q, 203,13 == Q, 20,4 —— 4 Q, 202,05 =0 (13)
302,06 =4 Q, 302,13 =0

‘102,03 =—4Q.

Setzt man dies in (12) ein, so wird

Oy=—4Qa—0P(p—0)(y—0) . . . . . (14)

A

was schliesslich mit (7) zusammen zu den Gleichungen (11) fiihrt, Diese
letzteren ergeben dann

Ay Ay Ay — oy QF T () (—0) (y—0) + ...
Ay As Ay =+ ooy QF T () (a—0) (y—0) -+

1 (15)
A1 Az A4 j— ;7"“23 Q3 114 (aw«ﬂ) ((Z—()) (/8—6) + PN

Ay Ay As =t s QT (e f) (o) (1) +

wo die Punkte Glieder andeuten, die wenigstens vom 28. Grade in
a, f, y, 6 sind.
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Man zeigt leicht an einem Beispiel, dass die Invariante Q = 013,23 im
allgemeinen von Null verschieden ist.

Schliesslich setzen wir (15) in (4) ein, wobei die G; durch die Reihen (5)
gegeben sind. Als Glieder niedrigster Ordnung ergeben sich in den
Reihen, mit denen

mix = O Ly 2450 -

1

775 Q2 II* die Ausdriicke

zu multiplizieren sind, bis auf den Faktor —

Sm = am (f—y) (f—9) (y—06)—pF™ (a—y) (a—8) (y—03) -+
+ y™ (a—B) (a—0) (f—0)—0™ (a—p) (a—7) (B—7).

Man rechnet leicht nach, dass Sy, S; und S, identisch wegfallen, dass
dagegen S;3£0 wird, sodass die Reihenentwicklung fiir Gs mit den
Gliedern dreissigster Ordnung beginnt. Hieraus schliesst man, dass bei

Q+#£0

(16)

lirﬁ Gs(a=>0,8=0,y—=0,0—>0) =g
eine Linearkombination von Oz, lix, 2ix und 3;; sein wird, wobei 31
mit dem Koeflizienten Q3 versehen ist.
§ 4.
Man wird so zu dem Ansatz
gir=0um+A. Lig+u.2u+v.30 . . . . . (17)

gefiihrt. Die Bedingung dafiir, dass die g;x Linienkoordinates sind, lassen
sich dann nach (1) zusammenfassen zu

M\ 22 + My, p? 4 Mssv? + 2 Moz + 2v Mos + ‘
+2}»ny2 —]'* 21’VM113+2/J'VM2,3:0.

Driickt man hier My, M2 und M4, nach (1) durch die iibrigen M

aus, so bekommt man
Moy (2 u—2%) + Moz (2v — % Ap) —% 1> Mos + Mi3(2 2y — 4 14%) +
+ 2 uy My +v2 M3 —0.

(18)

Dies ist eine lineare Beziehung zwischen den sechs Riumen R;, deren
Koordinaten die M, sind. Nennen wir in der Matrix

|| Moz Mos Mos Mys Mys Ms; ||
die fiinfreihigen Determinaten 0, so gilt
2 My Oy = Oy, Mo, + O3 Mos -+ e O M =0 . . (19)

und dies muss bis auf einen Proportionalititsfaktor mit (18) identisch
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sein. Es gilt also vorerst die Ausdriicke ©;; zu berechnen. Wir setzen
(Vgl. (10)):
Q=0i32, R=0133, S==0s33, T=2043. . . . (20)

Dann ist z.B.

O3 = 2(0% 2%); ((03) (04) (13) (33)): = =

; 203 204 213 233

== 4,013,335 203,00 = — 16 RQ.

Auf diese Weise bekommt man nach einiger Rechnung:

@03:'*“‘4(QT+%RS) @23:l6QR‘ . . . (21)
Oy = — § R? 03316 Q7

Woihlen wir also als Proportionalitatsfaktor 1 0?, so liefert die Ge-
geniiberstellung von (18) und (19) die sechs Gleichungen

2u—P=¢? G RT—S)
~2v4 $ln="(QT+RS)

12 = 02 R2 22)
2lv—4$u?=402QS

uv=—20*QR

2 — 4 02 Q2

Hieraus folgen
u=FpoR , v==+20Q

womit auch die vorletzte Gleichung (22) befriedigt ist. Aus (22), und
(22)4 kann man dann ¢ und 1 berechnen:

36 Q2 i 12Q(QS+RY
2R FI2QRSTIQT * " IR F12QRS+LOQT"

Mit diesen Werten wird auch (22); befriedigt, sodass sich schliesslich
unter der Voraussetzung

P=2R*4+12QRS+9Q*T=+#0. . . . . (23)
fir die gesuchte Gerade g ergibt:

gir=au CQR*+12QRS+9IQ*T)—(ap)u.12Q3QS+R?) +
+(az)ik .36 Qsz—(ag)ik L72QR )

Diese Gerade g ist die ,assoziierte” der Erzeugenden aj.

o="

(29)






