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ist natürlich diese Gleichung sofort hin zu schreiben. Wie kann aber ~ 
durch die quinären Invarianten dargestellt werden? Hier be~ommen w~~, 

n wir in (25) für die TCik die fünfte bis neunte Gerade elllsetzen, fur 
wen I I" 
die sechs homogenen Àrs fünf Gleichungen. können diese Àrs a so e lml~ 
nieren und erhalten eine sechsreihige Determinante für K: 

(12-13) (14-12) (32-34) 

(12-13)5 (14-12)5 (32-34)5 

K= =0 (28) 

(12-13)9 (14-12)9 (32-34)9 

Hier bedeutet z.B. (12-13)s, dass für TCik in (26) die Koordinaten der 

fünften Geraden eingesetzt sind. Wir ersehen hieraus, dass 

(Al A 2 A3 A4)6 . K 

ein Polynom von Komitanten des Typus (1) wird. 

Mathematics. - Ueber assoziierte Geraden bei Regelflächen im R4 
Von R. WEITZENBÖCK. 

(Communîcated at the meeting of February 24, 1940.) 

Uebersicht. Zu vier erzeugenden Geraden G j bis G 4 einer zweidi­
mensionalen Regelfläche F im vierdimensionalen Raume R4 lässt sich die 
"assoziierte" Gerade G s konstruieren. Wenn die vier G i gegen eine 
Erzeugende a von F konvergieren, nähert sich auch die assoziierte 
Gerade G s einer Grenzlage g. Man erhält so - von Ausnahmen abge­
sehen - zu jeder Erzeugenden a von F eine assoziierte Gerade g; sie 
bilden in ihrer Gesamtheit die zu F "assoziierte Regelfläche". 

leh ermittle hier die Gleichung von gunter der Voraussetzung, dass 
die homogenen Linienkoordinaten aik der Erzeugenden a von F als 
reguläre Funktionen eines Parameters gegeben sind. Die hierzu erforder­
lichen Rechnungen sind nicht ganz mühelos, man hat bis zu den Gliedern 
dreissigster Ordnung in den benutzten Potenzreihen vorzudringen. 

§ 1. 

Die Geraden einer einparametrigen Schaar bi Idem im R" die Erzeu­
genden einer zweidimensionalen Regelfläche F. Wir denken uns F 
analytisch gegeben durch die zehn homogenen Koordinaten aik einer 
Erzeugenden, wob ei diese aik stetige und genügend oft differenzierbare 
Funktionen eines komplexen Parameters t sind: 

aik = aik (t) (i, k = L 2, ... , 5). 

Da die aik Linienkoordinaten sind, verschwinden die fünf quadratischen 
Ausdrücke 

für alle Werte von t. Wenn b mit a äquivalent ist, lässt sich dies 
symbolisch ausdrücken durch das Nullsein der Kovariante 

Ix, tI· 
Hieraus ergeben sich durch fortgesetztes Differenzieren nach t eine 

Reihe von Gleichungen, die für das Folgende von grundlegender Be­
deutung sind. 

Wir setzen 
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und deuten a, al' a2' .. , an durch die Ziffern 0, 1, 2, . . .. Dann ergibt 
sich, identisch in t: 

M~o=O 
M~I=O 
Mt'I+M~2=0 
3Mt'2+M~3=0 
3Mi2 + 4Mt'3+ M~4=O 

lOMi3 + 5MI'4 + M~s = 0 . (1) 
lOM;3 + 15Mi" + 6Mt's + M~6 = 0 
35 M;4 + 21 Mis + 7 Mt'6 + M~7 = 0 
35M~" + 56M;s + 28Mi6 + 8MI'7 + M~s = 0 
126M~s + 84M;6 + 36Mi7 + 9 MI's + M~9 = 0 

Hier sind die (al)il(, (a2)ik, .... die Koordinaten von linearen Ebenen~ 
komplexen KI' K2 • • •• Der Komplex Kh ist speziell, stellt also eine 
Gerade dar, wenn M hh = 0 gilt. So ist z.B. der Komplex KI speziell 
für M; I = - Mb2 = 0; wegen MÓI = 0 enthält KI jede Ebene durch 
die Erzeugende aik. 

Wenn die Fläche F eine Torse ist, d.h. ihre Erzeugenden die Tangenten 

einer Raumkurve 

sind, sa findet man 

Yi = Yi (t) 

aik = (y Y/)ik 

(al)ik = (y yRhk 

(i = 1, 2, ... , 5) 

(a2)ik = (y/ Y")ik + (y Y"/)ik 

(a3)ik = 2 (y/ Y"/)ik + (y yIV)ik 

u. S. f. 

woraus sich ausser Móo = 0, MÓI = 0 noch weiters ergibt: 

Dagegen sind die Mik mit i + k::= 4 im Allgemeinen nicht Nul1. 
Liegt F gänzlich in einem linearen R3' so ist M Ó2 bis auf einen von t 

abhängigen Faktor eine Linearform in x mit konstanten Koefllzienten: 

Mb2 = (v/ x) . {(tl . . . (2) 

Wir wollen im Folgenden diese beiden Fälle ausschliessen, also vot'~ 

aassetzen, dass die Fläche F weder abwlCkelbar sei noch zut' Gänze in 
einem linearen R3 liege. 
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§ 2. 

Vier Geraden 1 bis 4 mlt den Koordinaten aik, ailc, Pik und mik 
haben im Ri die vier Invarianten 

Al = (ma2 p2) (ma 2 a2) = (mSt'3) (mSt'2) 

Az = (aa 2 p2) (aa 2 m2
) = (aSi3) (aSi4) 

A3 = (aa2 p2) (ap2 m2) = (aSt'3) (aS;,,) 

A4 = (pa2 m2) (pa2 m2) = (pSt',,) (pSi,,) 

. . . (3) 

und die Gleichung der w 1 bis 4 assoziierten Geraden Gs wird gegeben 
durch I): 

GS=Gt A2 A 3A ,,+ G2A I A3 A 4 + G3 AI A2 A 4+ G"AIA2A3=0. (4) 

Wir nehmen jetzt als Geraden 1 bis 4 vier Erzeugende von F, ent~ 
sprechend den vier Parameterwerten a, jJ, y und O. Es ist dann a1so 

GI = aik + ;/ (atlilc + ~~ (a2)ik + ... = Oik + iS 1 ik + ;~ Zik + ... 

G 2 = aik + t7 (al)ik +~; (a2)ik + ... = Oik + ft 1 ik +~; 2ilc + . . . . (5) 

u. s. f. mit y und O. 

Für diese Gi wollen wir (4) berechnen. Hierzu haben wir vorerst die 
Ai nötig. 

Wir berechnen At. Aus (5) Bnden wir werst für S;2, wenn wir aus 
allen Gliedern den Faktor t (a - jJ)2 absondern: 

SI'2 = M~2 + [~ (a + jJ) M~3] + [1~ (a + jJF M~4 + ~ a jJ Mt'3] + 

+ [610 (a + fJ) (a 2 + ajJ + fJ2) M~s + /2 ajJ (a + jJ) Mt'''] + 

+ [3~O (a 2 + afJ + fJ2)2 Md6 + ]0 ajJ (a + jJ)2 MI's + 2~ a 2 fJ2 Mi4] + 

+ [~ï (a + jJ) (a 2 + fJ2) (a 2 +ajJ + fJ2) MÓ" + 

+ 3~Ö afJ (a + jJ) (a2 + ajJ +- jJ2) MI~ + liö a2 jJ2 (a + jJ) M;s] + 

+ 1_ 82, (a + jJ)2 (a2 + jJ2)2 Mds + iï a fJ (a 2 + afJ + jJ2)2 MI~ + ' 

+. 

1) VgI. die se Proceedings 42, 248 (1939). 

(6) 
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Wir haben hier die Glieder gleich hohen Grades in a. fJ zwischen 
eckige Klammern gesetzt. Aus (6) les en wir abt dass 

(x M~z) = (x a2 a~) = (x0 2 22) = 0 

die Gleichung des längs der Erzeugenken aik berührenden R3 darstellt. 
Vertauschen wir in (6) fJ mit y. so ergibt sich S;3 und damit lässt 

sich nach der ersten Gleichung der Formeln (3) Al berechnen. Wenn 
wir zunächst mik allgemein lassen. so ergibt sich nach Abspaltung des 
Faktors t (fJ -y). also bis auE den Faktor 

1 12 (a-fJ)2 (a-y)2 (fJ-y) 

für (m S;3) (m S;2) die Reihe 

(mSI'3) (mSI'2) =-= m02,03 + [~(2a + fJ + y) m02,04 -+ am02,13] + 

[
1 1 2 + + 12 (a + fJ) (a + y) m03,04 + 3 a m03,13 

1 + =1 ! a Z + a (fJ + y) I m02, 14 + 

+ 210 l2a2 + 2a (fJ + y) + fJz + fJy + y2 1 mOZ,05 J + 

+ [-~ 12 a2 + a (fJ + y) + fJ2 + yZI (a -+ fJ + y) mOZ"p6 + 
120 

+ 110 1 a 2 + 2 a (fJ + y) + fJ2 + fJy -+ y2 1 mOZ,15 + 

. (7) 

1 1 ) + "8 aZ (fJ + y) m02,24 + 60 (a + fJ) (a + y) (a + fJ + y m03,OS + 

+ /2 a (a -+ fJ) (a + y) m03,14 + f2 a (az-fJy) m04'13] + 

+ [eo m02,07 + el m02,16 + e2 mOZ,Zs + /2 a
2 fJy m13'14] + ..... 

In (8) haben wir schliesslich nach (5) für mile die Reihe 

o cj2 
Oik -+ 1I 1 ile + 2! 2ik -+ .... 

einzusetzen um die verlang te Potenzreihe für AI zu erhalten. Die Rechnung 
ergibt. wenn wir für das Differenzenprodukt 

IJ = (a-fJ) (a-y) (a-o) (fJ-y) (fJ-o) (y-o) . • . . (9) 

(8) 
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die Abkürzung IJ gebrauchen und 

Q = 013,23 = (aa~ a~) (aa~ a~) . (10) 

setzen : 

Al = - .(2 Q . IJ. (a-fJ) (a-y) (a-o) + .... 
Hier bedeuten die Punkte Glieder vom zehnten und höheren Grade in 
den a. fJ. y. o. 

Wenn wir z.B. a mit fJ vertauschen. werden nach (5) G l und G 2 ver~ 
tauscht. AI geht dann in -Az, A 2 in -AI' A3 in -A3 und A4 in 
- A4 über. Auf diese Weise ergeben sich für die Ai aus der zuletzt 
angeschriebenen Gleichung die Reihen : 

AI = .(2- Q. IJ. (a-fJ) (a-y) (a-o) + ... . 
Az = +(2 Q . IJ. (a-fJ) (fJ-y) (fJ-o) + ... . 
A3 = - 01'2 Q . IJ . (a-y) (fJ- y) (y-o) -+ ... . . (11) 

A4 = -+.(2 Q. IJ. (a-o) (fJ-o) (y-o) -+ ... . 

§ 3. 

Bevor wir nach Gleichung (4) G s berechnen. sind einige Bemerkungen 
bezüglich der Grösse Q von (10) zu machen. 

Sind aik. aik. Pik. mik und nik die Koordinaten von fünf linearen 
Komplexen. so ist 

eine projektive Komitante dieser Komplexe. Sie ist symmetrisch in a und P 
und in m und n. schief-symmetrisch in den Paaren a P und m n : 

Schliesslich ist J zyklisch-symmetrisch in a. a. p und ebenso in a. m. n: 

a,,-p, men; -I-- apa, men; + pa,,-, men; = 0 

und ebenso mit a. m. n. 
Diese Symmetrieeigenschaften im Vereine mit den Gleichungen (1) 

ergeben eine Reihe von Reduktionen bei denjenigen Ausdrücken. die 
aus Jentstehen. wenn wir an Stelle der 

nehmen. Es sei dies bei der durch die Gleichung (10) eingeführten 
Grösse Q näher ausgeführt. 
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Wenn wir in (8) 

einsetzen, so werden die Glieder vierten Grades in a, (3. y, 0, da 

OOi,rs = 0 

für alle i, rund s gilt (die Oik sind Linienkoordinaten 1), gegeben durch 

+ /2 a (a + (3) (a + y) 103,04 + 1~ a (a 2-(3y) 104,13J + 

~2 III + 2/ TI (a + fJ) (a + y) 203,04 +"3 a2 203,13 + 

+ ~ (a2 + a (fJ + y)) 202,14 + °5 202,05 J + 

0
3 [1 J +3/ 4(2a+(3+y)302,01+ a302,13 + 

Die hier auftretenden Koefnzienten K: 

ijle, mil (i + j + k + m + n = 9) 

. (12) 

sind alle auf das Q von Gleichung (10) reduzierbar oder verschwinden. 
Sei z.B. K = 202,05. Die zyklische Symmetrie bezüglich 2,0,5 gibt hier 

202,05 = - 002,25 - 502,02 = 0, 

denn 002,05 verschwindet, da Oik Linienkoordinaten sind und 502,02 ist 
NulI wegen der schiefen Symmetrie in den Paaren 02,02. 

Wenn K= 102,15 ist, so haben wir zufolge der dritten der Gleichungen (1) 

K = 102,15 = - 111 ,15 

und dies ist NuH, da allgemein rrr, ik = ° gilt, wie aus der zyklischen 
Symmetrie in r, r, r sofort folgt. 

Bei K = 402, 03 gibt die zyklische Symmetrie bezüglich 4, 0, 2: 

K = 402,03 = - 024,03 - 204,03 = - 204,03. 
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Aus (1) haben wir 

ai = - 3.22-4.13, 

also wird 

402,03 = 3.222,03 + 4.213,03 = 4.213,03, 

Hier ist, wieder wegen der zyklischen Symmetrie bezüglich 2, 1, 3 : 

Der letzte Term wird nach (1) wegen 03=---3.12 gleich 3.312,12, also Nul!. 
Beim ers ten Term der rechten Seite gibt die zyklische Symmetrie be~ 
züglich 1. 0, 3: 

lz3,03 = - 023,13 - 323,01 = 013,23 = Q, 

da 323,01 wegen 01 nach (1) wegfällt. Also wird schliesslich 

213,03 = - Q und 402,03 = - 4 Q. 

Auf diese Weise sind alle Koefnzienten in (12) zu reduzieren. Man erhält: 

013,14 = -2Q 

102,06 = 0, 102,15 = 0,1 02,04 = 0,1 03,05 = 0,103,11 = 2 Q, 104,13 = -2Q 

203,04 = - 4 Q, 203,13 =--= Q, 202,14 = - t Q, 202,05 = 0 (13) 

302,04 = "1 Q, 302,13 = 0 

402,03 = - 4 Q. 

Setzt man dies in (12) ein, so wird 

0 4 = - t Q (a-o)2 (fJ-o) (r-- o) . (14) 

was schliesslich illit (7) zusammen zu den Gleichungen (11) führt. Diese 
letzteren ergeben dann 

1 
A 2 A3 A4 = - 723 Q3 ll1 ((3-y) ((3-0) (r-o) + ... . 

AI A3 A4 = + 7;3 Q3 174 (a--y) (a-o) (r-o) + ... . 

AI A 2 A4 = -7~3 Q3 114 (a-(3) (a-à) (fJ-o) + ... . 
. . (15) 

1 
AI A 2 A3 = + 77.3 Q3 ll1 (a--(3) (a-r) (fJ-r) + .... 

wo die Punkte Glieder andeuten. die wenigstens vom 28. Grade in 
a, fJ, y, 0 sind. 
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Man zeigt leicht an einem Beispiel, dass die Invariante Q = 0)3,23 im 
allgemeinen von Null verschieden ist. 

Schliesslich setzen wir (15) in (4) ein, wobei die G i durch die Reihen (5) 
gegeben sind. Als Glieder niedrigster Ordnung ergeben sich in den 
Reihen, mit denen 

1 
zu multiplizieren sind, bis auf den Faktor -72J Q3 II4 die Ausdrücke 

Sm = am (fJ-y) (fJ-ö) (y-ö)_fJm (a-y) (a--ö) (y-à) +- ~. 
. . (16) 

+- ym (a-fJ) (a-à) (fJ-à)-à m (a-fJ) (a-y) (fJ-y). 

Man rechnet leicht nach. dass So, S) und S2 identisch wegfallen, dass 
dagegen S3 ~ 0 wird, sodass die Reihenentwicklung für G s mit den 
Gliedern dreissigster Ordnung beginnt. Hieraus schliesst man, dass bei 
Q:f0 

lirn G s (a -+ 0, fJ - 0, y - 0, à -+ 0) = gik 

eine Linearkombination von Oik, 1 ik, 2ik und 3iJe sein wird, wobei 3 ik 
mit dem Koeffizienten Q3 versehen ist. 

§ 4. 

Man wird so zu dem Ansatz 

giJc = OUe +- À . lik +- p,. 2ik +- )J. 3ik . • (17) 

geführt. Die Bedingung dafür, dass die gik Linienkoordinaten sind, lassen 
sich dann nach (1) zusammenfassen zu 

M)') ,12 +- M;2 p,2 +- M;3)J2 +- 2p, Md2 +- 2v Md3 +-
+- 2À p,M;2 +- 2 Àv M)'3 +- 2 p,v M;3 = O. 

Drückt man hier M;J, M;2 und M I2 nach (1) durch die übrigen Mik 
aus, so bekommt man 

Dies ist eine lineare Beziehung zwischen den sechs Räumen R3' deren 
Koordinaten die Mik sind. Nennen wir in der Matrix 

die fünfreihigen Determinaten 6 ik , so gilt 

}) Mik 6 ik = 6 02 Md2 +- 6 03 Md3 +- ... +- 6 33 M;3 = 0 . (19) 

und dies muss bis auf einen Proportionalitätsfaktor mit (18) identisch 
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sein. Es gilt also vorerst die Ausdrücke 6 ik zu berechnen. Wir setzen 
(Vgl. (10)): 

Dann ist z.B. 

Q=013,23, R=013,33, S=023,33, T=204,33' . 

203 204 213 

= 4.013,33 203,04 = - 16 R Q. 

Auf diese Wei se bekommt man nach einiger Rechnung: 

6 02 = 4 (l R T - S2) 

6 03 = - 4 (Q T +- t RS) 

6 04 =-tR2 

6 13 = 16 QS 

6 23 = 16 QR 

6 33 - 16 Q2 

. (20) 

(21) 

Wählen wir also als Proportionalitatsfaktor t rl, so liefert die Ge~ 
genüberstellung von (18) und (19) die sechs Gleichungen 

Hieraus folgen 

2p,-À2 = r/ (~- R T -S2) 

-2v +- t Àp,= e2 (Q T+-tRS) 

p,2 = e2 R2 

2Àv-t- f1.2 = 4 e2 QS 

p, v = - 2 e2 Q R 

p,==t=eR , v=-=±2eQ 

. (22) 

womit auch die vorletzte Gleichung (22) befriedigt ist. Aus (22)2 und 
(22)1 kann man dann e und À berechnen: 

36 Q2 

e = =t= 2 R3 +- 12 Q R S +- 9 Q2 T 
_ 12 Q (3 QS+-R2) 

}'--2R3+- 12QRS+- 9Q27" 

Mit diesen Werten wird auch (22)) befriedigt. sodass sich schliesslich 
unter der Voraussetzung 

. (23) 

für die gesuchte Gerade g ergibt: 

gik=aik (2R3+-12QRS+-9Q2T)-(adik.12Q(3QS+-R2)+- ((24) 
+- (a2)ik . 36 Q2 R-(a3)ik • 72 Q3 ~ 

Diese Gerade g ik ist die .. assoziierte" der Erzeugenden aiJe. 
---~----




