
Mathematics. - Zur projektiven Ditferentialgeometrie der Regelflächen 
im R". (Dritte Mitteilung). Von R. WEITZENBÖCK. 

(Communicated at the meeting of May 25. 1940.) 

Ich setze im Anschlusse an die vorige Mitteilung die Ermittlung der 
zu einer allgemeinen Erzeugenden der Fläche F gehörigen linearen Räume 
fort. wobei die Voraussetzung gemacht wird. dass die (einfachste) Diffe~ 

rentialinvariante Q nicht verschwindet. Als besondere Tatsache sei her~ 
vorgehoben. dass die Heftebene von der zur Erzeugenden .. assoziierten" 
oder Bei~Geraden getroffen wird . 

§ 9. 

Die durch (32) . gegebene Heftebene mijk der Erzeugenden Oik kann 
nach Gleichung (35) auch in der Gestalt 

dargestellt werden. Wir ersetzen nun Oik nach (60) durch 

d.h. wir berechnen 

Nach (62) und (70) wird 

m (lP) = 3 (HH2H (lP) n 2
) + t 1 . (1 2 H (lP) n 2

) + t l' (02 H (lP) n 2
) = 

= t 12 (1- 8 Q)2 . (1 2 H n 2). 

also 

wovon als besonderer Fall für 1 = i Q folgt: 

mijk (a) = 3.27
• Q" . mijk; 

weiters haben wir nach (59) 

Hieraus wird 

. . . . (78) 

. . (79) 
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also nach (76) und (74) 

mik (cp) = ).3 (). - 8 Q)3 • mik . . . (80) 

Hieraus wieder für ). = 4 Q: 

. (81) 

Aus (80) folgt noch, dass der nach (42) zu berechnende Punkt M für 
die Gerade CP ik, also der Punkt M (cp), wieder der Geraden mik angehört. 

Dem in (42) stehenden Ausdruck 

Ro = 2 05,03 

lässt sich, wenn man die Ableitung Q' von Q = 013, 23 benutzt, eine 
andere Gestalt geben. Wir haben 

Q ' = 113, 23 + 0 23,23 + 0 1'1 , 23 + 0 13,33 + 0 13,2'1' 

Hier verschwindet rechts der zwei te Term, der vierte ist R (Vgl. (41)). 
Auch der dritte Term ist nach (1) NuH. Beim ersten Term haben wir 
auf Grund der Gleichungen (1) und der zyklischen Symmetrie : 

und beim letzten Term wird analog 

0I3,2i=-t 0 13,33 - i 0 13, 15 = - t R + t 103, 15 = - * R - t 503,11 = 
= - i- R + t 503, 02 = - t R + t 2 05, 03 = - t R + t Ro· 

Also kommt schliesslich 

Ro= 205, 03 = 5 Q'- -& R , Q ' = t R + t 2 05, 03. (82) 

Diese Grösse Ro tritt auch in der Gleichung der Schmiegebene h ijk 

im Punkte H an die Kurve eH auf. Nach (21) haben wir 

(n2 HHI H 2) = (OHI H 2 n
2) 022 = t (02 H 2 n

2
) (Hl h2 -

- ~ (02 Hl n
2

) (H2b - (02 H t H 2 n) n22' 

Dies kann mit Hilfe von (54) und (55) umgeformt werden auf 

(h' n)2 = (n
2 HHt H 2) = t Q (n02,Di + n02, d + t n02, 03 (H2)22' • (84) 

Hier enthält der letzte Term die Heftebene mijk (V gl. (32)) und für den 
Koeffizienten (H2h2 ergibt sich nach (55): 

(H2b = 4.122, 23 + 2 .0 22 33 + 2 .022, 2'1. 
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Nun ist wie oben: 

122 23 = - 322 12 = + t 322 03 = - .J.. 022 33 = ~ R , , , 0' 1r 

022,34 = - tR 

022,24 = - t 022,33 - t 022,15 = t R + t 122,05 = ~ R - t 212,05 = 
=t R + -h 203,05 =t R- T\ Ro· 

Also wird 

(H2b = --h Ro =tR -t Q'. . . . .. (85) 

Der Schmiegraum H' im Punkte H an die Kurve eH wird gegeben 
durch die Kovariante 

(H' x) = (HHI H 2 H3 x) = O. . (86) 

Dies kann man am einfaehsten naeh (84) entwiekeln indem man dort 
nik = (H3 xb einsetzt. Wir erhalten 

(H' x) = t Q [XOi (H3)02 - X02 (H3)04 + X22 (H3)02 - X02 (H3h21 + 

+ t (H2)22 [X03 (H3)02 - X02 (H3)031 

(H' x) = ~ X02 [4 Q (H3)Oi + t Q (H3)22 + t (H2b (H3)031 + ~ 

+x03.tQ(H2b+ Y Q2[xoi+x221 
. (87) 

Hieraus ist sehliesslich für x = H i ein Ausdruek für die Invariante 

erhältlich, der 6H dureh die Grössen (Hi )rs ausdrüekt. 

§ 10. 

Wenn eine Regelfläehe F abwickelbar ist, so versehwindet (Mo2 x) 
und daher aueh (Hu') identiseh. leh behaupte. dass für diesen Fall die 
Differentialkomitante erster Ordnung 

. (89) 

den zugehörigen Kurvenpunkt (bei einem Kegel die Spit ze) und die zu
gehörige Schmiegebene darstellt. 

Beweis. Bei einer Torse haben wir Oik = (yy'b. also 

Eo = (1 yy' n 2) (1 u') = - t (yy' yH n 2) • (yu') ; 

bei einem Kegel mit Spitze sist Oik = (syb. al50 

Eo = (1 sy n 2) (1 u') = - t (syy' n 2
) • (su'). 
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Wir berechnen Eo für die Gerade rpik von (60). Nach (62) wird: 

Bringt man hier die beiden Reihen rp in den Klammerfaktor und setzt 

so kommt 

Eo(rp) =(Hu') . ! * (HH1 H 2 n 2)- !f }.n02,Oi - t J. n02, 22-).' n02,o31 + l (90) 

+ J. (Hl u') n02,03 + J.2 Eo ~ 

Hier kann man noch (HH1 H2n2) nach (84) ausdrücken. 
Setzen wir in (90) J. = 0, so geht (Pik über in die Tangente (HH1)ik 

an eH im Heftpunkte H; Eo zerfällt demgemäss in (Hu') und die dazu
gehörige Schmiegebene h ijk • Gleichung (84). 

Bei J. = 8 Q wird rpik mit mik identisch. Da auch die Geraden mik 
eine abwickelbare Regelfläche bilden. muss auch für diesen Fall Eo (m) 
in zwei Faktoren zerfallen. von denen der eine den durch (42) darge
steilten Punkt M. der andere die zugehörige Schmiegebene geben muss. 
Also muss nach (32) der zweite Faktor die Form JT02. 03 sein. 

Das dies in der Tat der Fall ist. kann man verifizieren. wenn man 
von einer Identität Gebrauch macht. die wir jetzt ableiten wollen. Setzt 
man in (90) ). = 8 Q. so entsteht im letzten Term 64 Q2 Eo und es lässt 
sich Q Eo durch andere Komitanten ausdrücken. 

Es sei Öik mit Oik äquivalent. Dann können wir in dem Produkt 

die Reihe 0 des zweiten Faktors in den Klammerfaktor bringen und 

erhalten 

Hier werden die beiden letzten Terme. wenn wir auch die zweite Reihe 

Ö in den Klammerfaktor schaffen. wegen (02 0) = 0 gleich 

und dies gibt wegen der zyklischen Symmetrie von iOk, )"; bezg!. i. O. k: 

Also wird 

und damit erhält man die Identität: 

Proc. Kon . Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIII. 1940. 44 
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d.h. wir haben im Produkte Z zyklische Symmetrie in den drei Paaren 
a (J, r <5 und Er/. 

Bei der Ableitung von (91) können statt dieser Paare auch Reihen u', v', w' 
stehen. Steht z.B. u' statt Et], so haben wir 

Oik, ap . Oy'; (Ou') = - Oik, y'; • (Ou') Oap - Oik (Ou') . Oap, ya 

Dies kann man anwenden für den Fall 

Oik, al' . Oy'; (Ou') = 013, 23 • Ol" (OU') = Q . Eo 

und erhält 

Q Eo = - 013, 1:1: • (OU') 023 -- 013 (OU') . 023,1" 

oder schliesslich 

QEo = - t n02, 03 • (Ou') 023 + 1\ (Hu') . n02,04 • (92) 

§ 11. 

Konstruiert man zu vier Erzeugenden von F die assoziierte Gerade 
G s und lässt dann die vier Erzeugenden auf Oik zusammenrücken, so geht 
für Q ~ 0 G s in die zur Erzeugenden Oik assoziierte Gerade, oder, wie 
wir kurz sagen wollen, in die .. Bei.Gerade" gik über. leh habe vor 
Kurzem bewiesen I), dass gik gegeben wird durch 

gik = Oik . P-l;k .12 Q (3Qs+R2) + 2ik. 36 Q2 R-3ik . 72 Q3. (93) 

Hierbei sind Q, R, S und T durch (41) gegeben und Pist der Ausdruck 

(94) 

Er ist vom ep' -Gewichte e = 30 und vom À.Gewicht 0= 15. 
Setzen wir in der Gleichung n02,03 = 0 der Heftebene nik = gik, so 

entsteht Null. die Beigerade schneidet also die Heftebene. Wir nennen 
den Schnittpunkt G. Seine Gleichung findet man, wenn man einen nicht 
in Tangentialraum M 02 liegenden Punkt mit der Heftebene zu einem R3 
verbindet und diesem dann mit gik schneidet. Man erhält bei Q ~ 0: 

(Gu') = R . (Hu') + 4 Q . (3u') 302 = 0 (95) 

Wir haben dann ausser dem Heftpunkt H in der Heftebene mijk zwei 
invariante Punk te : G und den durch (42) gegebenen Punkt M . Hiermit 
lässt sich auf der Erzeugenden Oik selbst ein zweiter invarianter Punkt 
Fkonstruieren, nämlich der Schnittpunkt von Oik mit der Verbindungs
linie GM. Als Gleichung von F erhält man: 

F= M + G = (Hu') (2R + t 205,03) - 16Q. (Ou') 023 (96) 

I) Diese Proceedings 43. 325-333 (1910). 
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oder auch. nach (82): 

(u' F) = (Hu') . (ï R + 3 Q') - 16 Q . (Ou') 023 = 0 . (96a) 

F. G und M sind Differentialkontravarianten mit den Gewichten 
e= 14 und 0=8. 

Die Gerade 

im Büschel um H in der Heftebene lässt sich dann durch die beiden 
Basisgeraden (HM)ik und (HG)iI( wie folgt darstellen 

1 
qJik = 64Q2 I (HM)ik . (3J.-8Q) + (HGb· (3J.-24Q)1 . (97) 

Hieraus folgt z.B. dass die Gerade MG die Tangente hik = (HH.b im 
Punkte M + 3G. die Heftgerade aik ab er im Punkte M-3G schneidet. 

Die Beigerade gik gibt mit der Erzeugenden Oik ver bun den den ko~ 
varianten R3 

(B'x)=R. X02-2Q.X03=0 . . . (98) 

und zwei aufeinander folgende dieser Räume schneiden sich in der Ebene 

(t R 2 + 2 Q R' - 2 Q' R) .1102,03 - 2 Q R. (1102, 13 + 1102,04) + ~ 
. (99) + 4 Q2. (1103, 13 + 1103,04) = O. 

Man rechnet leicht nach. dass diese Ebene auch die Beigerade schneidet. 

44* 


