Mathematics. — Ueber eine Erweiterung der LAPLACE-Transformation.
(Zweite Mitteilung). Von C. S. MEIJER. (Communicated by Prof.

J. G. vaN DER CORPUT).

(Communicated at the meeting of May 25, 1940.)

Hilfssatz 4. Ist 0 <0 <x und >0, so gilt

p+ii x+0

A= ©

und

B+ri x

A= ® o
B2 x—9

Beweis. Bekanntlich ist!3)

f K, (2) 2+ dz = — 2 Kou1 (2) + C.

Folglich hat man

a+2i b
lim fly (xs)sds | K, (st) £+ dt
A=
B—Ai a
B+Ai B+ii

L=

—a"*! lim f I, (xs) K, +1 (as) ds—b*+! lim f],. (xs) K41 (bs) ds.
A

-
A-ii B2

lim f I, (xs) s ds ]‘K,‘ (s r'dt =4 mix”.
B—ii %

lim jly(xs)sds K, (st) "' dt =L mix’.

(27)

(28)

Die beiden rechtstehenden Integrale konnen mit Hilfe von (23) und
(24) berechnet werden. Nimmt man a = x und b —=x + 4, so bekommt

man (26); fir a—x—0 und b = x findet man (27).

Hilfssatz 5. Ist 0 <a<d und u=0, so hat man

a+,uin§ a+£4iy
‘feCdC‘<M' /Je=d€‘<M'

¢

o—pl o—pl
wo M nicht von a und u, also nur von d abhéngt.

18)  'WATSON, [22], 79, Formel (3).
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Beweis. Fiir a >0 gilt bekanntlich

a+ i a+ i

Vetdl ¥
J = =0, f&_—an......(29)

o—oof a—aoof

Ferner hat man ')

f L =G latui, f L =Gl . (0
atui a—pi

o+ oof " -] .

f =G [ CE=Glatud: . . (1
ot i a—pi

hierin ist

— _ (—Z)r__ —1z ,—}
G(z)=—y—logz rﬁ,l TGL0) —e 227t W_y0(2), . (32
wo y die EULERsche Konstante und Wy, (z) die WHITTAKERsche Funktion
bezeichnet.

Aus (29), (30) und (31) ergibt sich nun

atpi
e;.dg Gla—pui)—Glatud . . . . (33
a—ui
atpi
fe—ch—Znt-f»G(—a-{—/u) G(—a—pi). . . (34
Y

Fiir die Funktion G (2) gilt aber ) fiir festes ¢ >0 und fiir |z| >
G@=e?z"{1+ 00"} (—fnte<argz<in—e. (35)

Die Behauptung des Hilfssatzes ergibt sich jetzt wegen (33) und (34)
sofortans (32) wnd (35, da | o ("+" ) ’ & gl | log ( 2 +/’1’)

Hilfssatz 6. Ist 0 <<c<a<d und u=0, so hat man

o atpi
|fe’dc|<N. }fe"dcl<N,
' ¢ | ¢

o—pef

<27 ist.

wo N nicht von a und u, also nur von ¢ und d abhéngt.

19 Man vergl. GOLDSTEIN, [6], 112,
2) Man vergl. WHITTAKER and WATSON, [23], § 16.3—16.4.

Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIII, 1940. 46
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Beweis. Die Integrale sind stetige Funktionen von a und y, die
bei unbeschrdnkt wachsendem u nach einem endlichen Grenzwert streben.

§ 3. Beweis von Satz 1.

Ich zerlege den Beweis in drei Teile ?!)

Erster Teil. Fiirhinreichend kleine positive Werte von é (0 << 6 < x)
gilt

B+Ai x+6
y—zl‘i lim f L (xs)(xs)ds | K, (st) (st F()dt=LF(x+0) (36)
Ao ooﬁ—“ 2
und
B+ x .
nLi ;lim f L (xs) (xs)tds | K, (st) (st} F()dt=1% F (x—0). (37)
. —p O
B-Ai x—¢6

Zweiter Teil. Ist 0<<3d<x, so gilt

B+AL x‘—o‘
Zlim f I (xs) (xs)tds | K,(st)(st} F()dte=0.. . . (38)
-

B=ii 0

Dritter Teil. Ist 6 >0, so gilt

B+Ai »
lim f I (xs) (xs)t ds | K, (sf) (st F(9dt=0. . . . (39)
—> ® e

B—Ai x+4

Formel (5) folgt nun sofort aus (36), (37), (38) und (39).

Beweis von (36) und (37). Die Funktion F(f), also auch ¢ F(f),
ist von beschrénkter Variation in der Umgebung des Punktes ¢ = x.
Fiir hinreichend kleine positive Werte von 7z hat man also im Intervall

x<t=x++
A F()=x"3F(x+0)+ o () —p,(6);. . . . (40)

hierin sind ¢;(f) und ¢,(f) monoton wachsende Funktionen mit
lim ¢; () =0, lim ¢, () =0.
t— x t—>x

Bei hinreichend kleinem 7 gilt analog im Intervall x—1=¢t<x

" AF(O)=x"? Flx—0)+v, () —w: (). . . . (41)

21) Der Beweis von Satz 1 ist mit dem TITCHMARSHschen Beweis der HANKELschen
Formel (4) verwandt; man vergl. TITCHMARSH, [21], 240—242.
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wo y; (f) und w, () monoton abnehmende Funktionen mit lim w, (f)=0,
t— x

lim vy, (£) =0 bedeuten.

t— x
Zu jedem &£ >0 kann man nun ein & (0 << d=r7) so wihlen, dass

@1 (x+0) <& @y (x+0) e yy(x—3) e yy(x—0)<e . (42)
ist.
Nun hat man mit Riicksicht auf (40)

,a‘+J.i x_+o‘
‘J I, (xs) (x )} ds j K, (st) (st} F(¢) dt
32ai x
B+ X+0
— x F (x+0) f I, (xs) sds f K, (s8) " dit L. (43)
B2 x
S+Ai x-‘}-o‘
+xsf Iy(xs)sdsj K, (s8) (o () — (6] £+ dt.

F—hi

Das Integral mit ¢, (£) ldsst sich unter Anwendung des zweiten Mittel-
wertsatzes folgenderweise reduzieren 2%):

B+Ai x40

x*f I (xs)s ds‘[ K, (st) @, (¢) £+ dt
B—ii x
x+d B+Ai
== x*j @y (8) £ dl‘f I, (xs) K, (st) s ds
x A—Ai
x+3¢ ﬁ+‘}.i
=xt g, (x+9) f ¢+l de ‘J L(xs)K,(sf)sds  (wox<n<lx+9d) {. . (44)
7 A—hi
B+Ai x+9
=x' g (x+5)f I (xs)sds‘J K, (st) ¢! dt
G—Ai 7
B+Ai
=xtg(x+ é)f L (xs) [ *! Kys1 (9s)—(x4+0) ! K1 {(x+9)si]ds
B=Ai

wegen (28).

22) Man beachte hierbei, dass das Integral
B+Ai

I, (xs) K, (st) s ds

a—2i
rein imagindr ist.

46*
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Das Integral mit ¢, (f) kann auf dieselbe Weise behandelt werden.

Nun folgt aus (26), dass das erste Integral auf der rechten Seite von
(43) gegen }niF (x4 0) strebt fiir 1— co. Der Beweis von (36) ist
also geliefert, sobald gezeigt ist, dass die beiden auf der rechten Seite
von (43) stehenden Integrale mit ¢, (f) bezw. @, () durch geeignete Wahl
von d beliebig klein gemacht werden kénnen. Ich darf mich hierbei auf
¢, () beschrinken.

Nun ist ¢, (x + 0) < e fiir 6 hinreichend klein (siehe (42)). Mit Riick-
sicht auf (44) brauche ich also nur zu zeigen, dass das Integral

B+ii
L (xs) K41 (s) ds

8—Ai

beschrinkt ist fiir alle positive Werte von 1 und fiir x <7 =x+ 4,
wobei 7 von 1 abhingig sein darf. Nun sieht man leicht ein, wegen
(13), (14) und (15), dass ich nur die Integrale

B B+Ai B+hi
e—xs—1s ds e—xs—1s ds exs—1s ds
s ’ s ’ s
pi & i

zu betrachten brauche, und diese Integrale sind bezw. gleich

Blxtn) (B+ai)(x+m) (B+2) (n—x)
e d¢ e>d¢ e>dt
¢ £ " ¢ 7
(B—A1) (x+7) B(x+n) (B—A1) (n—x)

so dass ich mich auf die Hilfssidtze 6 und 5 berufen kann.
Hiermit ist (36) bewiesen.
Formel (37) folgt auf analoge Weise aus (41) und (27).

Beweis von (38). Wegen (16) hat man

B+Ai x—0

I, (xs) (xs)* ds f K, (st) (st F (6t
A2 0
_, " . (45)
:x*f F(t)t*dtfly(xs)K,-(st)sds:U,+U2—U3—U4.
0 B—Ai /
falls

z;(, {(B+Ai) ¢} F(r) ¢! dt

x2—¢2?

U, = xt (B+20) Lot {3+ 1) xzf
0
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und

_x_

U=t (p+20 LAp+ 29 o [Ke BT dt

x2—¢? o
.
gesetzt wird und U; und U, die analogen Ausdriicke mit f—A21i statt
p -+ Zi bezeichnen.
Ich betrachte nun fiir A— o0 den Ausdruck

s f jgmwngvwédr.. L ue

Wegen
K, (z) =

{1 (2)— 1 (2)3

2sinvn

gilt fiir das Integral von 0 bis 1!

=1

‘J'Ky WB+-4i) e} Fe) trdr Ogl‘”J‘|F(t)|f*"’dt§

x2—t?
0

1 1

+ ogpfm(mtwdtg:ogz—if!Fundt;:ou—*).

Fiir t= 17! benutze ich (man vergl. (13))

l/;l e—At—ilt
{28+ e}t

mit Hilfe dieser Formel findet man 23)

K, {(B+4)t} = + Ot

—')

CK (B 20 ¢} F (9t de o7t F(f) =it df
J Ot (2,3—{—2,1) f j% ¢

le It—‘df§+03 J|F |t—1dt

_o(l—")—}—Ogl— f|F dt%+o§1 ‘J]F(t‘dtg‘—o(l—)

1

2

=3

X

r e—At —irt

2) Das Integral / e—PtF(f)e-t*tdt
0

RIEMANN-LEBESGUEschen Lemmas; man vergl. DOETSCH, [4], 50; TITCHMARSH, [21], L 1.

22 strebt gegen Null fiir 4 = oo wegen des



708

Die beiden Bestandteile des Ausdrucks (46) sind daher o (1~%). Da
wegen (15)
B+2)LalB+i)x}=0@) . . . . . (47
ist, strebt also U, gegen Null fiir 1 — oo.
Genau so zeigt man, dass U, U; und U, dem Grenzwert Null
zustreben, womit wegen (45) der Beweis von (38) geliefert ist.

Beweis von (39). Im Integral

B+i %
I, (xs) (xs)t ds f K. (st) (st} F (¢) dt
A1 3
darf man die Integrationsfolge vertauschen; fiir £ >0 und s=p+4 iy
mit —A =y =1 gilt ndmlich %%

| K, (sf) (st)t | = V% e~ Bt

so dass das Integral nach ¢ wegen der zweiten Voraussetzung gleich-
missig in s konvergiert. Nach der Vertauschung der Integrationsfolge
bekommt man (man vergl. (16) und (45))

B+2i ©
I, (xs) (xs)t ds f K, (st) (st} F(f)dt =V, + V,—V,—V,., (48)
Blai ;.
falls

Vi=xt (B 4+ Ai) L {(B + Ai )x;fK {(B + 4 )_tizF(t)tidt

und

vt {(ﬂ+ 11 ) ¢} F(¢) ¢ dt
tZ

ﬂ+zzlzﬂ+z>xzf

gesetzt wird und V; und V, die analogen Ausdriicke mit f—A4i statt
B+ i bezeichnen.
Nun hat man fiir =00 mit Riicksicht auf (13)

K, {(B+ i)t} F(d)edde e St F(f)e~*dt
f —1 (Zﬂ—i—ZA) ] x—£

x+d X+

+0 31—: [e—mF(t) | dtgzo(z—f)
;c+o‘

wegen des RIEMANN-LEBESGUEschen Lemmas.

24) Man vergl. Fussnote 3).
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V, ist also o(l) (siche auch (47)). Ebenso zeigt man, dass auch
V> V5 und Vj gegen Null streben fiir 2— o, womit wegen (48) der
Beweis von (39) erbracht ist.

§ 4. Beweis von Satz 2.

Wegen der Voraussetzung 2 ist

B+ii
V ‘JK (st) (st) F (¢t dt_— JK st) ( st’dt}lim f[,.(tz)(tz)gf(z)dz
I’-Hl : =i
=, lim J fz)dz Ko (st) (s8)! I (€2) (€2)* de  49)
. {zlﬂ.l (zb) (zb)t K, (sb) (sb)} + s I, (zb) (zb)! K, +1(sb) (sb)t |} —st—" 24>
T ;_,mf - f(z)dz

wegen (16).
Nun hat man mit Riicksicht auf (13), (14) und (15) fiicr R (s) >8>0,
z=f4+iy und b=1

| K, (sb) (sb)t | < De=#?, | Ky41(sb) (sb)}| < De—?,
| I (2b) (zb)t | < Defb, | I,41(zb) (zb)t | < Def®,
wo D unabhingig von b ist; es gilt daher
|2 L1 (2b) (2B K, (s5) (sb)} + s 1, (2B) (2} K11 (sB) (sb)t| < D2(| 2| + | 5.

Der Integrand auf der rechten Seite von (49) ist also ?°) absolut
genommen < E||f|z)| fir alle Werte von z=p+iy mit |y|=L
hierin sind E und L nicht von b abhingig.

Das auf der rechten Seite von (49) stehende Integral ist daher mit
Riicksicht auf der dritten Voraussetzung fiir alle Werte von b=1
gleichmissig in b konvergent, so dass man b unter dem Integralzeichen
gegen oo streben lassen darf. Das Resultat wird wegen (13), (14) und (15),
da N (s) > P ist,

B+

V% fK (st) (st)* F () dt:sj; T f z“s"zf_(z)ﬁ. .. (50)

« )
0 B—Ai

Ich betrachte nun das Integral

s’z—"‘J'z“"f(z) dz'

i z2—s?

25) Man beachte auch, dass h (¥) =1 ist.
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im positiven Sinne erstreckt iiber den Rand des Rechtecks mit den
Ecken B+ 1i, p—2i, A—Ai, A+ 1i. Nach dem Residuensatze besitzt
dieses Integral fiir hinreichend grosses 4 den Wert f(s).

Nun kann man beweisen %) unter Benutzung der vierten und fiinften
Voraussetzung, dass die auf die Seiten (1—21i, 44 i), (1 + i, 8 + 4i) und
(B—4i, —4i) beziiglichen Integrale gegen Null streben fiir 1 — oo.

Die rechte Seite von (50) hat daher den Wert f(s), womit der Beweis
von Satz 2 geliefert ist.

§ 5. Schlussbemerkung.

Verschiedene Spezialfille der Relationen (8) und (9) kommen vor in
meinen fritheren Arbeiten. Ich werde fiinf Beispiele anfiihren:

Erstes Beispiel %):

BY [ HP (2 BZme 2zu) P (L 1+ P (1 +4?) udu
[largz| <%= [R(m)| < 1],

B+ i
(VT +dd) PG (L T+ ud) = f Lm (2uz) H(2) H?(2)dz  [u>0].
B— i
Zweites Beispiel 2):
we—iargz
4 cosvn

(V1P 1+ 2) = K 2v) I (zv) J—m (zv) dv

(51)

0

[larg z| <47 [RO)| <4

In(@Od-nO)=1—— f L. (20) *—*(V ) ”‘*(V‘+ ) “ (52

f—i

>0 v#F+4,+4+5...]

26) Man vergl. einen analogen Beweis in dem entsprechenden DOETSCH-CHURCHILLschen
Satz; DOETSCH, [4], 127—128; CHURCHILL, [3], 570—571.

27) [14], Formel (76) und [11], Formel (24).

2) [13], Formel (12) und [10], Formel (19).

1
(51) und (52) gehen iiber in Formeln der Gestalt (8) und (9), wenn man g=e und

v =1} st substituiert in (51) und iiberdies ¢ durch % ¢ und v durch % ¢s ersetzt in (52).
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Drittes Beispiel ¥):
welliargz

Kom(zet ") Ko (z et ™) ‘Jsz ka( )W—km<2 )vdv, (53)

B+ i
ncij Lk (v) Kom (G vt el ") Ko (vt et ") du.  (54)

B—oi

Wim(E0) Wekm ($8)=
Viertes Beispiel 39):

¥ 1
God (Y5 52| a, q, Ly, — 3v)=23-a—¢ s‘”q‘J Ko—q(st) K ( )t‘”q ldt, (55)
0

B+ ooi

a+q—3 -
Kv(:.) i tzaqfla_qts

B—mwi

Iv,—Lv)sl—29ds. (56)

Das fiinfte Beispiel 3!) ist ein Spezialfall des vierten (a=%v 4 1,

q=—%v+1)

Ko (25Y) = JK st)K(%)dt.. ... 67

3+ i

K, (%):% J L(ts) Ko (2sY)ds.. . . . . (58)

B— i

29) [12], 26 und [9], 875, Formel (12). In (53) ist |argz|<Z}z: (54) gilt fir
larg & | <4 =

30) [12], 24, Satz 8 und [15], Formel (5). Fir die Definition der Funktion G o
vergl. man [12], Formel (6). In (55) und (57) ist |args|< 4 #; in (56) und (58) erd
t >0 vorausgesetzt.

31) Man vergl. HARDY, [7], Formel (4. 1) und MEIER, [15], Formel (35).



